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Stromy vyuzivame pro organizaci dat tak, abychom v datech uméli
bud rychle vyhledavat nebo v nich udrzovat poradek, nejcastéji
oboji.

Ve stromu neni zadna kruznice, proto volba jednoho vrcholu v,
zadava orientaci vsech hran.

Po vybéru jednoho vrcholu — korenu — se zacina graf vice podobat
skutec¢nému stromu v pfirodé. Stromy s jednim vybranym
»kofenem" nazyvame korenové stromy.
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Definition

V korenovém stromu T = (V/, E) je vrchol w je naslednik vrcholu
v a naopak v je predchiidce vrcholu w pravé tehdy, kdyz existuje
cesta z korene stromu do w kterd prochazi v a v # w. Primy
naslednik a primy predchiidce vrcholu jsou pak naslednici a
predchtidci pfimo spojeni hranou. Mluvime také o synech a otcich
(patrné v narazce na genealogické stromy).
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Definition

Binarni stromy jsou specialnim pripadem korenového stromu, kdy
kazdy otec ma nejvyse dva nasledniky (nékdy se ale pod stejnym
oznacenim binarni strom predpoklada, ze vsechny vrcholy kromé
listd maji pravé dva nasledniky).

Casto jsou vrcholy stromu spojeny s kli¢i v né&jaké tplné uspofadané
mnoziné (napf. realna Cisla) a slouzi k hledani vrcholu s danym
klicem.

Je realizovano jako hledani cesty od kofene stromu a v kazdém
vrcholu se podle velikosti rozhodujeme, do kterého ze synii budeme
pokracovat (resp. zastavime hledani, pokud jsme jiz ve hledaném
vrcholu). Abychom mohli tuto cestu jednoznacné krok po kroku
urCovat, pozadujeme aby jeden syn spolecné se viemi jeho
nasledniky méli mensi klice nez druhy syn a vsichni jeho naslednici.
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Pro efektivni vyhledavani uzivame vyvazené binarni stromy, ve
kterych se délky cest z kofene do listii lisi maximalné o jednicku.
Nejdale od vyvazeného stromu na n vrcholech je tedy cesta P,
(ktera formalné mize byt povazovana za binarni strom), zatimco
dokonale vyvazeny strom, kde kromé listéi ma kazdy otec pravé dva
syny je mozné sestrojit pouze pro hodnoty n =2k -1, k=1,2,....
Ve vyvazenych stromech dohledani vrcholu podle klice bude vzdy
vyzadovat pouze O(log, n) krokii. Hovorime v této souvislosti také
¢asto o binarnich vyhledavacich stromech.

Jako cviceni si rozvazte, jak lze G€inné vykonavat zakladni operace
s grafy (pridavani a odebirani vrcholt se zadanymi klici, vcetné
vyvazeni) nad binarnimi vyhledavacimi stromy.
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Prikladem vyuziti struktury binarnich stromi je datova struktura
halda. Jde opét o vyvazené binarni stromy s vrcholy opatfenymi
klici a pozadujeme aby podél vech cest od kofene k listiim ve
stromu klice klesaly (tzv. maximalni halda) nebo naopak stoupaly
(tzv. minimalni halda).

Na obrazku nalevo je binarni vyhledavaci strom (ktery ale neni
vyvazeny), napravo je priklad maximalni haldy.

Diky tomuto uspofadani umime v konstatnim Case odebirat z haldy
podmnoziny bud maximalnich nebo minimalnich prvki a skute¢né
naklady na takovou operaci spocivaji v obnoveni struktury haldy po
odebrani kofene. (Jako cviceni si ukazte, ze je to mozné zvladnout v
logaritmickém case.)
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Pro popis vsech moznych izomorfismi (kofenovych) stromi je
uzitecné kromé vztaht otec—syn jesté uzitecné mit syny usporadany
v poradi (tfeba v predstavé odleva doprava nebo podle postupného
rastu atd.).

Definition

Pesteny strom T = (V, E, v,,v) je kofenovy strom spolecné s
Caste€nym usporadanim v na hranach takovym, ze srovnatelné jsou
vzdy pravé hrany sméfujici od jednoho otce k syntim.

Morfismem korenovych stromd T = (V,E,v,)a T' = (V' E',v))
rozumime takovy morfismus grafii ¢ : T — T, ktery prevadi v, na
v!. Obdobné pro izomorfismy.

Pro pésténé stromy navic pozadujeme aby zobrazeni hran
zachovavalo Easteéna usporadani v a v/.
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Kédy stromi

Pro pésténé stromy T = (V, E, v,,v) zavedeme jejich (jak
uvidime) jednoznacny popis pomoci slov z nul a jednicek.

Obrazné si miizeme predstavit, ze strom kreslime a kazdy pfirtistek
naznacime dvéma tahy, které si oznacime 0 (dolii) a 1 (nahoru).
Zacneme od listdl, kterym takto viem prifadime slovo 01. Cely
strom pak budeme popisovat zfetézovanim casti slov tak, ze ma-li

otec v syny usporadany jako posloupnost vy, ..., v, a jsou-li jiz
jednotlivi synové oznaceni slovy Wi, ... W,, pak pro otce pouzijeme
slovo

oWy ... W,l.

Hovofime o kédu péstéeného stromu.

Skuteéng, kreslenim cest dolti a nahoru (tfeba si mizeme predstavit
Ze dolii malujeme levy obrubnik cesty a nahoru pravy) ziskame
skute€né pivodni strom s jednou hranou sméfujici shora do kofene
navic.
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Dva pésténé stromy jsou izomorfni pravé, kdyz maji stejny kéd

Dikaz.

Z konstrukce je zfejmé, ze izomorfni stromy budou mit stejny kéd,
zbyva tedy pouze dokazat, ze riizné kédy vedou na neizomorfni
stromy.

Dokazeme to indukci podle délky kédu (tj. poctu nul a jednicek)
tak, Ze vyuzijeme jednoznacné kédy pro viechny podstromy vzniklé
odjemutim korene. Ol
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U kofenovych stromii |ze vyuzit kédy, pokud se podafi urcit poradi
jejich synii jednoznaéné az na izomorfismus. Na poradi synii ovsem
nezalezi pravé tehdy, kdyz jsou podgrafy urcené jejich nasledniky
izomorfni.

Vyuzijeme proto obdobu (rekurzivni) konstrukce kédu pro pésténé
stromy a postupovat obdobné s vyuzitim lexikografického usporadni
synil podle jejich kédi. Kofenovy strom budeme tedy popisovat
zfetézovanim Casti slov tak, ze ma-li otec v syny jiz oznaceny kody
Wi, ... W,, pak pro otce pouzijeme slovo

OWp ... Wyl

kde poradi Wq,..., W, je zvoleno tak aby Wy < Wh < --- < W,.
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Pokud neni urcen kofen ve stromé&, miizeme se jej urcit tak, aby byl
.priblizné uprostfed stromu".

Vsechny jednotlivé vrcholy stromu oznaéime hodnotou tzv.
vystrednosti, kterou definujeme pro kazdy vrcholu v v grafu T
jako nejvétsi moznou vzdalenost z v do néjakého vrcholu w v T,
kterou |ze dosahnout.

U stromu diky nepfitomnosti kruznic plati, ze maximalni hodnoty
excentricity vzdy dosahuje bud pravé jeden vrchol nebo pravé dva
vrcholy. Skuteéné, nejdelsi mozna cesta z kteréhokoliv vrcholu
stromu nutné konéi v nékterém z jeho listd.
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Libovolnému stromu pfifadime jednoznaény kéd, az na
izomorfismus takto: Pokud existuje jediny vrchol s maximalni
excentricitou, pouzijeme jej jako kofene, v opaéném pfipadé
postupujeme stejné pro dva stromy vzniklé z T odebranim hrany
spojujici vrcholy s maximalni excentricitou a kéd vznikne zfetézenim
kodi obou stromii v poradi podle lexikografického usporadani.

Dva stromy T a T’ jsou izomorfni pravé, kdyz maji spolecny kéd.




Kostra grafu
®000

V praktickych aplikacich ¢asto zadava graf vsechny moznosti
propojeni mezi objekty, prikladem miize byt tfeba silni¢ni nebo
vodovodni nebo elektricka sit. Pokud nam staci zajistit
propojitelnost kazdych dvou vrcholi pfi minimalnim poctu hran,
hledame vlastné v grafu G podgraf T na vsech vrcholech grafu G,
ktery je stromem.

Definition

Libovolny strom T = (V,E’) v grafu G = (V,E), E' C E se
nazyva kostra grafu G.

Evidentné maze kostra v grafu existovat pouze, pokud je graf G
souvisly. Misto formalniho dtikazu, ze plati i opak uvedeme pfimo
algoritmus, jak kostru grafu sestrojit.
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Algoritmus pro nalezeni kostry 1

Seradime zcela libovolné vsechny hrany ey, ..., en v E do poradi a
postupné budujeme mnoziny hran E; tak, ze v (i 4+ 1)-vém kroku
pridame hranu e; k E; jestlize tim nevznikne v grafu

Gi = (V, E; U{ei}) kruznice, a ponechame E; beze zmény v
pripadé opaéném. Algoritmus skonéi pokud bud ma jiz graf G; pro
néjaké i pravé n — 1 hran nebo je jiz i = m. Pokud zastavujeme z
druhého divodu, byl pivodni graf nesouvisly a kostra neexistuje.

Vysledkem predchoziho algoritmu je vzdy les T. Jestlize algoritmus
skonéi s k < n— 1 hranami, ma piivodni graf n — k komponent.
Zejména je tedy T kostrou prave, kdyz algoritmus skonci pro
dosazeni n — 1 hran.
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Poznamka

Jako vzdy bychom se méli zabyvat otazkou, jak slozity je uvedeny
algoritmus. Kruznice pfidanim nové hrany vznikne tehdy a jen
tehdy, jestli jeji koncové vrcholy lezi ve stejné souvislé komponenté
budovaného lesu T. Staci ndm proto priibézné udrzovat znalost
souvislych komponent.

V abstraktni podobé nam staci umét pro jiz zadané tridy
ekvivalence na dané mnoziné (v nasem pripadé jsou to vrcholy)
sluovat dvé tfid ekvivalence do jedné a nalézat pro dany prvek, do
které tfidy patfi. Pro sjednoceni jisté potrebujeme O(k) €asu, kde k
je pocet prvki slu¢ovanych tfid a jisté mtzeme pouzit ohraniceni
poctu k celkovym poctem vrcholt n. Se tfidami si mtizme
pamatovat i pocty jejich prvki a priibézné pro kazdy vrchol
uchovavat informaci do které tfidy patfi. Sjednoceni dvou tfid tedy
pfedstavuje pfeznaCeni jména u viech prvki jedné z nich.

Budeme vzdy pfeznacovat tu mensi z nich a pak celkovy pocet
operaci potfebnych v nasem algoritmu bude O(nlog n+ m).
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Algoritmus pro nalezeni kostry 2

Jiny postup: Budeme v grafu G = (V, E) s n vrcholy a m hranami
postupné budovat strom T. Zaéneme v libovolné zvoleném vrcholu
v a prazdnou mnozinou hran, tj. To = ({v},0). V i—tém kroku
heddame mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, majiv T;_
jeden koncovy vrchol, ale druhy koncovy vrchol fo T;_1 nepatfi.
Prvni takovou hranu pfidame i s druhym koncovym vrcholem a
ziskame tak T;. Algoritmus skonéi, az takova hrana neexistuje.
Evidentné je vysledny graf T souvisly a podle poctu vrchold a hran
je to strom. Vrcholy T splyvaji s vrcholy souvislé komponenty G.
Algoritmus v ¢ase O(n + m) nalezne kostru souvislé komponenty
zvoleného pocateéniho vrcholu v.
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Protoze je to obecnou vlastnosti stromii, kazda kostra grafu G ma
stejny pocet hran. V grafech s ohodnocenymi hranami, budeme
hledat kostry s minimalnim sou¢tem ohodnoceni pouzitych hran.

Definition

Necht G = (V, E, w) je souvisly graf s ohodnocenymi hranami s
nezapornymi vahami w(e) pro viechny hrany. Jeho minimalni
kostra T je takova kostra grafu G, ktera ma mezi vsemi jeho
kostrami minimalni soucet ohodnoceni vsech hran.

O prakti¢nosti takové alohy muzete pfemyslet tfeba v souvislosti s
rozvodnymi sitémi elektfiny, plynu, vody apod.
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Kruskaltv algoritmus

Predpokladejme, ze jsou vechna ohodnoceni w(e) hran v grafu G
nezaporna. Nasledujicimu postupu se fika Kruskaltv algoritmus:

@ Setfidime viech m hran v E tak, aby
wier) < w(e) < -+ < w(em).
@ v tomto poradi aplikujeme na hrany postup z Algoritmu 1 pro
kostru.
Jde o typicky priklad takzvaného ,hladoveckého pfistupu”, kdy se k
maximalizaci zisku (nebo minimalizaci nakladd) snazime dostat
vybérem momentalné (snad) nejvyhodnéjsiho kroku. Casto tento
pfistup zklame, protoze nizké naklady na zacatku procesu mohou
zavinit vysoké na jeho konci.
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Kruskaliiv algoritmus spravné resi problém minimalni kostry pro
kazdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v ¢ase O(mlog m), kde m je pocet hran v G.

Spociva v analyze béhu Algoritmu 1 ve vztahu k velikosti hran. [
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| druhy z nasich algoritmii pro kostru grafu v predchozim odstavci
vede na minimalni kostru, kdyz v kazdém okamziku volime ze vsech
moznych hran e; = {vj, vj11+}, vi € V}, vig1 € V' \ v; tu, kterd ma
minimalni ohodnoceni.

Vysledny postup je Primiv algoritmus, je z r. 1957. Byl ale
popsan Jarnikem jiz v roce 1930. Rikame mu tedy Jarnikiiv
algoritmus. Jarnik vychazel z algoritmu O. Bortivky z r. 1928.

Jarnikiv algoritmus najde minimalni kostru pro kazdy souvisly graf
s libovolnym ohodnocenim hran.

Poznamka

Bortivkiv algoritmus tvofi stale co nejvice souvislych komponent
zaraz. Zacneme s jednoprvkovymi komponentami v grafu

To = (V,0) a pak postupné kazdou komponentu propojime
nejkratsi moznou hranou s komponentou jinou. Opét takto
obdrzime minimalni kostru.
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Dosud jsme vybirali pouze jednoduché grafové problémy. V drtivé
vétsiné pripadd je tomu naopak a teoretické vysledky pouze ukazuiji,
ze algoritmus fungujici alespoi v polynomialnim ¢ase neexistuje.
Velice studovana je aloha, kdy mame najit v grafu s ohodnocenymi
hranami minimalni hamiltonovskou kruznici, tzn. kruznici s
minimalnim souctem vah pouzitych hran mezi viemi moznymi
hamiltonovskymi kruznicemi.



Obchodni cestujici
oeo

S problémem se setkdvame napf. pfri

@ planovani dodavek zbozi nebo sluzeb

@ organizaci postovni sluzby (rozvoz posty, vybér posty ze
schranek)

e planovani adrzby siti (napf. bankomati)

@ obsluha pozadavkii z fronty (napf. pfi paralelnich pozadavcich
na Cteni z hard disku)

@ planovani postupného méreni jednotlivych casti celku (napf.
pfi studiu struktury krystalu proteinu pomoci X-ray, kdy
naklady jsou soustfedény zejména na posuvy a zaostfeni pro
jednotliva méreni)

@ planovani déleni materialt (napf. pfi kladeni tapet jejich déleni
na pouzité pasy tak, aby navazoval vzorek a doslo k co
nejmensim ztratam)
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Polynomialné slozity algoritmus pro problém obchodniho cestujiciho
neexistuje.

| v pfipadé hledani minimalni hamiltonovské kruznice miizeme
uplatnit hladovecky (anglicky ,,greedy") pristup.

Algoritmus zacne v libovolném vrcholu vy, postupné v krocich najde
ten dosud neumistény vrchol ze spicich, do kterého vede z aktivniho
vrcholu nejméné ohodnocena hrana, aktivni vrchol oznadi jako
zpracovany, tento novy vrchol se stane aktivnim. Algoritmus skonci
bud netspéchem nebo ziskame hamiltonovskou kruznici.

Je zjevné, Ze tento algoritmus jen velice zfidka vyprodukuje
skute€né minimalni hamiltonovskou kruznici. Na Gplném grafu zato
vzdy alespon néjakou najde. Je dokazano, ze se dokonce
polynomialné rychlymi algoritmy nelze ani libovolné priblizovat k
optimalnimu Feseni.
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