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Definition

Funkce f : R" — R je diferencovatelna v bode x, jestlize
© v bodé x existuji vsechny smérové derivace d,f(x), v € R”,
@ d,f(x) je linearni v zavislosti na prirastku v a

© 0= limy_o 17 (F(x + v) — f(x) — df(x)).

vl

Theorem

Nech f : E, — R je funkce n proménnych, kterd ma v okoli bodu
x € E, spojité parcialni derivace. Pak existuje jeji diferencial df v
bodé x a jeho souradné vyjadreni je dano rovnici

of of of
df = aixldX]_—i-ai)QdXz‘i"'"i‘aixnan' (*)
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Diferencial zadava tecné (nad)roviny funkce n proménnych.

Graf funkce f(x,y) = sin(x) cos(y), Cervena &ara je obrazem krivky
c(t) = (t,t,f(t,t)).

Diferencovatelna funkce f na E, v bodé x € E, ma nulovy
diferencial tehdy a jen tehdy, kdyz jeji slozeni s libovolnou kfivkou
prochazejici timto bodem zde ma stacionarni bod. To oviem
neznamena, ze v takovém bodé musi mit f aspon lokalné bud
maximum nebo minimum. Stejné jako u funkci jedné proménné
miizeme rozhodovat teprve podle derivaci vyssich.
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Pro pevny pririistek v € R” je vyéisleni diferenciala na tomto
prirGistku opét (diferencialni) operace na funkcich f : E, — R

f s dyf = df(v).

Vysledkem je df(v) : E, — R. Jestlize je tato funkce opét
diferencovatelna, miazeme iterovat.
Pro parcialni derivace druhého radu piseme

2 2
(i o i)f = 9 f= of
Ox;  Ox; 0x;0x; 0x;0x;

v pripadé opakované volby i = j piseme také

2 2
0 0. _ P _PF

s o) ~ a2 ~ e
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Uplné stejné postupujeme pti dalsich iteracich a hovofime o
parcialnich derivacich k-tého radu
okf

Oxiy ... Oxj,

Nech f : E, — R je k-krat diferencovatelna funkce se spojitymi
parcialnimi derivacemi az do radu k véetné v okoli bodu x € R".
Pak vsechny parcialni derivace nezévisi na poradi derivovani.
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Definition

Je-li f: R" — R libovolna dvakrat diferencovatelna funkce,
nazyvame symetrickou matici funkci

2 2
82f 8:?18’()(1 (X) to azgx,, (X)
Hf (x) =< (x>) [ .
0xi0%; 92f 92f
OxnOx1 (X) T OXnOXn (X)

Hessian funkce f v bodé x.
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Pro kivku c(t) = (x(t), y(t)) = (x0 + £t, yo + nt) maji funkce

B(0) = f(r0.30) + £ (- ol + 5ol )

1
+ §t2 <fxx(><o,y0)§2 + 2f, (X0, yo)én + fyy(Xoayo)U2>

stejné derivace do druhého Fadu véetné. Funkci S piseme vektorové:
—f Iy . £ } 2 . Hf . §

B(t) = f(x0, y0) + tdf (x0, %0) n) T3t (& n) - Hf (x0, y0) n

nebo ((t) = f(xo, y0) + tdf (xo, yo)(v) + %tsz(xo,yo)(v, v), kde

v = (&,m) = c'(t) je pririistek zadany derivaci kfivky c(t) a Hessian
symetrickd 2—forma.
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Pouziti Hessianu pfipomina Taylorovu vétu funkci jedné proménné!

“\\“'6;"’7;3{;{*»
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Tecna rovina je vynesena spolu s kvadratickym priblizenim pro
funkci f(x, y) = sin(x) cos(y).

Obecné pro funkce f : E, — R, body x = (x1,...,x) € E, a
priristky v = (&1,...,&,) klademe

k
DRI = Y ) G 6

OXj, ...0X;
1<iy,...ixg<n 1 Tk
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Ukazme ve dvou proménnych:

Tecna rovina: f(xo, o) + DY (x0, y0)(x — X0,y — ¥0)

Aproximace pomoci hesianu:

f(x0, ¥0) + D (x0, ¥0)(Xx — x0, ¥ — ¥0) + 5 D?(x0, Yo)f (x — X0, ¥ — yo)
vyraz tretiho fadu

a3f L Of o3
3 3 2 2 3
Df(x.y)(&m) = 558 +35, 23 £ y2€77 + 953"

a obecné

k

D*f(x, y)(€.m) = Z()W Ty

(=0
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Theorem

Nech f : E, — R je k—krat diferencovatelna funkce v okoli Os(x)
bodu x € E,. Pro kazdy pririistek v € R" s velikosti ||v| < ¢ pak
existuje ¢islo 0 < 6§ < 1 takové, Ze

flx+v) = F(x) + DY)+ + 77 ! 500
+ %Dkf(x +0-v)(v).

Naznak dtikazu: Pro priristek v € R" volime ¢(t) =x+tv v E, a
zkoumame ¢ : R — R definovanou slozenim ¢(t) = f o c(t).
Taylorova véta pro funkce jedné proménné fika:

A1) = 6(0) + 2 Ot -+ e IO+ e

Zbyva nam tedy jen ovéfit, ze postupnym derivovanim slozené
funkce ¢ dostaneme pravé pozadovany vztah. To lIze provést
indukci pres rad k.
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Definition

Vnitini bod xp € E, defini¢niho oboru funkce f je (lokalnim)
maximem nebo minimem, jestlize existuje jeho okoli U takové, ze
pro viechny body x € U spliuje funkéni hodnota f(x) < f(xp)
nebo f(x) > f(xp). Pokud nastava v predchozich nerovnostech
ostra nerovnost pro viechny x # xg, hovofime o ostrém extrému.
Vnitfni bod x € E, defini¢niho oboru funkce f, ve kterém je
diferencial df (x) nulovy nazyvame stacionarni bod funkce f.

Nutnou podminkou pro existenci maxima nebo minima v bodé xg je
vymizeni diferencialu v tomto bodé, tj. df (xp) = 0. Skutecné,
pokud je df (xo) # 0, pak existuje smér v, ve kterém je

dyf(xo) # 0. Pak oviem nutné je podél pfimky xp + tv na jednu
stranu od bodu xg hodnota funkce roste a na druhou klesa.
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Uvazme funkci f(x,y) = sin(x) cos(y), ktera pripomina znama
kartonova plata na vajicka
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Spoctéme si prvni a poté druhé derivace:

fe(x, y) = cos(x) cos(y), f,(x,y) = —sin(x)sin(y),

takze obé derivace budou nulové pro dvé sady bodi

O cos(x) =0, sin(y) =0, to je (x,y) = (2527, ¢7), pro
libovolné k,Z € 7Z

@ cos(x) =0, sin(y) =0, to je (x,y) = (km, 2”1 ), pro
libovolné k, ¢ € 7.

Druhé parcialni derivace jsou

i) = (B 7)) - (Snledeost) —cost)sinr)

—cos(x)sin(y) —sin(x) cos(y)
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V nasich dvou sadach bodii tedy dostavame nasledujici hessiany:

- 1
Q@ Hf(km + 5,4m) =+ <O

kdyz parity k a ¢ jsou stejné a naopak pro —,

Q@ Hf(km im+5) == <2 é) pricemz znaménko + nastava,

kdyz parity k a £ jsou stejné a naopak pro —.

0 e ) -
1), pfi€emz znaménko + nastava,

Taylorova véta pro rad k = 2 dava okoli stacionarnich bodii (xp, yo)

1
f(x,y) = f(xo, YO)+§Hf(X0+6(X_XO)a Yo+0(y—y0))(x—x0, y—¥0),

kde Hf nyni vnimame jako kvadratickou formu vy¢&islenou na
prirGstku (x — xp, ¥ — yo). nastane lokalni maximum tehdy a jen
tehdy, kdyz nas bod (xo, yo) patfi do prvni skupiny se stejnymi
paritami k a . Kdyz budou parity opacné, pak bod z prvni skupiny
bude naopak bodem lokalniho minima. Naopak, hessian u druhé
skupiny bodil se vycisli kladné na nékterych pfiriistcich a zaporné
na jinych. Stejné se proto bude chovat i cela funkce f v okoli.
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Definition

Kvadraticka forma h: E, — R je

e positivne definitni, je-li h(u) > 0 pro viechny u # 0
positivneé semidefinitni, je-li h(v) > 0 pro vsechny u € V
negativne definitni, je-li h(v) < 0 pro vsechny u # 0
negativné semidefinitni, je-li h(u) < 0 pro vsechny v € V

(]
()]
(]
e indefinitni, je-li h(u) > 0 a f(v) < 0 pro vhodné u,v € V.

1. semestr — metody, které umozhuji pfimo zjistit, zda dana forma
méa nékterou z téchto vlastnosti.
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Theorem

Nech f : E, — R je dvakrat spojité diferencovatelna funkce a
x € E, nech je stacionarni bod funkce f. Potom

© f ma v x ostré lokalni minimum, je-li Hf (x) positivné definitni,

@ f ma v x ostré lokdlni maximum, je-li Hf (x) negativné
definitni,

© f nema v bodé x lokalni extrém je-li Hf (x) indefinitni.

Vsimnéme si, Ze véta nedava zadny vysledek, pokud je hessian
funkce ve zkoumaném bodé degenerovany a pfitom neni indefinitni.
Diivod je opét stejny jako u funkci jedné proménné. V takovych
pfipadech totiz existuji sméry, ve kterych prvni i druha derivace
zmizi a my proto v tomto fadu pfiblizeni neumime poznat, zda se
funkce bude chovat jako t3 nebo jako +t* dokud nespocteme
alespon v potfebnych smérech derivace vyssi.
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Zobrazeni mezi euklidovskymi prostory
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Zobrazeni F : E, — E,, je pfi zvolenych kartézskych souradnicich
na obou stranach obycejna m—tice

F(xi,...yxn) = (X1, 3 Xn)y ooy (X1, - -y Xn))

funkci f; : E, — R. Rekneme, Ze F je diferencovatelné nebo spojité
diferencovatelné zobrazeni, jestlize tuto vlastnost maji vsechny
funkce fi,..., fmy.

Diferencovatelna zobrazeni F : E, — E,, ktera maji inverzni
zobrazeni G : E,, — E, definované na celém svém obrazu, se
nazyvaji (diferencovatelné) transformace. Prikladem
transformace byl pfechod mezi kartézkymi a polarnimi
soutradnicemi.

Linearni zobrazeni D'f;(x) : R™ — R linedrné& aproximuji piriistky

f.
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of of of
df(x) non.on
dh(x) o2 ok . o
D'Fx)=| " [=1" 72 "X
' Ofn Ofw  Ofm
dfm(X) D Oxa ' Oxp

se nazyva Jacobiho matice zobrazeni F v bodé x. Linearni
zobrazeni D' F(x) definované na pfiriistcich v = (vy, ..., v,)

pomoci stejné znacené Jacobiho matice nazyvame diferencial
zobrazeni F v bodé x z definiéniho oboru, jestlize

1

m —-
v—0 ||VH

(F(X +v)—F(x)— DlF(X)(V)) =0.
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Disledek Véty o existenci diferencialu pro funkce n proménnych je:

Nech F : E, — E,, je zobrazeni, jehoZ vsechny souradné funkce
maji spojité parcialni derivace v okoli bodu x € E,. Pak existuje
diferencial D F(x) zadany Jacobiho matici.
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Theorem

Nech F : E, — E,, a G : E;, — E, jsou dvé diferencovatelna
zobrazeni, pricemz defini¢ni obor G obsahuje cely obor hodnot F.
Pak také slozené zobrazeni G o F je diferencovatelné a jeho
diferencial je v kazdém bodé z definiéniho obodu F kompozici
diferencialdi

DY(G o F)(x) = D'G(F(x)) o D*F(x).

Prislusna Jacobiho matice je dana soucinem pfislusnych Jacobiho
matic.
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Polarni souradnice vzniknou z kartézskych transformaci
F : R? — R?, kterou v soufadnicich (x,y) a (r, ) zapiseme:

r=+/x?+y? ¢ =arctan Y
X
Funkci g; : E» — R v polarnich soufadnicich

g(r, o, t) =sin(r-t).
Funkce nam docela dobfe priblizuje vinéni povrchu hladiny po
bodovém vzruchu v pocatku v Case t:
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Derivace v kartézskych souradnicich:

o8 O, (O ), 08 0%
8X(X’y, )_a (7¢)8 (Xy)—l—&p(r’SO)aX(X’y)
X
=cos(vx2+ y? — t)————=+0
( y?— 1) iyt
a podobné
D o 08, 20 .08 0
ay(x,y, t)= 4, (r w)ay(x,y)Jr &p(r, ©) dy (x,y)

= cos(v/X2 + y? — t) =L
cos(v/x2 +y )\/m
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Nech F : E, — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na néjakém
okoli bodu xo € E, a nech je Jacobiho matice D f(xq) invertibilni.
Pak na né&jakém okoli bodu xq existuje inverzni zobrazeni F~* a jeho
diferencial v bodé F(xo) je inverznim zobrazenim k D*F(xp), tzn. je
zadan inverzni matici k Jacobiho matici zobrazeni F v bodé xg.
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