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Modely zalozené na zménach
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linedrni model prvniho fadu

Derivace pracuje s okamzitymi zménami studovanych veli¢in. Ze
stejnych divodi jsme kdysi zavadéli diference a pravé vztahy mezi
hodnotami veli¢in a zménami téch samych nebo jinych veli¢in vedly
k rovnicim.

Nejjednodussim modelem bylo aro€eni vkladii nebo pajcek a totéz
pro tzv. Malthusiansky model populace. Prirtstek byl amérny
hodnoté.

V ramci spojitého modelovani by stejny pozadavek ved| na rovnici
vztahujici derivaci funkce y’(x) s jeji hodnotou

!
y'(x)=r-y(x)
s konstantou Gmérnosti r. Je snadné uhodnout reseni této rovnosti
y(x) = Ce™

s libovolnou konstantou C.
Tuto konstantu uréime jednoznaéné volbou tzv. pocatecni
hodnoty yo = y(xp) v néjakém bodé xp.
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Pokud je ¢ast ristu v naSem modelu dana konstatnim piisobenim
nezavislém na hodnoté y nebo x (napf. pausalni poplatky za vedeni
a¢tu nebo prirozeny Gbytek populace tfeba v disledku porazek na
jatkach), pfidame na pravé strané konstantu s:

Y'(x)=r-y(x)+s.

Zjevné bude resenim této rovnice funkce
s
y(x) = Ce™ —=
p

K tomuto zavéru je velice lehké dojit, pokud si uvédomime, ze
mnozinou vsech feSeni prvni (homogenni) rovnice je jednorozmérny
vektorovy prostor, zatimco feSeni druhé (nehomogenni) rovnice se
obdrzi prictenim kteréhokoliv jednoho jejiho feseni ke vSsem fesenim
predchozi rovnice. Lze pak snadno najit konstantni feseni y(x) = k
pro k = —2.
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Nelinearni model prvniho Fadu

U diferenénich rovnic jsme diskutovali tzv. logisticky model
populaéniho riistu zalozeny na predpokladu, ze pomér zmény
velikosti populace p(n+ 1) — p(n) a jeji velikosti p(n) je v afinni
zavislosti na samotné velikosti populace.

Nyni bychom tentyz vztah pro spojity model patrné formulovali pro
populaci p(t) zavislou na Case t jako

p() = p(t) (—cp(t) +7) |

tj. pfi hodnoté p(t) = K pro velkou konstantu K je prirtistek
nulovy, zatimco pro p(t) blizké nule je pomér rychlosti riistu
populace k jeji velikosti blizky r (coz je malé Cislo v fadu setin
vyjadfujici rychlost rastu populace za dobrych podminek.)
Derivovanim lze pfimo ovéfit, Ze nasledujici funkce je FeSenim pro
kazdou konstantu C

K

P = T ee
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Srovnani diskrétniho a spojitého modelu

Srovnanim Cerveného grafu fesenis K =100, r=0,056a C =1
(volba C odpovida p(0) = 1) s feSenim diferencni rovnice (napravo)
vidime, ze skutecné oba pristupy k modelovani populaci davaji
docela podobné vysledky. Pro srovnani je do levého obrazku zelené
vkresleno feseni Malthusianského modelu s odpovidajicimi daty.
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Definition
Diferencialni rovnice prvniho radu je

F(y'(x), y(x),x) =0

s néjakou pevnou funkci F, ktera kazdé trojici realnych Cisel priradi
jedno realné Eislo.

Zapis pfipomina implicitné zadané funkce y(x), nicméné navic je tu
zavislost na derivaci hledané funkce y(x).
Obvykle pracujeme s rovnicemi, které jsou vyreSeny vzhledem k
derivaci, tj.

V(%) = F(x,y(x)),

dale se omezime jen na tento pfipad.
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Takova rovnice zadava pro kazdou hodnotu (x, y) v roviné vektor
(1,f(x,y)), tj. rychlost se kterou nam rovnice grafu feseni prikazuje
pohybovat se rovinou. Napf. pro logisticky model

r

p() = p(t) (—ep(t) + )
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Intuitivné lze na zakladé takovych obrazki ocekavat, ze pro kazdou
pocatecni podminku bude existovat pravé jedno feSeni nasi rovnice.
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Existence i jednoznaénost feseni skutecné plati pro vsechny
rozumné funkce f, my si vysledek sformulujeme pro dosti velkou
tfidu rovnic takto:

Theorem (O existenci a jednoznacnosti feseni ODE)

Necht funkce f(x,y) : R?2 — R ma spojité parcialni derivace. Pak
pro kazdy bod (xo, yo) € R? existuje interval [xo — a,xo + a], s
a € R kladnym, a pravé jedna funkce y(x) : R — R, ktera je

resenim rovnice
y'(x) = f(x, y(x)).
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Naznak dtikazu

Funkce y(x) je feSenim nasi rovnice tehdy a jen tehdy, kdyz

X

wn=m+/

X0

y'(x)dx = yo + /X f(x,y(x)) dx.

Prava strana tohoto vyrazu je oviem, az na konstantu, integralni

operator
X

L)) =+ [ Flxy() dx

X0

a pri feSeni diferencialni rovnice hledame pevny bod pro tento
operator L, tj. chceme najit funkci y = y(x) s L(y) = y.

Diikaz spoc¢iva v odhadu, ze pro dostate¢né maly interval kolem xg
bude takovy operator zmensovat vzdalenost funkci. Z obecné véty o
kontrakci pak vyplyva hledané tvrzeni.



Obyc¢ejné diferencialni rovnice
®000

UziteCnym typem rovnic, pro ktery zname elementarni postup k
feSeni jsou tzv. rovnice se separovanymi proménnymi.

pro dvé dostatecné hladké funkce jedné realné proménné f a g.
Obecné Feseni tu lze ziskat integraci, tj. nalezenim primitivnich

funkci . dy
(y)_/ g(y) / i

Pak totiz spoctenim funkce y(x) z implicitné zadaného vztahu
F(x)+ C = G(y) s libovolnou konstantou C vede k fe3eni.
Skutecné, derivovanim této rovnosti (s pouzitim pravidla pro
derivovani slozené funkce G(y(x)) dostaneme skutecné

Y0 = F(x).
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Priklad rovnice

Najdeme FeSeni rovnice

Y'(x) = x - y(x).

PFimym vypoctem dostaneme In|y(x)| = 3x% + C. Odtud to
vypada (alespon pro kladna y) na

y(x) = e tC€ = D .2,

kde D je nyni libovolna kladna konstanta.
Ve skutecnosti dostaneme vSechna feseni, kdyz uvazime vsechna
realna D
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Na feseni rovnice y’(x) = f(x,y) lze také pohlizet jako na hledani
(parametrizované) kfivky (x(t), y(t)) v roving, kde jsme jiz predem
pevné zvolili parametrizaci proménné x(t) = t. Takto miizeme
nejen zapomenout na tuto pevnou volbu pro jednu proménnou x,
nybrz hlavné pfibrat libovolny pocet proménnych.

Napfiklad v roviné miizeme psat takovy systém ve tvaru

X(t) = f(t,x(t),y(1),  y'(t) = g(t,x(t), (1))

se dvémi funkcemi f, g : R3 — R se spojitymi derivacemi. Obdobné
pro vice proménnych.
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Jednoduchym pfikladem v roviné maze slouzit systém rovnic

Snadno Ize uhadnout (nebo aspon ovéFit), ze fesenim takového
systému je
x(t) = Rcost, y(t)=Rsint

s libovolnou nezapornou konstantou R a kfivky FeSeni budou pravé
parametrizované kruznice o poloméru R.

Na takové systémy umime pfimo rozsifit platnost véty o
jednoznacnosti a feseni:
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Theorem (O existenci a jednoznaénosti feseni systémt ODE)

Necht funkce fi(t,x1,...,x,) : R"TY = R, i =1,..., n véechny
maji spojité parcialni derivace. Pak pro kazdy bod
(to,z1,---,2) € R? existuje interval [ty — a, to + a], sa € R

kladnym, a pravé jedna funkce y(t) : R — R", ktera je feSenim
systému rovnic

x1(x) = A(t, x1(t), .-, xa(X)), ., x1(x) = fult, x1(t), - . ., Xn(X))

s pocatecni podminkou

Xl(to) =Zz1,... ,X,,(to) = Zn-

Ve skute€nosti je mozné se omezit na tzv. autonomni systémy
rovnic, tj. ty kde prava strana neni explicitné zavisla na Case t.
Obecny pripad ve vété se z nich dostane stejnym zptisobem, jako
jsme pracovali v roviné s jednou rovnici y'(x) = f(x,y).
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Posledni systém dvou autnomnich rovnic, jehoz feseni jsou
parametrizované kruznice je dobrym prikladem.

Samotny systém rovnic (a kazdy obecny také) si pak mazeme
predstavit jako , pole vektordi” v roving, prostoru atd., které udava
,tok prostiedi. Resenim je pak kfivka, ktera odpovida skute¢nému
toku jedné , astecky” tohoto prostredi.
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Model , Lotka — Voltera™ pro dravce a kofist

Jako o néco slozitéjsi priklad si uved me klasicky populaéni model
~dravec — kofist", ktery zavedli ve dvacatych létech minulého stoleti
panové Lotka a Volterra.

Oznacime x(t) vyvoj poctu jedincii v populaci kofisti a y(t) totéz
pro dravce. Prepokladame, ze prirdstek kofisti by se Fidil
Malthusianskym modelem (tj. exponencialni rast), kdyby nebyli
loveni. U dravce naopak ocekavame, ze by bez kofisti pouze
prirozené vymiral (tj. exponencialni pokles stavii). Pfitom ale jesté
musime uvazit interakci dravce s kofisti, kterou ocekavame primo
amérnou poctu obou. Dostavame tak tzv. Lotka—Volterra model

X'(t) = ax(t) — By(t)x(t)
y'(t) = —yy(t) + ox(t)y(t)
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Operace derivovani je linearni zobrazeni z (dostateéné) hladkych
funkci do funkci. Pokud derivace (d%)j jednotlivych rada j
vynasobime pevnymi funkcemi aj(x) a vyrazy secteme, dostaneme
tzv. linearni diferencialni operator:

y(x) = D(y)(x) = ak(x)y™(x) + - + a1(x)y'(x) + a0y (x)-

Resit prislusnou homogenni linearni diferencialni rovnici pak
znamena najit funkci y splaujici D(y) = 0, tj. obrazem je identicky
nulova funkce.

Ze samotné definice je zfejmé, ze soucet dvou FeSeni bude opét
FeSenim, protoze pro libovolné funkce y; a y» plati

D(y1 + y2)(x) = D(y1)(x) + D(y2)(x)-

Obdobné je také konstantni nasobek feSeni opét resenim. Cela
mmnozina viech feSeni linearni diferencialni rovnice k-tého fadu je
tedy vektorovym prostorem.
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Primou aplikaci pfedchozi véty o jednoznacnosti a existenci reseni
rovnic dostavame:

Corollary

Vektorovy prostor vsech reseni homogenni linearni diferencialni
rovnice k—tého radu je vzdy dimenze k. Proto miizeme vzdy feseni
zadat jako linearni kombinaci libovolné mnoziny k linearné
nezavislych reseni. Takova feSeni jsou zadana jednoznacné linearné
nezavislymi pocatecnimi podminkami na hodnotu funkce y(x) jejich
prvnich (k — 1) derivaci.
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Zkusme si popsat jednoduchy model pro pohyb néjakého télesa
upnutého k jednomu bodu silnou pruzinou. Je-li y(t) vychylka
naseho télesa od bodu yy = y(0) = 0, pak lze uvazovat, ze
zrychleni y”(t) v Case t bude tmérné velikosti vychylky, avsak s
opacnym znaménkem. Dostavame tedy tzv. rovnici oscilatoru
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Resenim takového systému je
x(t) = Rcos(t —7), y(t)=Rsin(t —1)

s libovolnou nezapornou konstantou R, kterd urcuje maximalni
amplitudu, a konstantou 7, ktera urcuje fazovy posun.

Pro urceni jednoznaéného feSeni potfebujeme proto znat nejen
pocatecni polohu yg, nybrz také rychlost pohybu v tomto okamziku.
Témito dvéma adaji bude uréena jak amplituda tak fazovy posun
jednoznacné.

Predpokladejme, Ze vlivem vlastnosti materialu pruziny bude také
plsobit sila tmérna okamzité rychlosti pohybu naseho objektu, s
opacnym znaménkem nes amplituda.
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To vyjadfime dodateénym ¢&lenem s prvni derivaci a nase rovnice je

y'(t) = —y(t) — ay'(1),

kde « je konstanta, kterad vyjadfuje velikost tlumeni. Na obrazku
jsou fazové diagramy pro feSeni s dvémi riznymi pocatecnimi
podminkami. Nalevo je nulové tlumeni, napravo je o = 0.3

Tlumene oscilace Tlumene oscilace

Samotné oscilace jsou vyjadfeny hodnotami na ose y, hodnoty x
zobrazuji rychlost pohybu.
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Pfipomenime homogennimi linearni diferencni rovnice.

Analogie jde i dale v okamziku, kdy jsou vSechny koeficienty a;
diferencialniho operatoru D konstantni. Uz jsme vidéli u takové
rovnice prvniho fadu, ze feSenim je exponenciala s vhodnou
konstantou u argumentu. Stejné jako u diferenénich rovnic se
podbizi vyzkouset, zda takovy tvar feseni y(x) = e** s neznamym
parametrem A muize splnit rovnici k—tého fadu. Dosazenim
dostaneme

D(e)\x) — (ak)\k 4 ak—l)\kil + - 4+ 31)\ + ao(X)) e/\x.

Parametr A tedy vede na feseni linearni diferencialni rovnice s
konstantnimi koeficienty tehdy a jen tehdy, kdyz je A kofenem tzv.
charakteristického polynomu ay kK + - - + ay\ + ag.
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Pokud ma charakteristicky polynom k riiznych kofenil, dostavame
bazi celého vektorového prostoru feseni. Pokud je A nasobny koren,
pfimym vypoctem s vyuzitim toho, ze je pak také kofenem derivace
charakteristického polynomu, dostaneme, ze je fesenim i funkce

x e Podobné pak pro vyssi nasobnost ¢ dostavame ¢ riiznych
feseni e}, x e, ... xt e

U obecné linearni diferencialni rovnice pfedepisujeme nenulovou
hodnotu diferencialniho operatoru D. Opét aplné analogicky k
Gvaham o systémech linearnich rovnic nebo u linearnich
diferencnich rovnic pfimo vidime, Ze obecné feseni takovéto

(nehomogenni) rovnice

D(y)(x) = b(x)

pro néjakou pevné zadanou funkci b(x) je souc¢tem jednoho
jakéhokoliv feeni této rovnice a mnoziny viech moznych feseni
prislusné homogenni rovnice D(y)(x) = 0. Cely prostor feSeni je
tedy opét pékny konecnérozmérny afinni prostor, byt ukryty v
obrovském prostoru funkci.
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Kromé tak jednoduchych rovnic, jako jsou ty linearni s konstantnimi
koeficienty se v praxi vétSinou setkavame s postupy, jak pfiblizné
spocist fedeni rovnice, se kterou pracujeme.

Uz jsme podobné avahy délali vude tam, kde jsme se zabyvali
aproximacemi (tj. zejména lze doporucit porovnani s dfivéjsimi
odstavci o splajnech, Taylorovych polynomech a Fourierovych
fadach). S trochou odvahy mazeme také povazovat diferencni a
diferencialni rovnice za vzajemné aproximace. V jednom sméru
nahrazujeme diference diferencialy (napf. u ekonomickych nebo
populaénich modeli), ve druhém pak naopak.

Zastavime se na chvilku u nahrazovani derivaci diferencemi.
Nejdfive si viak pfipomeneme obvyklé znaeni pro zapis odhadi
chyb.
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Definition

Pro funkci f(x) v proménné x fekneme, ze je v okoli hromadného
bodu xp svého definicniho oboru radu velikosti O(p(x)) pro
néjakou funkci ¢(x), jestlize existuje okoli U bodu xp a konstanta
C takova, ze

[f(x)] < C - [eo(x)]

pro vsechny x € U. Limitni bod xp byva ¢asto i nevlastni hodnota
+00.




Numerické metody
ooe

Nejobvyklejsi priklady jsou O(xP) pro polynomialni rad velikosti
a to v nule nebo v nekone¢nu, O(In x) pro logaritmicky rad
velikosti v nekone¢nu atd. Vsimnéme si, ze logaritmicky fad
velikosti nezavisi na volbé zakladu.

Dobrym prikladem je aproximace funkce jejim Taylorovym
polynomem fadu k v bodé& xg. Taylorova véta pro funkce jedné
proménné Fika, ze chyba této aproximace je O(h**1), kde h je
pfirtistek argumentu x — xg = h.

Podobné avahy jsme délali i u Fourierovych fad.
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V pripadé obycejnych diferencialnich rovnic je nejjednodussim
schématem aproximace tzv. Eulerovymi polygony. Budeme ji
prezentovat pro jednu obycejnou rovnici s jednou nezavislou a
jednou zavislou velicinou. Uplné stejné ale funguje pro systémy
rovnic, kdyz skalarni veliciny a jejich derivace v ¢ase t nahradime
vektory zavislé na Casu a jejich derivacemi.

Uvazujme tedy opét rovnici (pro jednoduchost a bez Gjmy na
obecnosti prvniho fadu)

y'(t) = f(t,y(t)).
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Oznaéme si diskrétni prirdistek Casu h, tj. t, = ty + nh, a
Yn = y(tn). Z Taylorovy véty (se zbytkem druhého fadu) a nasi
rovnice vyplyva, ze

Yot1 = Yo+ Y (ta)h+ O(h?) = yo + f(tn, ya)h + O(h?).

Jestlize tedy od ty do t, udélame n takovych kroki o pfirtistek h,
bude ocekavany odhad celkové chyby vyplyvajici z lokalnich
nepresnosti nasi linearni aproximace nejvyse hO(h?), tj. chyba bude
v fadu velikosti O(h). Ve skute€nosti vstupuji pfi vypoctu do hry
jesté zaokrouhlovaci chyby.

P¥i numerickém FeSeni Eulerovou metodou postupujeme tak, ze za
priblizné feseni povazujeme po Castech linearni polygon definovany
vyse.
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