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Na vecirku se néktefi navstévnici po dvojicich znaji a jiné dvojice se
naopak neznaji. Kolik lidi musime pozvat, abychom zarucili, ze se
alespon tfi hosté budou bud navzajem znat nebo neznat?

Predstavime situaci pomoci obrazku. Puntiky nam predstavi
jednotlivé hosty, plnou €arou spojime ty dvojice, které se znaji,
carkovanou ty ostatni. NaSe tvrzeni pak zni: pfi jakém poctu
puntiki vzdy nejdeme trojahelnik, jehoz strany jsou bud vsechny
plné nebo vsechny Carkované?

Na levém obrazku takovy trojuhelnik neni, uprostied je. Pravy
naznacuje diikaz, ze existuje vzdy, kdyz pocet hostii bude alespon
Sest.
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Predstavme si krabicku, ktera pozira jeden bit za druhym podle
toho, jestli dvefmi zrovna prosel muz nebo zena — jednicka necht
oznacuje tfeba Zenu. Pfitom sviti bud modfe nebo ervené podle
toho, zda byl posledni bit nula nebo jednicka (a bodle barvy svétla
tedy pozname, zda je za dvefmi muz nebo zena.

Znazornime funkci schématem:

me

Treti uzel, ze kterého pouze vychazi dvé Sipky naznacuje start pred

prvnim zaslanym bitem.
Takovym schématiim se fika konec¢ny automat.
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Zachytime spoleéné rysy predchozich pfiklada.

Definition

Grafem G = (V, E) rozumime mnozinu V jeho vrcholi spolu s
podmnozinou E mnoziny (‘2/) vsech dvouprvkovych podmnozin ve
V. Prvkim E fikame hrany grafu. Vrcholam ve hrané e = {v, w},
v # w, fikdme hranicni vrcholy hrany e. O hranach, které maji
dany vrchol v za hraniéni fikdme, ze z vrcholu v vychazeji.
Orientovanym grafem G = (V, E) rozumime mnozinu V jeho
vrcholti spolu s podmnozinou E C V' x V. Prvnimu z vrcholii
definujicich hranu e = (v, w) fikame pocatecni vrchol hrany,
druhému pak koncovy vrchol.
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Definition (... pokracovani)

Hrana e vychazi ze svého pocéatecniho vrcholu a vchazi do
koncového. U orientovanych hran mohou byt koncovy a pocatecni
vrchol totozny, hovofime pak o smycce.

Sousedni hrany grafu jsou ty, které sdili hraniéni vrchol, u
sousednich hran orientovaného grafu musi byt vrchol pro jednu
koncovy a pro druhou pocatecni.

Naopak, sousedni vrcholy jsou ty, které jsou hraniénimi pro tutéz
hranu.

Jisté umime grafy popisovat pomoci relaci, viz. prvni kapitola
prvniho semestru. Jednoduchym vécem se da fikat i slozité: V
prvnim pfikladu pracujeme na stejné mnoziné hosti se dvémi
komplementarnimi symetrickymi a antireflexnimi relacemi, ve
druhém pak jde o priklad dvou antisymetrickych relaci na tfech
prvcich. Nenechte se také zmast novym vyznamem slova graf, pro
ktery jsme jiz méli vyznam u funkci. (Ve skute€nosti neni
podobnost vécné vzdalena.)
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Grafy jsou péknym prikladem kompromisu mezi pfirozenym sklonem
k ,,pfemyslenim v obrazcich” a pfesnym matematickym
vyjadfovanim. Obecny jazyk teorie grafti nam v konkrétnich alohach
také umoznuje pfidavat informace o vrcholech nebo hranach.
Mazeme tak napf. ,obarvit” vrcholy podle pfislusnosti objektd k
nékolika disjunktnim skupindm nebo mizeme oznaéit hrany
nékolika rtiznymi hodnotami apod. Existence hrany mezi vrcholy
rtiznych barev miize naznadit , konflikt". Napf. kdyz modré a
Cervené uzly predstavuji panskou a ddmskou ¢ast vecirku, pak hrana
mezi vrcholy riiznych barev maze znamenat potencialni nevhodnost
sdileni pokoje pro pfenocovani.

Nas prvni priklad v pfedchozim odstavci mizeme tedy chapat jako
graf s obarvenymi hranami. Dokazané tvrzeni v této reci zni: V
grafu K, = (V, (‘2/)) s n vrcholy a se vsemi moznymi hranami
obarvenymi na dvé barvy je vzdy alespon jeden trojiithelnik z hran o
stejné barvé, pokud je pocet vrcholii alespori Sest.
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Grafu se vdemi moznymi hranami fikame aplny graf. Znacime
symbolem K, kde n je pocet vrcholti grafu. Graf K4 a Ks jsme jiz
vidéli, K3 je trojahelnik, K> je Gsecka.

Cesta je graf, kde existuje usporadani vrcholii (v, ..., v,) takové,
ze E={e1,...,en}, kde e = {vj_1, v;}, pro viechny i = 1,...,n.
Hovofime o ceste délky n a znacime ji P,. Pokud cestu upravime
tak, ze posledni a prvni vrchol splyvaji, dostaneme kruznici délky
n a znaCime Cp. Na obrazku jsou K3 = C3, G5 a Ps
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Uplny bipartitni graf vznikne tak, ze vrcholy si obarvime dvémi
barvami a pak pridame vSechny hrany, které spoji vrcholy riiznych
barev. Znacime jej K, n, kde m a n jsou pocty vrcholi s
jednotlivymi barvami. Na obrazku je vidét Ki 3, K23 a K3 3.
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Hyperkostka H,, v dimenzi n vznikne tak, ze vrcholy jsou viechna
Cisla 0,...,2" — 1. Hrany spoji pravé ta Cisla, ktera se v zapisu v
dvojkové soustavé |isi v pravé jednom bitu. Na obrazku nize je Hy a
popis vrchol je naznacen.

1110 111

0100

0000 0001
Pfimo z definice vyplyva, ze hyperkostku v dané dimenzi vzdy
dostaneme tak, ze vhodné spojime hranami dvé hyperkostky o
jednu dimenzi mensi. Na obrazku je naznaceno spojeni dvou Hs
carkovanymi hranami. Samozfejmé ale mizeme timto zpdisobem
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Cyklicky zebrik CL, s 2n vrcholy je slozen propojenim dvou kopii
kruznice C, tak, ze hrany spoji odpovidajici vrcholy dle poradi. Tzv.
Peterseniiv graf je sice docela podobny CLs, ale ve skutecnosti je
to nejjednodusi uvvyvrace¢ nespravnych avah — graf, na némz se
vyplati testovat tvrzeni, nez je zaCneme dokazovat.
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Definition

Pro grafy grafy G = (V,E) a G’ = (V/, E’) budeme za morfismus
f : G — G’ povazovat zobrazeni fyy : V — V' mezi mnozinami
vrcholil takové, ze je-li e = {v, w} hrana v E, pak

e’ = {f(v), f(w)} musi byt hranou v E’. V dal3im textu nebudeme
ve znaceni odliSsovat morfismus f a zobrazeni f\,. Zaroven pak
takové zobrazeni fy urCuje i zobrazeni fg : E — E’, f(e) = €/, kde
e a € jsou jako vyse.

Pro orientované grafy je definice shodna, jen pracujeme s
usporadanymi dvojicemi e = (v, w) v roli hran.

Vsimnéme si, Ze tato definice znamena, ze pokud f(v) = f(w) pro
dva rtizné vrcholy ve V/, pak mezi nimi nesméla byt hrana. U
orientovanych grafti, takova hrana je pfipustna, pokud je na
spoleéném obrazu smycka.
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Specialnim pfipadem je morfismus libovolného grafu G do aplného
grafu K. Takovy morfismus je ekvivalentni vybranému obarveni
vrcholti grafu V' pomoci m riiznych jmen uzlt K, tak, ze stejné
obarvené uzly nejsou spojeny hranou. Hovofime v tomto pfipadé o
barveni grafu pomoci m barev.
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Definition

V pripadé, ze je morfismus f : G — G’ bijekci na vrcholech
takovou, ze i f1 je morfismem, hovofime o izomorfismu grafi.

Izomorfni grafy se lisi pouze riiznym pojmenovanim vrchold.
Snadno umime nacrtnout az na izomorfismus vsechny grafy na malo
vrcholech (tfeba trech nebo ctyrech). Obecné jde ale o nesmirné
slozity kombinatoricky problém a i rozhodnuti o konkrétnich dvou
danych grafech, zda jsou izomorfni je obecné mimoradné obtizné.
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Jednoduchymi a mimoradné uzitecnymi priklady morfisma grafa
jsou pojmy cesta, sled a kruznice v grafu:

Definition

Cestou délky n v grafu G rozumime morfismus p : P, — G
takovy, ze p je injektivni zobrazeni (tj. vSechny obrazy vrchold
VO, - - -5 Vn Z Pp jsou rizné). Sled délky n v grafu G je jakykoliv
morfismus s : P, — G (tj. v obrazu se mohou opakovat vrcholy).

Sled si mizeme predstavit jako drahu ,pficinlivého ale tapajiciho”
poutnika z uzlu f(vp) do uzlu f,,. Poutnik se totiz v zadném uzlu
nezastavi, ale klidné se po cesté grafem vraci do uzlii nebo i
dokonce po hranach, kterymi dfive Sel. Cesta je naopak prichod
grafem z pocatecniho uzlu f(vy) do koncového f(v,) bez takovych
zbytecnych oklik.
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Obrazy cest i sledd jsou prikladem tzv. podgrafi, ne vsak stejnym
zpiisobem:

Definition

Graf G' = (V' E’) je podgrafem v grafu G = (V, E), jestlize
VicV,E CE.

Specialni priklady: Uvazujme graf G = (V, E) a né&jakou
podmnozinu V' C V. Indukovany podgraf je graf G' = (V' E’),
kde e € E patfi i do E’ pravé, kdyz oba krajni vrcholy hrany e patfi
do V'. Podgraf G’ = (V, E’) je takovy graf, ktery ma stejnou
mnozinu vrchold jako G, ale jeho mnozina hran E’ je libovolnou
podmnozinou. Obecny pfipad je kombinaci téchto dvou.

Kazdy obraz homomorfismu (tj. obraz jak vrcholi tak hran) tvori
podgraf.
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Podgraf, ktery je homomorfnim obrazem cesty nazyvame také
cestou. Je zfejmé, kazda takova cesta o n > 2 vrcholech v grafu
vznika pravé dvéma zpiisoby jako homomorfni obraz P, které se lisi
v pocatecnim a koncovém uzlu. Naopak, jestlize obraz sledu
obsahuje k uzlt, mazeme obecné pro n > k najit nepreberné
zptsobii, jak takovy obraz obdrzet.

Kruznice v grafu G je injektivnim homomorfnim obrazem grafu C,
v G. Vsimnéte si, ze sama kruznice C, je také homomorfnim
obrazem cesty P,, kdy prvni a posledni bod cesty zobrazime do
téhoz vrcholu a zvolime orientaci cesty.
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Neizomorfnich grafti nemaize byt méné nez

Pro n — oo lze pfimo dovodit
15
log, k(n) = S = O(nlog, n).

Muazeme to nepresné formulovat tak, ze velka vétsina viech
moznych grafti bude po dvou neizomorfni.
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Izomorfni grafy se od sebe lisi pouze pfejmenovanim vrcholi. Proto
musi mit stejné viechny Ciselné charakteristiky, které se
presislovanim vrcholii neméni. Jednoduché tdaje tohoto typu
muazeme dostat sledovanim poctd hran vychazejicich z jednotlivych
vrcholi.

Definition

Pro vrchol v € V v grafu G = (V, E) fikame, Ze jeho stupen je k,
jestlize v E existuje k hran, jejichz hrani¢nim vrcholem v je. Piseme
v takovém pripadé

degv = k.

Skére grafu G s vrcholy V = (v1,...,v,) je posloupnost

(deg vi,deg va, ... degvpy)
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Pro izomorfni grafy se jejich skére mize lisit pouze permutaci
hodnot. Pokud tedy porovname skére grafii setfidéné podle velikosti
hodnot, pak riizna skére zarucuji neizomorfnost grafu. Naopak ale
snadno najdeme priklad grafil se stejnym skére, které izomorfni byt
nemohou, napf. G = C3 U C3 ma skoére (2,2,2,2,2,2), stejné jako
Cs. Zjevné ale izomorfni nejsou, protoze v Cg existuje cesta délky 5,
ktera v druhém grafu byt nemize.

Jaka skére mohou grafy mit?

Protoze kazda hrana vychazi ze dvou vrchold, musi byt v celkovém
souctu skére zapoctena kazda hrana dvakrat. Proto plati

Zdegv: 2|E|.

veVv

Zejména tedy musi byt soucet viech hodnot skére sudy.
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Nasledujici véta je vlastné o navod, jak pro dané skére bud' zjistit,
Ze graf s takovym neexistuje nebo takovy graf sestrojit.

Theorem (Algoritmus na sestrojeni grafu s danym skére)

Pro libovolna prirozena ¢isla 0 < di < --- < d, existuje graf G na
n vrcholech s témito hodnotami skére tehdy a jen tehdy, kdyz
existuje graf se skére

(dla d2a 90y dn,dn - 17 dnfd,,+1 - 1) 000y dn—l - 1)

na n— 1 vrcholech.

U orientovanych grafii rozliSujeme vstupni stupen deg, v vrcholu
v a vystupni stupen deg_ v.
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Grafy jsou jazykem, ve kterém Casto formulujeme algoritmy.
Rozumime tim postup, kdy v néjakém orientovaném grafu
pfechazime z uzlu do uzlu podél hran a pfitom zpracovavame
informace, které jsou urceny a ovlivnény vysledkem predchozich
operaci, uzlem, ve kterém se zrovna nachazime, a hranou, kterou
jsme do uzlu vstoupili. P¥i zpracovani informace se zaroven
rozhodujeme, kterymi vystupnimi hranami budeme pokracovat a v
jakém poradi. Pokud je graf neorientovany, mtizeme viechny hrany
povazovat za dvojice hran orientované opacnymi sméry.
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Abychom mohli algoritmy realizovat pomoci pocitace, je tfeba
umét uvazovany graf efektivné zadat. Uvedeme dva priklady:

Definition

Hranovy seznam (Edge List). Graf G = (V/, E) si v ném
reprezentujeme jako dva seznamy V a E propojené ukazately tak,
ze kazdy vrchol ukazuje na vsechny z néj vychazejici hrany
(pfipadné také na vSechny do néj vchazejici hrany u orientovanych
graft) a kazda hrana ukazuje na svilj pocatecni a koncovy vrchol.

Je vidét, ze pamét potfebna na uchovani grafu je v tomto pripadé
O(|V| + |E|), protoze na kazdou hranu ukazujeme pravé dvakrat a
na kazdy vrchol ukazujeme tolikrat, kolik je jeho stupen a soucet
stupnil je také roven dvojnasobku po¢tu hran. Az na konstantni
nasobek jde tedy stale o optimalni zpiisob uchovavani grafu v
paméti.
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Definition (Matice sousednosti grafu)

Uvazme (neorientovany) graf G = (V, E), zvolme usporadani jeho
vrcholti V = (vq,. .., v,) a definujme matici Ag = (a;) nad Zo (tj.
zaplnénou jen nulami a jednickami) takto:

1 jestlize je hrana ej = {v;,vj} v E
-
/ 0 jestlize neni hrana ejj = {v;,v;} v E

Matici Ag nazyvame matice souslednosti grafu G.

Jak vypadaji matice grafi z prikladii na zac¢atku této prednasky?
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P¥i nejjednodussim zpiisobu uchovavani matic v poli je zadani grafu
pomoci matice souslednosti velice neefektivni metoda. Potfebuje
totiz vzdy O(n?) mista v paméti. Pokud je ale v grafu malo hran,
dostavame tzv. fidkou matici se skoro viemi prvky nulovymi.
Existuji ovéem postupy, jak tyto fidké matice uchovavat v paméti
efektivnéji.

Definition (Zakladni operace nad grafem)

@ odebrani hrany
@ pridani hrany
@ pridani vrcholu

@ odebrani vrcholu

@ déleni hrany nové pridanym vrcholem

Jak se projevi tyto operace v nasich reprezentacich?
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Jednoduchou aplikaci maticového poctu je tvrzeni:

Theorem

Necht G = (V, E) je graf s usporadanymi vrcholy V = (vi,...,v,)
(k)

a matici souslednosti Ag. Oznacme Ak = (aj;
matice Ag. Pak a,(jk) Je pocet sledii délky k mezi vrcholy v; a v;.

) prvky k-té mocniny

| A

Corollary

Jsou-li G = (V,E) a Ag jako v predchozi vété, pak Ize vsechny
vrcholy G spojit cestou prave, kdyZ ma matice (A+ 1,)"~1 samé
nenulové ¢leny (zde 1, oznacuje jednotkovou matici s n fadky a
sloupci).
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Jaky je vliv ma permutace naseho usporadani uzlé V na matici
souslednosti grafu?

Permutace uzlii grafu G ma za nasledek jednu a tutéz permutaci
radkd a i sloupcti matice Ag. Kazdou takovou permutaci miizeme
zadat pravé jednou tzv. permutaéni matici, tj. matici z nul a
jednicek, ktera ma v kazdém fadku a kazdém sloupci pravé jednu
jednicku a jinak nuly. Je-li P takova parmutaéni matice, pak nova
matice souslednosti izomorfniho grafu G’ bude

Ac =P -Ag-PT,

kde PT znaéi transponovanou matici a te¢kou oznacujeme
nasobeni matic.

Kazdou permutaci umime napsat jako slozeni transpozic a proto
pfislusnou permutaéni matici dostaneme jako soucin pfislusnych
matic pro transpozice.

V pripadé permutacnich matic je matice trnasponovana zaroven
matici inverzni. Tyto Gvahy lze dale rozvijet a premyslet o
souvislostech matic souslednosti a matic linearnich zobrazeni mezi
vektorovymi prostory. Nebudeme zde zachazet do podrobnosti.
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