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Prohledavani v grafech

Algoritmy byvaji zalozeny na postupném prohledavani vsech vrcholi
v grafu. Zpravidla mame zadany pocateéni vrchol nebo si jej na
zacatku procesu zvolime. V priibehu procesu pak v kazdém
okamziku jsou vrcholy
@ jiz zpracované, tj. ty, které jsme jiz pfi b&hu algoritmu
prochazeli a definitivné zpracovali;
@ aktivni, tj. ty vrcholy, které jsou detekovany a pripraveny pro
zpracovavani;

@ spici, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.
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Prohledavani v grafech

Algoritmy byvaji zalozeny na postupném prohledavani vsech vrcholi
v grafu. Zpravidla mame zadany pocateéni vrchol nebo si jej na
zacatku procesu zvolime. V priibehu procesu pak v kazdém
okamziku jsou vrcholy
@ jiz zpracované, tj. ty, které jsme jiz pfi b&hu algoritmu
prochazeli a definitivné zpracovali;
@ aktivni, tj. ty vrcholy, které jsou detekovany a pripraveny pro
zpracovavani;
@ spici, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.

Zaroven si udrzujeme prehled o jiz zpracovanych hranach. V
kazdém okamziku musi byt mnoziny vrchold a/nebo hran v téchto
skupinach disjunktnim rozdélenim mnozin V' a E vrcholdi a hran
grafu G a néktery z aktivnich vrchold je aktualné zpracovavan.
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Zakladni postup:

@ Na pocatku mame jeden aktivni vrchol a viechny ostani
vrcholy jsou spici.
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@ V prvnim kroku projdeme viechny hrany vychazejici z
aktivniho vrcholu a jejich pfislusnym koncovym vrcholim,
které jsou spici, zménime statut na aktivni.
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Zakladni postup:
@ Na pocatku mame jeden aktivni vrchol a viechny ostani
vrcholy jsou spici.

@ V prvnim kroku projdeme viechny hrany vychazejici z
aktivniho vrcholu a jejich pfislusnym koncovym vrcholim,
které jsou spici, zménime statut na aktivni.

@ V dalSich krocich vzdy u zpracovavaného vrcholu probirame ty
z ného vychazejici hrany, které dosud nebyly probrany a jejich
koncové vrcholy priddvame mezi aktivni. Tento postup
aplikujeme stejné u orientovanych i neorientovanych grafi, jen
se drobné méni vyznam adjektiv koncovy a pocatecni u
vrchold.
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Zakladni postup:
@ Na pocatku mame jeden aktivni vrchol a viechny ostani
vrcholy jsou spici.
@ V prvnim kroku projdeme viechny hrany vychazejici z
aktivniho vrcholu a jejich pfislusnym koncovym vrcholim,
které jsou spici, zménime statut na aktivni.

@ V dalSich krocich vzdy u zpracovavaného vrcholu probirame ty
z ného vychazejici hrany, které dosud nebyly probrany a jejich
koncové vrcholy priddvame mezi aktivni. Tento postup
aplikujeme stejné u orientovanych i neorientovanych grafi, jen
se drobné méni vyznam adjektiv koncovy a pocatecni u
vrchold.

V konkrétnich alohach se mazeme omezovat na nékteré z hran,
které vychazi z aktualniho vrcholu. Na principu to ale nic
podstatného neméni.
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Pro realizaci algortimii je nutné se rozhodnout, v jakém poradi
zpracovavame aktivni vrcholy a v jakém poradi zpracovavame hrany
z nich vychazejici. V zasadé prichazi v avahu dvé moznosti
zpracovavani vrchola:
@ vrcholy vybirame pro dalsi zpracovani ve stejném poradi, jak se
stavaly aktivnimi (fronta)
@ dalsim vrcholem vybranym pro zpracovani je posledni
zaktivnény vrchol (zasobnik).
V prvnim pfipadé hovofime o prohledavani do sirky, ve druhém o
prohledavani do hloubky.
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Na prvni pohled je ziejma role volby vhodnych datovych struktur
pro uchovavani adaji o grafu. Hranovy seznam umoznuje projit
vsechny hrany vychazejici z pravé zpracovavaného vrcholu v Case
linearné amérném jejich poctu. Kazdou hranu pritom diskutujeme
nejvyse dvakrat, protoze ma pravé dva konce. Zjevné tedy plati:
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Na prvni pohled je ziejma role volby vhodnych datovych struktur
pro uchovavani adaji o grafu. Hranovy seznam umoznuje projit
vsechny hrany vychazejici z pravé zpracovavaného vrcholu v Case
linearné amérném jejich poctu. Kazdou hranu pritom diskutujeme
nejvyse dvakrat, protoze ma pravé dva konce. Zjevné tedy plati:

Celkovy cas realizace vyhledavani do Sirky i do hloubky v case
O((n+ m)K), kde n je pocet vrcholii v grafu, m je pocet hran v
grafu a K je ¢as potrebny na zpracovani jedné hrany, resp. jednoho
vrcholu.
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llustrace prohledavani do sirky:
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llustrace prohledavani do sirky:

Zakrouzkovany vrchol je ten pravé zpracovavany, modré velké
puntiky jsou jiz zpracované uzly, ¢arkované Cervené hrany jsou jiz
zpracované a Cervené drobné uzly jsou ty aktivni (poznaji se také
podle toho, ze do nich jiz vede néktera zpracovana hrana). Hrany
zpracovavame v poradi orientace proti hodinovym ruckam, pficemz
za ,,prvni’ bereme smér , kolmo doli*
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Totéz postupem ,,do hloubky”. Vsimnéte si, ze prvni krok je stejny
jako v predchozim pripadé.
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Souvislé komponenty grafu

Definition

Necht je G = (V, E) neorientovany graf. Na mnoziné vrchold grafu
G zavedeme relaci ~ tak, ze v ~ w pravé kdyz existuje cesta z v
do w. Promyslete si, Ze tato relace je dobfe definovana a Ze se
jedna o ekvivalenci. Kazda trida [v] této ekvivalence definuje
indukovany podgraf Gj,; C G a disjunktni sjednoceni téchto
podgrafti je ve skutecnosti pvodni graf G. Podgrafim Gj, fikdime
souvislé komponenty grafu G.
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Pro orientované grafy postupujeme stejng, pouze u ~ pozadujeme
aby cesta existovala z uzlu v do uzlu w nebo naopak z uzlu w do
uzlu v.
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Souvislé komponenty grafu

Definition

Necht je G = (V, E) neorientovany graf. Na mnoziné vrchold grafu
G zavedeme relaci ~ tak, ze v ~ w pravé kdyz existuje cesta z v
do w. Promyslete si, Ze tato relace je dobfe definovana a Ze se
jedna o ekvivalenci. Kazda trida [v] této ekvivalence definuje
indukovany podgraf Gj,; C G a disjunktni sjednoceni téchto
podgrafti je ve skutecnosti pvodni graf G. Podgrafim Gj, fikdime
souvislé komponenty grafu G.

Pro orientované grafy postupujeme stejng, pouze u ~ pozadujeme
aby cesta existovala z uzlu v do uzlu w nebo naopak z uzlu w do
uzlu v.

Jinymi slovy: Kazdy graf G = (V/, E) se pfirozené rozpada na
disjunktni podgrafy G; takové, Ze vrcholy v € G; a w € G; jsou
spojeny néjakou cestou pravé, kdyz i = j. To jsou pravé souvislé
komponenty grafu G.



Prohledavani v grafech
oeo

Pro hledani vsech souvislych komponent v grafu lze uzit
prohledavani — dodatecnou informaci, kterou musime zpracovavat
je, kterou komponentu aktualné prochazime.
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bude souvisly po odebrani libovolné podmnoziny k — 1 vrcholi;

@ hranove k—souvisly, jestlize bude souvisly po odebrani
libovolné podmnoziny kK — 1 hran.
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libovolné podmnoziny kK — 1 hran.

Silnéjsi souvislost grafu je zadouci napf. u sitovych aplikaci, kdy
klient pozaduje znaénou redundanci poskytovanych sluzeb v pfipadé
vypadku nékterych linek (tj. hran) nebo uzld (tj. vrchola).
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Pro hledani vsech souvislych komponent v grafu lze uzit
prohledavani — dodatecnou informaci, kterou musime zpracovavat
je, kterou komponentu aktualné prochazime.

Definition

Rekneme, ze graf G = (V, E) je

@ souvisly, jestlize ma pravé jednu souvislou komponentu;

@ vrcholove k—souvisly, jestlize ma alespon k + 1 vrcholdi a
bude souvisly po odebrani libovolné podmnoziny k — 1 vrcholi;

@ hranove k—souvisly, jestlize bude souvisly po odebrani
libovolné podmnoziny kK — 1 hran.

Silnéjsi souvislost grafu je zadouci napf. u sitovych aplikaci, kdy
klient pozaduje znaénou redundanci poskytovanych sluzeb v pfipadé
vypadku nékterych linek (tj. hran) nebo uzld (tj. vrchola).
Specialni pripad: 2—souvisly graf je takovy souvisly graf o alespon
tfech vrcholech, kdy vynechanim libovolného vrcholu nenarusime
jeho souvislost.
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Pro graf G = (V, E) s alespon tfemi vrcholy jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:
e G je (vrcholové) 2—souvisly;
o kazdé dva vrcholy v a w v grafu G lezi na spolecné kruznici;
e graf G je mozné vytvorit z trojihelniku K3 pomoci postupnych
déleni hran.
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Theorem

Pro graf G = (V, E) s alespon tfemi vrcholy jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:
e G je (vrcholové) 2—souvisly;
o kazdé dva vrcholy v a w v grafu G lezi na spolecné kruznici;
e graf G je mozné vytvorit z trojihelniku K3 pomoci postupnych
déleni hran.

Obecnéjsi je tzv. Mengerova véta:

Pro kazdé dva vrcholy v a w v grafu G = (V, E) je pocet hranové
riiznych cest z v do w roven minimalnimu poctu hran, které je
tfeba odstranit, aby se v a w ocitly v riiznych komponentach
vzniklého grafu.
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© Nejkratsi cesty
@ Metrika na grafech
@ Dijkstrav algoritmus pro hledani nejkratsich cest
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Na kazdém (neorientovaném) grafu definujeme vzdalenost uzli v
a w jako ¢&islo dg (v, w), které je rovno poctu hran v nejkratsi
mozné cesté z v do w. Pokud cesta neexistuje, piseme

dg(v,w) = oc.
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dg(v,w) = oc.
Budeme v dalsim uvazovat pouze souvislé graf G. Pak pro takto
zadanou funkci dg : V x V — N plati obvyklé tfi vlastnosti
vzdalenosti:

e dg(v,w) >0 a pritom dg(v,w) = 0 pravé, kdyz v = w;

e vzdalenost je symetricka, tj dg(v, w) = dg(w, v);

@ plati trojahelnikova nerovnost, tj. pro kazdou trojici vrcholi

v, w, z plati

dg(v,z) < dg(v,w) + dg(w, z).
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Na kazdém (neorientovaném) grafu definujeme vzdalenost uzli v
a w jako ¢&islo dg (v, w), které je rovno poctu hran v nejkratsi
mozné cesté z v do w. Pokud cesta neexistuje, piseme
dg(v,w) = oc.
Budeme v dalsim uvazovat pouze souvislé graf G. Pak pro takto
zadanou funkci dg : V x V — N plati obvyklé tfi vlastnosti
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e dg(v,w) >0 a pritom dg(v,w) = 0 pravé, kdyz v = w;

e vzdalenost je symetricka, tj dg(v, w) = dg(w, v);

@ plati trojahelnikova nerovnost, tj. pro kazdou trojici vrcholi

v, w, z plati

dg(v,z) < dg(v,w) + dg(w, z).

Rikame, ze dg je metrika na grafu G.
Metrika na grafu spliuje navic:
e dg(v,w) ma vzdy nezaporné celocislené hodnoty;
o je-li dg(v,w) > 1, pak existuje néjaky vrchol z riizny od v a w
a takovy, ze dg(v,w) = dg(v, z) + dg(z, w).
Kazdi funkce d~ s vvie uvedenvmi péti vlastnostmi'na V' x V ie
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Nejkratsi cestu v grafu, ktera vychazi z daného uzlu v a konéi v
jiném uzlu w mizeme hledat pomoci prohledavani grafu do sirky.
PFi tomto typu prohledavani totiz postupné diskutujeme vrcholy, do
kterych se umime dostat z vychoziho vrcholu po jediné hrang, poté
projdeme vSechny, které maji vzdalenost nejvyse 2 atd. Na této
jednoduché avaze je zalozen jeden z nejpouzivanéjsich grafovych
algoritm — tzv. Dijkstriv algoritmus.
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Nejkratsi cestu v grafu, ktera vychazi z daného uzlu v a konéi v
jiném uzlu w mizeme hledat pomoci prohledavani grafu do sirky.
PFi tomto typu prohledavani totiz postupné diskutujeme vrcholy, do
kterych se umime dostat z vychoziho vrcholu po jediné hrang, poté
projdeme vSechny, které maji vzdalenost nejvyse 2 atd. Na této
jednoduché avaze je zalozen jeden z nejpouzivanéjsich grafovych
algoritm — tzv. Dijkstriv algoritmus.

Tento algoritmus hleda nejkratsi cesty v realistictéjsi podobé, kdy
jednotlivé hrany e jsou ohodnoceny ,vzdalenostmi”, tj. kladnymi
realnymi Cisly w(e). Kromé aplikace na hledani vzdalenosti v

silni€nich nebo jinych sitich to mohou byt také vynosy, toky v sitich
atd.
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e Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim hran a
pocatecni vrchol vp.
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e Vystupem je ohodnoceni vrchola Eisly d,(v), ktera udavaji
nejmensi mozny soucet ohodnoceni hran podél cest z vrcholu
vp do vrcholu v.

Postup dobfe funguje v orientovanych i neorientovanych grafech.
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e Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim hran a
pocatecni vrchol vp.

e Vystupem je ohodnoceni vrchola Eisly d,(v), ktera udavaji
nejmensi mozny soucet ohodnoceni hran podél cest z vrcholu
vp do vrcholu v.

Postup dobfe funguje v orientovanych i neorientovanych grafech.
Je skutecné podstatné, ze vsechna nase ohodnoceni jsou kladna.
Zkusme si rozmyslet tfeba cestu Pz se zaporné ohodnocenou
prostfedni hranou. P¥i prochazeni sledu mezi krajnimi vrcholy
bychom ,,vzdalenost” zmen3ovali kazdym prodlouzenim sledu o
priichod prostfedni hranou tam a zpét.
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Dijkstrav algoristmus vyzaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledavani do sirky:
@ U kazdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat
Ciselnou hodnotu d(v), ktera bude hornim odhadem skutecné
vzdalenosti vrcholu v od vrcholu vp.
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Dijkstrav algoristmus vyzaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledavani do sirky:

@ U kazdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat
Ciselnou hodnotu d(v), ktera bude hornim odhadem skutecné
vzdalenosti vrcholu v od vrcholu vp.

@ Mnozina jiz zpracovanych vrcholii bude v kazdém okamziku
obsahovat ty vrcholy, u kterych jiz nejkratsi cestu zname, tj.

d(v) = du(v).
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Dijkstrav algoristmus vyzaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledavani do sirky:

@ U kazdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat
Ciselnou hodnotu d(v), ktera bude hornim odhadem skutecné
vzdalenosti vrcholu v od vrcholu vp.

@ Mnozina jiz zpracovanych vrcholii bude v kazdém okamziku
obsahovat ty vrcholy, u kterych jiz nejkratsi cestu zname, tj.
d(v) = dw(v).

e Do mnoziny aktivnich (pravé zpracovavanych) vrchola W
zafadime vzdy pravé ty vrcholy y z mnoziny spicich vrcholi Z,
pro které je d(y) = min{d(z); z € Z}.
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Dijkstrav algoritmus

Predpokladame, ze graf G ma alespon dva vrcholy.

@ Iniciacni krok: Nastavime hodnoty u viech v € V,

d(v)—{o pro v = v

00 pro v # vy,

nastavime Z =V, W = {.
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Dijkstrav algoritmus

Predpokladame, ze graf G ma alespon dva vrcholy.

@ Iniciacni krok: Nastavime hodnoty u viech v € V,

d(v)—{o pro v = v
00 pro v # vy,
nastavime Z =V, W = {.

@ Test cyklu: Pokud neni ohodnoceni vech vrcholii y € Z rovno
0o, pokracujeme dalsim krokem, v opaéném pripadé algoritmus
kongi.
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o Aktualizace statutu vrcholi:

o Najdeme mnozinu N vsech vrchold v € Z, pro které d(v)
nabyva nejmensi mozné hodnoty

§ =min{d(y);, y € Z};

e posledné zpracované aktivni vrcholy W presuneme do mnoziny
zpracovanych a za nové aktivni vrcholy zvolime W = N a
odebereme je ze spicich, tj. mnozina spicich bude nadale Z\ N.
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o Aktualizace statutu vrcholii:
o Najdeme mnozinu N vsech vrchold v € Z, pro které d(v)
nabyva nejmensi mozné hodnoty

§ =min{d(y);, y € Z};

e posledné zpracované aktivni vrcholy W presuneme do mnoziny
zpracovanych a za nové aktivni vrcholy zvolime W = N a
odebereme je ze spicich, tj. mnozina spicich bude nadale Z\ N.

@ Télo hlavniho cyklu: Pro viechny hrany v mnoziné Eyyz vsech
hran vychazejicich z nékterého aktivniho vrcholu v a kongicich
ve spicim vrcholu y opakujeme:

e Vybereme dosud nezpracovanou hranu e € Eyz;

o Pokud je d(v) + w(e) < d(y), nahradime d(y) touto mensi
hodnotou.
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Pro vsechny vrcholy v v souvislé komponenté vrcholu vg najde
Dijsktriv algoritmus vzdalenosti d,,(v). Vrcholy ostatnich
souvislych komponent ziistanou ohodnoceny d(v) = co. Algoritmus
Ize implementovat tak, ze ukonci svoji praci v ¢ase O(nlogn+ m),
kde n je pocet vrcholii a m je pocet hran v grafu G.
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Jak vypada détska hricka ,,nakresli obrazek jednim tahem" v
grafech?

V feci grafti to znamena najdéte sled, ktery projde vsechny hrany a
kazdy vrchol alespon jednou.



Eulerovské grafy a Hamiltonovy kruznice
®000

Jak vypada détska hricka ,,nakresli obrazek jednim tahem" v
grafech?

V feci grafti to znamena najdéte sled, ktery projde vsechny hrany a
kazdy vrchol alespon jednou.

Definition

Slediim, ktery prochazi pravé jednou vsemi hranami a zacina a
kon¢i v jednom vrcholu, se nazyva uzavreny eulerovsky sled.
Grafaim, které takovy sled pripousti fikame eulerovské.
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Terminologie odkazuje na klasicky pfibéh o sedmi mostech ve mésté
Kralovec (Konigsberg, tj. Kaliningrad), které se mély projit na
prochazce kazdy pravé jednou a diikaz nemoznosti takové
prochazky od Leonharta Eulera z roku 1736.
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Terminologie odkazuje na klasicky pfibéh o sedmi mostech ve mésté
Kralovec (Konigsberg, tj. Kaliningrad), které se mély projit na
prochazce kazdy pravé jednou a diikaz nemoznosti takové
prochazky od Leonharta Eulera z roku 1736.

Situace je znazornéna na obrazku. Nalevo neumély nacrt feky s
ostrovy a mosty, napravo odpovidajici (multi)graf. Vrcholy tohoto
grafu odpovidaji ,,souvislé pevniné”, hrany mostiim. Pokud by nam
vadily nasobné hrany mezi vrcholy, staci rozdélit hrany pomoci
novych vrchold.

RSN
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coeo

Kupodivu je obecné feseni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozrejmé také ukazuje, ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochazet nemohl.
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Kupodivu je obecné feseni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozrejmé také ukazuje, ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochazet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyz je souvisly a vsechny
vrcholy v G maji sudé stupné.
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coeo

Kupodivu je obecné feseni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozrejmé také ukazuje, ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochazet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyz je souvisly a vsechny
vrcholy v G maji sudé stupné.

Graf Ize nakreslit jednim tahem pravé, kdyz ma vsechny stupné
vrcholii sudé nebo kdyz existuji pravé dva vrcholy se stupném
lichym.
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Obdobny pozadavek na priichod grafem, ovsem tak, abychom prosli
pravé jednou kazdym vrcholem (tj. zaroven nejvyse jednou kazdou
hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem je
realizovan kruznici, ktera obsahuje vsechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruznicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruznici. Lze
ukazat, ze neexistuje algoristmus, ktery by v polynomialnim case
rozhodnul, zda je graf hamiltonovsky.
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Obdobny pozadavek na priichod grafem, ovsem tak, abychom prosli
pravé jednou kazdym vrcholem (tj. zaroven nejvyse jednou kazdou
hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem je
realizovan kruznici, ktera obsahuje vsechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruznicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruznici. Lze
ukazat, ze neexistuje algoristmus, ktery by v polynomialnim case
rozhodnul, zda je graf hamiltonovsky.

Problém nalezeni hamiltonovské kruznice je podstatou mnoha
problémil v logistice, tj. napfiklad kdyz feSime optimalni cesty pfi
dodavkach zbozi.
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