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Definition

Souvisly graf, ve kterém neni zadna kruznice, se nazyva strom.
Obecné v grafech nazyvame vrcholy stupné jedna listy (pfipadné
také koncové vrcholy). Nasledujici lemma ukazuje, ze kazdy strom
Ize vybudovat postupné z jediného vrcholu pridavanim lista:
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Souvisly graf, ve kterém neni zadna kruznice, se nazyva strom.
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Lemma

Kazdy strom s alespori dvéma vrcholy obsahuje alespon dva listy.
Pro libovolny graf G s listem v jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

o G je strom;

e G\ v je strom.




Stromy
Theorem

Pro kazdy graf G = (V, E) jsou nasledujici podminky ekvivalentni
@ G je strom;

@ pro kazdé dva vrcholy v, w grafu G existuje pravé jedna cesta
zv do w;

© graf G je souvisly, ale vyjmutim libovolné hrany vznikne
nesouvisly graf

Q@ graf G neobsahuje kruznici, kazdym pridanim hrany do grafu
G vsak jiz kruznice vznikne

© G je souvisly graf a mezi velikosti mnozin jeho vrcholi a hran
plati vztah

|V|=|E|+1.
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Obecné, graf neobsahujici kruznice nazyvame les. Mazeme tedy
formulovat matematickou vétu: ,,Strom je souvisly les."
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Theorem

Pro kazdy graf G = (V, E) jsou nasledujici podminky ekvivalentni
@ G je strom;

@ pro kazdé dva vrcholy v, w grafu G existuje pravé jedna cesta
zv do w;

@ graf G je souvisly, ale vyjmutim libovolné hrany vznikne
nesouvisly graf

@ graf G neobsahuje kruznici, kazdym pridanim hrany do grafu
G vsak jiz kruznice vznikne

© G je souvisly graf a mezi velikosti mnozin jeho vrcholi a hran
plati vztah

|V|=|E|+1.

Obecné, graf neobsahujici kruznice nazyvame les. Mazeme tedy
formulovat matematickou vétu: ,,Strom je souvisly les."

Ke stromiim se vratime pozdéji v souvislosti s praktickymi
aplikacemi.
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Rovinné grafy
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Velice Casto se setkdvame s grafy, které jsou nakresleny v roviné. To
znamena, ze kazdy vrchol grafu je ztotoznén s néjakym bodem v
roviné a hrany mezi vrcholy v a w odpovidaji spojitym kfivkam

c : [0,1] — R? spojujicim vrcholy ¢(0) = v a ¢(1) = w.

Pokud navic plati, ze se jednotlivé dvojice hran protinaji nejvyse v
koncovych vrcholech, pak hovofime o rovinném grafu G.
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Velice Casto se setkdvame s grafy, které jsou nakresleny v roviné. To
znamena, ze kazdy vrchol grafu je ztotoznén s néjakym bodem v
roviné a hrany mezi vrcholy v a w odpovidaji spojitym kfivkam

c : [0,1] — R? spojujicim vrcholy ¢(0) = v a ¢(1) = w.

Pokud navic plati, ze se jednotlivé dvojice hran protinaji nejvyse v
koncovych vrcholech, pak hovofime o rovinném grafu G.

Otazka, jestli dany graf pripousti realizaci jako rovinny graf,
vyvstava velice Casto v aplikacich.



Jednoduchy priklad je nasledujici:

T¥i dodavatelé vody, elektfiny a plynu maji kazdy své jedno pfipojné
misto v blizkosti tFi rodinnych domka. Chtéji je vsichni napojit tak,
aby se jejich sité nekfizily (tfeba se jim nechce kopat prilis

hluboko. ..). Je to mozné zvladnout? Odpovéd zni ,,neni".
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Jednoduchy pfiklad je nasledujici:

T¥i dodavatelé vody, elektfiny a plynu maji kazdy své jedno pfipojné
misto v blizkosti tFi rodinnych domka. Chtéji je vsichni napojit tak,
aby se jejich sité nekfizily (tfeba se jim nechce kopat prilis

hluboko. ..). Je to mozné zvladnout? Odpovéd zni ,,neni".

Jde o bipartitni tplny graf K33, kde tfi vrcholy predstavuji pripojna
mista, dalsi tfi pak domky. Hrany jsou linie siti. Vsechny hrany
umime zvladnout, jedna posledni ale uz nejde, viz obrazek na
kterém neumime Carkovanou hranu nakreslit bez kfizeni:



Rovinné grafy
00®00000

Obecné se da ukazat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyz zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu K33 nebo grafu Ks.
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Obecné se da ukazat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyz zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu K33 nebo grafu Ks.

Jedna implikace je zfejma — délenim rovinného grafu vznika vzy
opét rovinny graf a jestlize podgraf nelze v roviné nakreslit bez
kFizeni, totéz musi platit i pro cely graf G. Opacny smér datikazu je
naopak velice slozity a nebudeme se jim zde zabyvat. Problematice
rovinnych grafii je vénovano ve vyzkumu a aplikacich hodné
pozornosti, my se zde omezime pouze na vybrané ilustrace.
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Obecné se da ukazat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyz zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu K33 nebo grafu Ks.

Jedna implikace je zfejma — délenim rovinného grafu vznika vzy
opét rovinny graf a jestlize podgraf nelze v roviné nakreslit bez
kFizeni, totéz musi platit i pro cely graf G. Opacny smér datikazu je
naopak velice slozity a nebudeme se jim zde zabyvat. Problematice
rovinnych grafii je vénovano ve vyzkumu a aplikacich hodné
pozornosti, my se zde omezime pouze na vybrané ilustrace.
Zminme alespon naokraj, Ze existuji algoritmy, které testuji
rovinatost grafu na n vrcholech v ¢ase O(n), coz uréité nejde
pfimou aplikaci Kuratowského véty.
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Uvazme (koneény) rovinny graf G, véetné jeho realizace v R? a
necht S je mnozina véech bodii x € R?, které nepatfi zadné hrang,
ani nejsou vrcholem. Mnozina R? \ G se rozpadne na disjunktni
souvislé podmnoziny S;, kterym fikdime stény rovinného grafu G.
Jedna sténa je vyjimecna — ta jejiz doplnék obsahuje viechny
vrcholy grafu. Budeme ji fikat neohranicena sténa Sp. Mnozinu
vsech stén budeme oznacovat S = {So, S1, ..., Sk} a rovinny graf
G=(V,E,S).
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Jako priklad si mazme rozebrat stromy. Kazdy strom je zjevné
rovinny graf, jak je vidét napfiklad z moznosti realizovat jej
postupnym pridavanim listd k jedinému vrcholu. Samoziejmé také
miizeme pouzit Kuratowského vétu — kdyz neni v G zadna kruznice,
nemiize obsahovat jakékoliv déleni grafti K33 nebo Ks. Protoze
strom G neobsahuje zadnou kruznici, dostavame pouze jedinou
sténu Sp a to tu neohranicenou. Protoze vime, jaky je pomér mezi
pocty vrcholt a hran pro viechny stromy, dostavame vztah

V= [El+]S] =2
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Vztah mezi pocty hran, stén a vrcholil Ize odvodit pro vsechny
rovinné grafy. Jde o tzv Euleriiv vztah. Vsimnéme si, ze z ného
zejména vyplyva, Zze pocet stén v rovinném grafu nezavisi na
zpiisobu, jak jeho rovinnou realizaci vybereme.

Necht G = (V, E, S) je souvisly rovinny graf. Pak plati

VI —[E|+]S] =2
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Rovinné grafy si mzeme dobre predstavit jako namalované na
povrchu koule misto v roviné. Sféra vznikne z roviny tak, ze
pridame jeden bod ,,v nekonecnu”. Opét mizeme stejnym
zplisobem hvofit o sténach a pro takovyto graf pak jsou viechny
jeho stény rovnocenné (i sténa Sy je ohranicena).
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Rovinné grafy si mzeme dobre predstavit jako namalované na
povrchu koule misto v roviné. Sféra vznikne z roviny tak, ze
pridame jeden bod ,,v nekonecnu”. Opét mizeme stejnym
zplisobem hvofit o sténach a pro takovyto graf pak jsou viechny
jeho stény rovnocenné (i sténa Sy je ohranicena).

Naopak, kazdy konvexni mnohostén P C R3 si miizeme predstavit
jako graf nakresleny na povrchu koule. Vypusténim jednoho bodu
uvnitf jedné ze stén (ta stane neohranicenou sténou Sp) pak

obdrzime rovinny graf jako vyse.
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Rovinné grafy, které vzniknou z konvesnich mnohoclenti zjevné
2—souvislé, protoze kazdé dva vrcholy v konvexnim mnohothelniku
leZi na spole¢né kruznici. Navic v nich plati, Ze kazda sténa kromé
So je vnitrkem néjaké kruznice a Sy je vnéjskem néjaké kruznice.
Nazorné se zda i to, ze ve skute€nosti budou grafy vznikajici z
konvexnich mnohothelniki 3—souvislé.

Ve skute€nosti plati dosti naro¢na Steinitzova véta:

Libovolny vrcholové 3—souvisly rovinny graf G vznika z konvexniho
mnohosténu v R3.
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Platénska télesa
®00

Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime klasifikaci tzv.
pravidelnich mnohosténi, tj. mnohostént poskladanych ze stejnych
pravidlnych mnohouhelniki tak, ze se jich v kazdém vrcholu dotyka
stejny pocet. Jiz v dobach antického myslitele Platéna se védélo, ze

jich je pouze pét:
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Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime klasifikaci tzv.
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Prelozime si pozadavek pravidelnosti do vlastnosti prislusného
grafu: chceme aby kazdy vrchol mél stejny stupen d > 3 a zaroven
aby na hranici kazda stény byl stejny pocet k > 3 vrchol.
Oznaéme n pocet vrcholil, e pocet hran a s pocet stén.
Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrcholil s poétem
hran:

dn = 2e

a podobné pocitame pocet hran, které ohraniCuji jednotlivé stény, a
bereme v avahu, ze kazdé je hranici dvou stén, tj.

2e = ks.
Euleriiv vztah pak fika
2:n—e+s:2—e—e+2—e.
d k
Upravou odtud dostavame pro nase znamé d a k vztah
1 1 1 1

itk 2
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Protoze e a n musi byt pfirozena &isla (tj. zejména je % >0)a
minimum pro d i k je 3, dostavame pfimou diskusi vSech moznosti
tento vycet:

d| k| n| el| s
313 4] 6| 4
3|4 8|12 6
413 6|12 8
3151203012
5131123020

Tabulka zadava vsechny moznosti. Ve skuteCnosti ale také vsechny
odpovidajici pravidelné mnohostény existuji - jiz jsme je vidéli.
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