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11 Pokročilé dokazováńı nad algoritmy11 Pokročilé dokazováńı nad algoritmy

Pokračuj́ıce v látce p̌redchoźı Lekce 10 se budeme věnovat ukázkám důkaz̊u správné
funkce krátkých, ale ne zas tak jednoduchých, algoritmů.

2

Stručný p̌rehled lekce

* Zastav́ı se náš algoritmus a jak to dokázat?

* Ukázky netriviálńıch aritmetických algoritmů s důkazy.

* Důkazy indukćı s pokročilými technikami.
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11.1 Dokazováńı konečnosti algoritmu11.1 Dokazováńı konečnosti algoritmu

• Co bývá snad ještě hořśı, než chybný výsledek algoritmu? Je to situace, kdy
spuštěný algoritmus běž́ı

”
do nekonečna“ a v̊ubec se nezastav́ı. 2

Všimněte si, že jsme se zat́ım v důkazech Lekce 10 v̊ubec nezamýšleli nad t́ım,
zda naše algoritmy v̊ubec skonč́ı. (To neńı samožrejmé a důkaz konečnosti je
nutno v obecnosti podávat!)2

Prozat́ım jsme však ukazovali algoritmy využ́ıvaj́ıćı jen foreach cykly, přitom
podle naš́ı konvence obsahuje foreach cyklus předem danou konečnou množinu
hodnot pro ř́ıd́ıćı proměnnou, neboli náš foreach cyklus vždy muśı skončit. Ale
už v př́ı̌st́ım algoritmu využijeme while cyklus, u kterého v̊ubec neńı jasné kdy
a jestli skonč́ı, a tud́ıž bude poťrebný i důkaz konečnosti. 2

• Právě nad takovou situaćı a jej́ı možnou prevenćı se v tomto odd́ıle za-
mysĺıme. Předeśıláme, že daľśı podnětná látka k témuž tématu se nacháźı
ještě v Lekci 12.
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Př́ıklad 11.1. Zastav́ı se vždy výpočet následuj́ıćıho primitivńıho algoritmu?

Algoritmus 11.2.
input x;

while x>5 do

x ← x+1;

done

output x 2

Odpověd’ je samožrejmě NE, jak každý vid́ı pro jakýkoliv vstup x větš́ı než 5.
Jak však tuto negativńı odpověd’ matematicky dokázat? 2

To neńı zcela jednoduché, a proto si pomůžeme následuj́ıćım trikem:

• Předpokládejme pro spor, že Algoritmus 11.2 někdy skonč́ı pro x > 5.
Necht’ přirozené n > 5 je zvoleno tak, že Algoritmus 11.2 skonč́ı pro x = n
po nejmenš́ım možném počtu ℓ pr̊uchodů cyklem while. 2

Pak jistě ℓ > 0, nebot’ na začátku je podḿınka x>5 splněna z definice n. Po
prvńım pr̊uchodu pak x = n+1, avšak nyńı již Algoritmus 11.2 muśı skončit po
ℓ − 1 < ℓ daľśıch pr̊uchodech cyklu. 2To je spor s volbou x = n coby vstupńı
hodnoty s nejmenš́ım možným počtem pr̊uchodů. 2
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Když algoritmus vždy konč́ı

Na rozd́ıl od předchoźı ukázky se budeme dále věnovat pozitivńım př́ıpadům,
kdy algoritmy poslušně konč́ı své výpočty.

Metoda 11.3. Jednoduchý d̊ukaz konečnosti.
Máme-li za úkol dokázat, že algoritmus skonč́ı, vhodný postup je následuj́ıćı:

• Sledujeme zvolený celoč́ıselný a zdola ohraničený parametr algoritmu
(ťreba přirozené č́ıslo) a dokážeme, že se jeho hodnota v pr̊uběhu algo-
ritmu neustále osťre zmenšuje. 2

• Př́ıpadně předchoźı př́ıstup rozš́ı̌ŕıme na zvolenou k-tici přirozených
parametr̊u a dokážeme, že se jejich hodnoty v pr̊uběhu algoritmu lexiko-
graficky osťre zmenšuj́ı.

Jedná se zde vlastně o vhodné (a zjednodušené pro daný účel) využit́ı principu
matematické indukce. Pozor, naše

”
parametry“ v̊ubec nemusej́ı být proměnnými

v programu. 2

Nap̌ŕıklad pro rekurzivńı funkci factorial(x) z Př́ıkladu 10.12 p̌ŕımo využijeme
parametr x, který se osťre zmenšuje, pro snadný důkaz ukončenosti.
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Př́ıklad 11.4. Dokažte, že násl. alg. vždy skonč́ı pro jakýkoliv přirozený vstup x.

Algoritmus .
input x;

while x < 100 do

y ← 0; x ← x+1;

while y < x do

y ← y+1;

done

done 2

Postupujme podle Metody 11.3 – jak však dosáhneme
”
zmenšováńı parametru“,

když hodnoty proměnných x,y se zvětšuj́ı? 2

To neńı až tolik obt́ıžné, prostě budeme hodnoty x,y vhodně odeč́ıtat od velké
konstanty. Vtip je v tom dobře zvolit vzorec parametru (vlastńım odhadem
chováńı algoritmu):

p(x, y) = 1012 − 100 · x− y

Pak je již rutinou dokázat, že v pr̊uběhu algoritmu (tj. pokud se aspoň jednou
vnǒŕı do cyklu) je vždy p(x, y) > 0 a v každém pr̊uchodu vněǰśıho i vniťrńıho
cyklu se p(x, y) osťre zmenš́ı. 2
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Př́ıklad 11.5. Dokažte, že následuj́ıćı algoritmus vždy skonč́ı pro jakýkoliv
přirozený vstup x.

Algoritmus . Rekurzivńı výpočet funkce fibonacci(x) pro přirozené x.
if x < 2 then t← x;

else t ← fibonacci(x-1)+fibonacci(x-2);

return t 2

Nyńı je na prvńı pohled přirozené sledovat př́ımo parametr x. Indukćı podle něj
pak snadno odvod́ıme, že výpočet fibonacci(x) vždy skonč́ı. . . 2

V čem je tedy možný nedostatek tohoto př́ımého př́ıstupu? V zásadě pouze
jediný; neźıskáme z něj žádný rozumný horńı odhad počtu krok̊u algoritmu. 2

Na druhou stranu při trikové volbě parametru p(x) = 2x pro Metodu 11.3
v každé iteraci rekurzivńıho voláńı fibonacci(x) pro x ≥ 2 nastane

p(x− 1) + p(x− 2) = 2x−1 + 2x−2 ≤ 2 · 2x−1 − 1 < 2x

a počet iteraćı výpočtu fibonacci(n) tak bude vždy nejen konečný, ale př́ımo
striktně menš́ı než 2n. 2



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2012 7 / 23 FI: IB000: Pokročilé algoritmy

11.2 Přehled technik d̊ukazu indukćı11.2 Přehled technik d̊ukazu indukćı

• Doposud zde byla matematická indukce představována ve své př́ımočaré
formě, kdy dokazované tvrzeńı obvykle př́ımo nab́ızelo celoč́ıselný parametr,
podle nějž bylo poťrebné indukci vést. 2

• Indukčńı krok pak prostě zpracoval přechod
”
n→ n+ 1“. 2

• To však u dokazováńı správnosti algoritmů typicky neplat́ı a našim ćılem
zde je ukázat možné techniky, jak správně indukci na dokazováńı algoritmů
aplikovat. 2

• Uvid́ıme, jak si z nab́ızej́ıćıch se parametr̊u správně vybrat a jak je př́ıpadně
kombinovat.
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Technika fixace parametru

Př́ıklad 11.6. Mějme následuj́ıćı algoritmus. Co je jeho výsledkem výpočtu?

Algoritmus .
input x, y;

z ← 0;

while x > 0 do

z ← z+y; x ← x-1;

done

output z; 2

Sledováńım algoritmu zjist́ıme, že hodnota z bude součtem z = y + · · · + y,
dokud x se nesńıž́ı na nulu. Poté odhadneme:

Věta. Pro každé x, y ∈ N Algoritmus 11.6 vypoč́ıtá hodnotu z = x · y. 2
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while x > 0 do

z ← z+y; x ← x-1;

done

Důkaz: Budiž b ∈ N libovolné ale pro daľśı úvahy pevné.

Dokážeme, že pro každé x ∈ N je výsledkem algoritmu hodnota z = z0 + x · b,
kde b je hodnota vstupu y a z0 je hodnota v proměnné z na začátku uvažovaného
výpočtu (pro poťreby indukce). 2

• Báze x = 0 znamená, že tělo cyklu ani jednou neproběhne a výsledkem
bude počátečńı z = z0 (nula na úplném začátku). 2

• Indukčńı krok. Necht’ je tvrzeńı známo pro x = i a uvažujme nyńı vstup
x = i + 1 > 0. Prvńım pr̊uchodem cyklem se ulož́ı z← z + y = z0 + b a
x← x− 1 = i.
Začátečńı hodnota vstupu y nyńı (pro naše úvahy) je z0 + b a podle in-
dukčńıho předpokladu je výsledkem algoritmu hodnota

(z0 + b) + i · b = z0 + (i+ 1) · b = z0 + x · b .

Důkaz matematickou indukćı je t́ımto ukončen.
2
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Indukce k součtu parametr̊u

Př́ıklad 11.7. Je dán následuj́ıćı rekurentńı algoritmus.

Algoritmus . Funkce kombinacni(m,n) pro přirozená m,n.
res ← 1;

if m> 0 ∧ n> 0 then

res = kombinacni(m-1,n)+kombinacni(m,n-1);

fi

return res; 2

Výše uvedený vzorec (a ostatně i název funkce) naznačuje, že funkce má co
společného s kombinačńımi č́ısly a Pascalovým trojúhelńıkem

(

a+ 1

b+ 1

)

=

(

a

b+ 1

)

+

(

a

b

)

,

je však ťreba správně
”
nastavit“ význam parametr̊u a, b. . .2

Věta. Pro každé parametry m,n ∈ N je výsledkem výpočtu funkce
kombinacni(m,n) hodnota r =

(m+n
m

)

(kombinačńı č́ıslo) – počet všech

m-prvkových podmnožin (m+ n)-prvkové množiny.
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res ← 1;

if m> 0 ∧ n> 0 then

res = kombinacni(m-1,n)+kombinacni(m,n-1);

fi

Důkaz indukćı vzhledem k součtu parametr̊u i = m+ n: 2

• Báze i = m+ n = 0 pro m,n ∈ N znamená, že m = n = 0. Opět však s
výhodou využijeme rozš́ı̌reńı báze na př́ıpady m = 0 nebo n = 0 (zvlášt’).

V obou rozš́ı̌rených př́ıpadech daná podḿınka algoritmu neńı splněna, a
proto výsledek výpočtu bude iniciálńı res = 1. Je toto platná odpověd’? 2

∗ Kolik je prázdných podmnožin (m = 0) jakékoliv množiny? Jedna, ∅.
∗ Kolik je m-prvkových podmnožin (n = 0) m-prvkové množiny? Zase

jedna, ta množina samotná.

T́ım je důkaz báze indukce dokončen.
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res ← 1;

if m> 0 ∧ n> 0 then

res = kombinacni(m-1,n)+kombinacni(m,n-1);

fi

• Indukčńı krok je i+ 1 = m+ n pro m,n > 0.
Nyńı je podḿınka algoritmu splněna a vykonaj́ı se rekurentńı voláńı

kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1) .2

Rekurentńı voláńı se vztahuj́ı k výběru podmnožinm−1+n = m+n−1 = i -
prvkové množiny, např́ıklad M = {1, 2, . . . , i}. Výsledkem tedy je, podle
indukčńıho předpokladu pro součet i, počet (m − 1)-prvkových plus m-
prvkových podmnožin množiny M . 2

Kolik nyńı je m-prvkových podmnožin (i+1)-prvkové množiny M ′ = M ∪
{i+1}? Pokud ze všech podmnožin odebereme prvek i+1, dostaneme právě
m-prvkové podmnožiny (z těch neobsahuj́ıćıch i+1) plus (m− 1)-prvkové
podmnožiny (z těch původně obsahuj́ıćıch i + 1). 2To je přesně rovno
kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1), jak jsme měli dokázat.

2
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Ześıleńı dokazovaného tvrzeńı

Př́ıklad 11.8. Zjistěte, kolik znak̊u ’z’ v závislosti na celoč́ıselné hodnotě n
vstupńıho parametru n vyṕı̌se následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 11.9.
st ← "z";

foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

vytiskni řetězec st;

st ← st . st ; (žretězeńı dvou kopíı st za sebou)
done 2

Zkuśıme-li si výpočet simulovat pro n = 0, 1, 2, 3, 4 . . . , postupně dostaneme
počty ’z’ jako 0, 1, 3, 7, 15 . . . . 2Na základě toho již neńı obt́ıžné

”
uhodnout“,

že počet ’z’ bude (asi) obecně určen vztahem 2n − 1.

Toto je však ťreba dokázat! 2

Jak záhy zjist́ıme, matematická indukce na naše tvrzeńı p̌ŕımo
”
nezab́ırá“, ale mnohem

lépe se nám povede s následuj́ıćım p̌rirozeným ześıleńım dokazovaného tvrzeńı:
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Algoritmus .
st ← "z";

foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

vytiskni řetězec st;

st ← st . st ; (žretězeńı dvou kopíı st za sebou)
done

Věta. Pro každé přirozené n Algoritmus 11.9 vyṕı̌se právě 2n−1 znak̊u ’z’
a proměnná st bude na konci obsahovat řetězec 2n znak̊u ’z’.2

Důkaz: Postupujeme indukćı podle n. Báze pro n = 0 je žrejmá, neprovede se
ani jedna iterace cyklu a tud́ıž bude vytǐstěno 0 = 20 − 1 znak̊u ’z’, což bylo
ťreba dokázat. Mimo to proměnná st iniciálně obsahuje 1 = 20 znak ’z’.2

Necht’ tedy tvrzeńı plat́ı pro jakékoliv n0 a položme n = n0 + 1. Podle in-
dukčńıho předpokladu po prvńıch n0 iteraćıch bude vytǐstěno 2n0−1 znak̊u ’z’
a proměnná st bude obsahovat řetězec 2n0 znak̊u ’z’. V posledńı iteraci cyklu
(pro i← n=n0+1) vytiskneme daľśıch 2n0 znak̊u ’z’ (z proměnné st) a dále
řetězec st

”
zdvojnásob́ıme“. 2

Proto po n iteraćıch bude vytǐstěno celkem 2n0 −1+2n0 = 2n0+1−1 = 2n−1
znak̊u ’z’ a v st bude uloženo 2 · 2n0 = 2n0+1 = 2n znak̊u ’z’.

2
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11.3 Zaj́ımavé algoritmy aritmetiky11.3 Zaj́ımavé algoritmy aritmetiky

Např́ıklad umocňováńı na velmi vysoké exponenty je podkladem RSA šifry:

Algoritmus 11.10. Binárńı postup umocňováńı.
Pro daná č́ıslo a, b vypočteme jejich celoč́ıselnou mocninu (omezenou na
zbytkové ťŕıdy modulo m kv̊uli prevenci přetečeńı rozsahu celých č́ısel v
poč́ıtači), tj. c = ab mod m.

c← 1;

while b> 0 do

if b mod 2 > 0 then c ← (c·a) mod m ;

b ← ⌊b/2⌋ ; a ← (a·a) mod m ;

done

výsledek c ; 2

Zde použijeme k důkazu správnosti algoritmu indukci podle délky ℓ binárńıho
zápisu č́ısla b.

Věta. Algoritmus 11.10 skonč́ı a správně vypočte hodnotu c = ab mod m.
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c← 1;

while b> 0 do

if b mod 2 > 0 then c ← (c·a) mod m ;

b ← ⌊b/2⌋ ; a ← (a·a) mod m ;

done

výsledek c ;

Důkaz: Báze indukce je pro ℓ = 1, kdy b = 0 nebo b = 1. Přitom pro b = 0
se cyklus v̊ubec nevykoná a výsledek je c = 1. Pro b = 1 se vykoná jen jedna
iterace cyklu a výsledek je c = a mod m. 2

Necht’ tvrzeńı plat́ı pro ℓ0 ≥ 1 a uvažme ℓ = ℓ0 + 1. Pak žrejmě b ≥ 2 a
vykonaj́ı se alespoň dvě iterace cyklu. Po prvńı iteraci bude a′ = a2, b′ = ⌊b/2⌋
a c′ = (ab mod 2) mod m. Tud́ıž délka binárńıho zápisu b′ bude jen ℓ0 a podle
indukčńıho předpokladu zbylé iterace algoritmu skonč́ı s výsledkem

c = c′ · a′ b′ mod m =
(

ab mod 2 · a2⌊b/2⌋
)

mod m = ab mod m.
2
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Euklid̊uv algoritmus

Algoritmus 11.11. Euklid̊uv pro nejvěťśıho společného dělitele.

input p, q;

while p>0 ∧ q>0 do

if p>q then p ← p-q;

else q ← q-p;

done

output p+q; 2

Věta. Pro každé p, q ∈ N na vstupu algoritmus vrát́ı hodnotu největš́ıho
společného dělitele č́ısel p a q, nebo 0 pro p = q = 0.2

Důkaz povedeme indukćı podle součtu i = p+ q vstupńıch hodnot.
(Je to přirozená volba v situaci, kdy každý pr̊uchod cyklem algoritmu sńıž́ı jedno
z p, q, avšak neńı jasné, které z nich.) 2

• Báze indukce pro i = p + q = 0 je žrejmá; cyklus algoritmu neproběhne a
výsledek ihned bude 0.
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while p>0 ∧ q>0 do

if p>q then p ← p-q;

else q ← q-p;

done

• Ve skutečnosti je výhodné uvažovat
”
rozš́ı̌renou bázi“, která zahrnuje i

př́ıpady, kdy jedno z p, q je nulové. 2

Pak výsledek p+ q bude roven tomu nenulovému z obou sč́ıtanc̊u, což je v
tomto př́ıpadě zároveň jejich největš́ı společný dělitel. 2

• Indukčńı krok. Mějme tedy nyńı vstupńı hodnoty p = hp > 0 a q = hq > 0
– tehdy dojde k prvńımu pr̊uchodu tělem cyklu našeho algoritmu. 2

∗ Předp. hp > hq; poté po prvńım pr̊uchodu tělem cyklu budou hodnoty
p = hp − hq a q = hq, přičemž nyńı p+ q = hp < hp + hq = i.

∗ Podle indukčńıho předpokladu tud́ıž výsledkem algoritmu pro vstupy
p = hp−hq a q = hq bude největš́ı společný dělitel NSD(hp−hq, hq).2

∗ Symetricky pro hp ≤ hq algoritmus vrát́ı NSD(hp, hq − hp).

Důkaz tak bude dokončen následuj́ıćım Lematem 11.12. 2
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Nejvěťśı společný dělitel

Lema 11.12. NSD(a, b) = NSD(a− b, b) = NSD(a, b− a).

Všimněte si, že dělitelnost je dob̌re definována i na záporných celých č́ıslech. 2

Důkaz: Ově̌ŕıme, že c = NSD(a− b, b) je také největš́ı společný dělitel č́ısel a
a b (druhá část je pak symetrická). 2

• Jelikož č́ıslo c děĺı č́ısla a− b a b, děĺı i jejich součet (a− b)+ b = a. Potom
c je společným dělitelem a a b. 2

• Naopak necht’ d nějaký společný dělitel č́ısel a a b. Pak d děĺı také rozd́ıl
a−b. Tedy d je společný dělitel č́ısel a−b a b. Jelikož c je největš́ı společný
dělitel těchto dvou č́ısel, nutně d děĺı c a závěr plat́ı.

2
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Relativně rychlé odmocněńı

Na závěr odd́ılu si ukážeme jeden netradičńı krátký algoritmus a jeho analýzu a
důkaz ponecháme zde otev̌rené. Dokážete popsat, na čem je algoritmus založen?

Algoritmus 11.13. Celoč́ıselná odmocnina.
Pro dané přir. č́ıslo x vypočteme dolńı celou část jeho odmocniny r = ⌊√x⌋.

p← x; r← 0;

while p> 0 do

while (r + p)2 ≤ x do r ← r+p ;

p ← ⌊p/2⌋ ;
done

výsledek r ;
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11.4 Dynamický algoritmus11.4 Dynamický algoritmus

Kĺıčovou myšlenkou dynamických algoritmů je rozklad problému na podproblémy, je-
jichž řešeńı jsou postupně ukládána pro daľśı možné použit́ı. Metoda je obzvláště
vhodná v p̌ŕıpadech, kdy rozložené podúlohy si jsou podobné a mohou se opakovat.

Metoda 11.14. Dynamický výpočet všech nejkraťśıch cest
mezi vrcholy v grafu G na množině vrchol̊u V (G) = {v0, v1, . . . , vN−1}.

• Na počátku necht’ d[i,j] udává 1 (př́ıpadně váhu–délku hrany {vi, vj}),
nebo ∞ pokud hrana mezi i, j neńı. 2

• Po kroku t ≥ 0 necht’ plat́ı, že d[i,j] udává délku nejkratš́ı cesty mezi
vi, vj , který už́ıvá pouze vniťrńı vrcholy z množiny {v0, v1, . . . , vt−1}.2
• Při přechodu z kroku t na následuj́ıćı krok t + 1 upravujeme vzdálenost
pro každou dvojici vrchol̊u vi, vj – jsou vždy pouhé dvě možnosti:

∗ Bud’ je cesta délky d[i,j] z předchoźıho kroku t stále nejlepš́ı (tj. nově
povolený vrchol vt nám nepomůže),

∗ nebo cestu vylepš́ıme spojeńım přes nově povolený vrchol vt, č́ımž
źıskáme menš́ı vzdálenost d[i,t]+d[t,j]→ d[i,j].

• Po N kroćıch úprav je výpočet hotov.
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Výpočet nejkraťśıch cest

Alternativně si zaṕı̌seme postup této metody až překvapivě krátkým symbo-
lickým algoritmem:

Algoritmus 11.15. Výpočet všech nejkraťśıch cest; Floyd–Warshall

input ’Pole d[,] délek hran (nebo ∞) grafu G’;

for (t=0; t<N; t++) {
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)

d[i,j] = min(d[i,j], d[i,t]+d[t,j]);

}
výstup ’Matice vzdálenost́ı dvojic d[,]’; 2

Poznámka : V implementaci pro symbol∞ použijeme velkou konst., ťreba MAX INT/2.
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for (t=0; t<N; t++) {
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)

d[i,j] = min(d[i,j], d[i,t]+d[t,j]);

}

Věta 11.16. Algoritmus 11.15 v poli d[i,j] správně vypočte vzdálenost mezi
každou dvojićı vrchol̊u vi, vj .

Důkaz povedeme matematickou indukćı podle ř́ıd́ıćı proměnné t cyklu. Báze
je snadná – na počátku kroku t = 0 udává d[i,j] vzdálenost mezi i a j po
cestách, které nemaj́ı vniťrńı vrcholy (tj. pouze př́ıpadně existuj́ıćı hranu).

Přejdeme-li na krok t+1, muśıme určit nejkratš́ı cestu P mezi i a j takovou, že
P použ́ıvá (mimo vi, vj) pouze vrcholy {v0, v1, . . . , vt}. Tuto nejkratš́ı cestu P
si hypoteticky představme: Pokud vt 6∈ V (P ), pak d[i,j] již udává správnou
vzdálenost. Jinak vt ∈ V (P ) a označ́ıme P1 podcestu v P od počátku vi do
vt a obdobně P2 podcestu od vt do konce vj. Podle indukčńıho předpokladu je
pak délka P rovna d[i,t]+d[t,j].

Po provedeńı kroku t = N − 1 jsme hotovi se všemi vrcholy. 2


