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4 Relace a funkce, Ekvivalence4 Relace a funkce, Ekvivalence

Nyńı si podrobně rozebereme matematický aparát relaćı a funkćı, kterému se v jeho
abstraktńı podobě moc pozornosti ve sťredoškolské výuce nevěnuje – na rozd́ıl od
naivńıho pohledu na množiny a na

”
funkce“ ve významu analytických funkćı (jako

x + 1 či sinx). Přitom na pojem relace velmi brzy naraźı každý informatik už jen p̌ri
studiu dat a databáźı a jej́ı abstraktńı podobu bude poťrebovat.

2

2

Stručný p̌rehled lekce

* Co je relace a funkce. Reprezentace relaćı tabulkou a grafem.

* Základńı vlastnosti binárńıch relaćı.

* Relace ekvivalence, j́ım odpov́ıdaj́ıćı rozklady množin.



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2012 2 / 33 FI: IB000: Relace a funkce, Ekvivalence

4.1 Relace a funkce nad množinami4.1 Relace a funkce nad množinami

Vedle množin daľśım důležitým základńım
”
datovým typem“ matematiky jsou

relace, kterým vzhledem k jejich mnohotvárnému použit́ı v informatice věnujeme
významnou pozornost v této i dvou př́ı̌st́ıch lekćıch.

Definice 4.1. Relace mezi množinami A1, · · · , Ak, pro k ∈ N,
je libovolná podmnožina kartézského součinu

R ⊆ A1 × · · · ×Ak .2

Pokud A1 = · · · = Ak = A, hovǒŕıme o k-árńı relaci R na A. 2

Př́ıklady relaćı.

• {(1, a), (2, a), (2, b)} je relace mezi {1, 2, 3} a {a, b}.

• {(i, 2 · i) | i ∈ N} je binárńı relace na N.2

• {(i, j, i + j) | i, j ∈ N} je ternárńı relace na N.

• {3 · i | i ∈ N} je unárńı relace na N.2

• Jaký význam vlastně maj́ı unárńı a nulárńı relace na A?
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Funkce mezi množinami

Definice 4.2. (Totálńı) funkce z množiny A do množiny B
je relace f mezi A a B taková, že pro každé x ∈ A existuje právě jedno y ∈ B
takové, že (x, y) ∈ f .2

Množina A se nazývá definičńı obor a množina B obor hodnot funkce f .

Neformálně řečeno, ve funkci f je každé
”
vstupńı“ hodnotě x p̌rǐrazena jednoznačně

”
výstupńı“ hodnota y. (V obecné relaci počty

”
p̌rǐrazených“ dvojic neomezujeme. . . )
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Značeńı: Mı́sto (x, y) ∈ f ṕı̌seme obvykle f(x) = y.

Zápis f : A → B ř́ıká, že f je funkce s def. oborem A a oborem hodnot B.2

Funkćım se také ř́ıká zobrazeńı.

Př́ıklady funkćı jsou ťreba následuj́ıćı.

• Definujeme funkci f : N→ N předpisem f(x) = x+ 8.
Pak f = {(x, x + 8) | x ∈ N}.2

• Definujeme funkci plus : N×N→ N předpisem plus(i, j) = i+ j.
Pak plus = {(i, j, i + j) | i, j ∈ N}.
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Parciálńı funkce

Definice: Pokud naši Definici 4.2 uprav́ıme tak, že požadujeme pro každé x ∈ A
nejvýše jedno y ∈ B takové, že (x, y) ∈ f , obdrž́ıme definici parciálńı funkce
z A do B.2

V parciálńı funkci f nemuśı být pro některé
”
vstupńı“ hodnoty x funkčńı hodnota

definována (viz nap̌ŕıklad f(2) v uvedeném obrázku).

Pro nedefinovanou hodnotu použ́ıváme znak ⊥.
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Následuje několik př́ıkladů parciálńıch funkćı.

• Definujeme parciálńı funkci f : Z→ N předpisem

f(x) =

{

3 + x jestliže x ≥ 0,
⊥ jinak.

Tj. f = {(x, 3 + x) | x ∈ N}. 2

• Také funkce f : R→ R daná běžným analytickým předpisem

f(x) = log x

je jen parciálńı – neńı definována pro x ≤ 0.2

• Co je relace, přǐrazuj́ıćı lidem v ČR jejich (česká) rodná č́ısla?
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4.2 Reprezentace konečných relaćı4.2 Reprezentace konečných relaćı

Ukládáńı dat — předevš́ım sleduje vztahy mezi objekty (stejně jako relace).

; relačńı databáze jako obecná ukázka použit́ı relace.

Př́ıklad 4.3. Tabulka relačńı databáze prezentuje obecnou relaci.

Definujme následuj́ıćı množiny (
”
elementárńı typy“)

• ZNAK = {a, · · · , z, A, · · · , Z,mezera},

• CISLICE = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.2

Dále definujeme tyto množiny (
”
odvozené typy“)

• JMENO = ZNAK15, PRIJMENI = ZNAK20, VEK = CISLICE3,

• ZAMESTNANEC
”
∈“ JMENO× PRIJMENI× VEK.2

Relaci
”
typu“ ZAMESTNANEC pak lze reprezentovat tabulkou:

JMENO PRIJMENI VEK
Jan Novák 42
Petr Vichr 28
Pavel Źıma 26
Stanislav Novotný 52

2

2
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Reprezentace binárńıch relaćı na množině

Značeńı: Binárńı relaci R ⊆ M ×M lze jednoznačně znázornit jej́ım grafem:

• Prvky M znázorńıme jako body v rovině.

• Prvek (a, b) ∈ R znázorńıme jako orientovanou hranu (
”
šipku“) z a do b.

Je-li a = b, pak je touto hranou
”
smyčka“ na a.2

Pozor, nejedná se o
”
grafy funkćı“ známé z matematické analýzy. 2

Nap̌ŕıklad mějme M = {a, b, c, d, e, f} a R = {(a, a), (a, b), (b, c), (b, d), (b, e), (b, f),
(d, c), (e, c), (f, c), (e, d), (e, f), (f, b)}, pak:

s s

s

s

ss

a
b

c

d

e
f

V př́ıpadě, že M je nekonečná nebo
”
velká“, může být reprezentace R jej́ım

grafem nepraktická (zálež́ı také na ḿı̌re
”
pravidelnosti“ R).
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Značeńı: Binárńı relaci R ⊆ M × M lze jednoznačně zapsat také pomoćı
matice relace – matice A typu M ×M s hodnotami z {0, 1}.

s s

s

s

ss
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f

→

a
b
c
d
e
f

















1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 0 0

















= A
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4.3 Vlastnosti binárńıch relaćı4.3 Vlastnosti binárńıch relaćı

Definice 4.4. Necht’ R ⊆ M ×M . Binárńı relace R je

• reflexivńı, právě když pro každé a ∈ M plat́ı (a, a) ∈ R;

s s 2

• ireflexivńı, právě když pro každé a ∈ M plat́ı (a, a) 6∈ R;

s sX X 2

• symetrická, právě když pro každé a, b ∈ M plat́ı, že jestliže (a, b) ∈ R,
pak také (b, a) ∈ R;

s sa b
2

• antisymetrická, právě když pro každé a, b ∈ M plat́ı, že jestliže
(a, b), (b, a) ∈ R, pak a = b;

s s

X
a b
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• tranzitivńı, právě když pro každé a, b, c ∈ M plat́ı, že jestliže (a, b), (b, c) ∈
R, pak také (a, c) ∈ R.

s s s

a b c

2

Následuj́ı dva základńı typy binárńıch relaćı; kde R je

• relace ekvivalence, právě když je R reflexivńı, symetrická a tranzitivńı;2

• částečné uspǒrádáńı, právě když je R reflexivńı, antisymetrická a tranzi-
tivńı (často ř́ıkáme jen uspǒrádáńı).2

Pozor, může být relace symetrická i antisymetrická zároveň? 2Ano!

s s s
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Ukázkové binárńı relace

Př́ıklad 4.5. Několik př́ıklad̊u relaćı definovaných v přirozeném jazyce.

Necht’ M je množina všech student̊u 1. ročńıku FI. Uvažme postupně relace
R ⊆ M ×M definované takto

• (x, y) ∈ R právě když x a y maj́ı stejné rodné č́ıslo;2

• (x, y) ∈ R právě když x má stejnou výšku jako y (dejme t. na celé mm);2

• (x, y) ∈ R právě když výška x a y se nelǐśı v́ıce jak o 2 mm;2

• (x, y) ∈ R právě když x má alespoň takovou výšku jako y;2

• (x, y) ∈ R právě když x má jinou výšku než y (dejme tomu na celé mm);2

• (x, y) ∈ R právě když x je zamilován(a) do y.2

Které z nich tedy jsou ekvivalenćı nebo uspǒrádáńım? 2
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Př́ıklad 4.6. Jaké vlastnosti maj́ı následuj́ıćı relace?

• Bud’ R ⊆ N×N definovaná takto (x, y) ∈ R právě když x děĺı y.2
(Částečné uspǒrádáńı, ale ne každá dvě č́ısla jsou porovnatelná.) 2

• Bud’ R ⊆ N×N definovaná takto (x, y) ∈ R právě když x a y maj́ı stejný
zbytek po děleńı č́ıslem 5. 2(Ekvivalence.) 2

• Necht’ F = {f | f : N→ N} je množina funkćı. Bud’ R ⊆ F×F definovaná
takto (f, g) ∈ R právě když f(x) < g(x) pro všechna x. 2(Ireflexivńı,
antisymetrická a tranzitivńı, ale ne reflexivńı – neńı uspǒrádáńım.)

2
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4.4 Relace ekvivalence4.4 Relace ekvivalence

• Podle Definice 4.4 je relace R ⊆ M × M ekvivalence právě když R je
reflexivńı, symetrická a tranzitivńı. Tyto ťri vlastnosti tedy muśı být splněny
a ově̌reny k důkazu toho, že daná relace R je ekvivalence.2

• Jak vypadá graf relace ekvivalence?2

• Neformálně řečeno; ekvivalence je relace R ⊆ M×M , taková, že (x, y) ∈ R
právě když x a y jsou v nějakém smyslu

”
stejné“.

Značeńı. V př́ıpadě relace ekvivalence se někdy lze setkat s pojmenováńım jako
∼ či ≈ ḿısto R. Mı́sto (x, y) ∈ R se pak ṕı̌se x ≈ y.
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Daľśı ukázkové binárńı relace

Př́ıklad 4.7. Necht’ M je množina všech student̊u 1. ročńıku FI. Uvažme pos-
tupně relace R ⊆ M ×M a zkoumejme, zda se jedná o ekvivalence:

• (x, y) ∈ R právě když x má stejnou výšku jako y;2

• (x, y) ∈ R právě když x má stejnou barvu vlas̊u jako y;2

• (x, y) ∈ R právě když x, y maj́ı stejnou výšku a stejnou barvu vlas̊u;2

• (x, y) ∈ R právě když x, y maj́ı stejnou výšku nebo stejnou barvu vlas̊u.2

U kterého body se nejedná o relaci ekvivalence a proč? 2

Je to posledńı př́ıpad, kdy neńı splněna tranzitivita! 2

Tvrzeńı 4.8. Necht’ R,S jsou dvě relace ekvivalence na stejné množině M .
Pak jejich pr̊unik R ∩ S je opět relaćı ekvivalence.
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Př́ıklad 4.9. Necht’ R ⊆ N×N je binárńı relace definovaná takto: (x, y) ∈ R
právě když |x− y| je dělitelné ťremi.

V jakém smyslu jsou zde x a y
”
stejné“? 2Dávaj́ı stejný zbytek po děleńı ťremi.

2 2

Př́ıklad 4.10. Bud’ R binárńı relace mezi všemi studenty na přednášce FI: IB000
definovaná takto: (x, y) ∈ R právě když x i y sed́ı v prvńı lavici. 2

Už na
”
prvńı pohled“ jde o relaci symetrickou a tranzitivńı. Proč se v tomto

př́ıpadě nejedná o relaci ekvivalence? 2

Protože neńı reflexivńı pro studenty sed́ıćı v daľśıch lavićıch. (Takže si dávejte
dobrý pozor na správné pochopeńı definic.) 2
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4.5 Rozklady a jejich vztah k ekvivalenćım4.5 Rozklady a jejich vztah k ekvivalenćım

Definice 4.11. Rozklad množiny. Necht’ M je množina.
Rozklad (na) M je množina podmnožin N ⊆ 2M splňuj́ıćı násl. ťri podḿınky:

• ∅ 6∈ N (tj. každý prvek N je neprázdná podmnožina M);

• pokud A,B ∈ N , pak bud’ A = B nebo A ∩B = ∅;

•
⋃

A∈N A = M .2

Prvk̊um N se také ř́ıká ťŕıdy rozkladu.

• Bud’ M = {a, b, c, d}. Pak N = {{a}, {b, c}, {d}} je rozklad na M .2

• Necht’ A0 = {k ∈ N | k mod 3 = 0}, A1 = {k ∈ N | k mod 3 = 1},
A2 = {k ∈ N | k mod 3 = 2}.
Pak N = {A0, A1, A2} je rozklad všech přirozených č́ısel N podle
zbytkových ťŕıd.2

Každý rozklad N na M jednoznačně určuje jistou ekvivalenci RN na M :
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Věta 4.12. Necht’ M je množina a N rozklad na M . Necht’ RN ⊆ M ×M je
relace na M definovaná takto

(x, y) ∈ RN právě když existuje A ∈ N taková, že x, y ∈ A.

Pak RN je ekvivalence na M .2

Důkaz: Dokážeme, že RN je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı (Def. 4.4).2

• Reflexivita: Bud’ x ∈ M libovolné. Jelikož N je rozklad na M , muśı existo-
vat A ∈ N takové, že x ∈ A (jinak spor se ťret́ı podḿınkou z Definice 4.11).
Proto (x, x) ∈ RN , tedy RN je reflexivńı.2

• Symetrie: Necht’ (x, y) ∈ RN . Podle definice RN pak existuje A ∈ N
taková, že x, y ∈ A. To ale znamená, že také (y, x) ∈ RN podle definice
RN , tedy RN je symetrická.2

• Tranzitivita: Necht’ (x, y), (y, z) ∈ RN . Podle definice RN existuj́ı A,B ∈
N takové, že x, y ∈ A a y, z ∈ B. Jelikož A∩B 6= ∅, podle druhé podḿınky
z Definice 4.11 plat́ı A = B. Tedy x, z ∈ A = B, proto (x, z) ∈ RN podle
definice RN .

2
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Každá ekvivalenceR naM naopak jednoznačně určuje jistý rozkladM/R naM :

Věta 4.13. Necht’ M je množina a R ekvivalence na M . Pro každé x ∈ M
definujeme množinu

[x] = {y ∈ M | (x, y) ∈ R} .

Pak {[x] | x ∈ M} je rozklad na M , který znač́ıme M/R.2

M

[a]

[c] [d]

[b] [e]

[f ]

[h]

[g]

Důkaz: Dokážeme, že M/R splňuje podḿınky Definice 4.11.
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M
[a]

[c] [d]

[b] [e]
[f ]

[h]

[g]

• Pro každé [x] ∈ M/R plat́ı [x] 6= ∅, nebot’ x ∈ [x].2

• Necht’ [x], [y] ∈ M/R. Ukážeme, že pokud [x] ∩ [y] 6= ∅, pak [x] = [y]. 2

Jestliže [x] ∩ [y] 6= ∅, existuje z ∈ M takové, že z ∈ [x] a z ∈ [y]. Podle
definice [x] a [y] to znamená, že (x, z), (y, z) ∈ R. Jelikož R je symetrická a
(y, z) ∈ R, plat́ı (z, y) ∈ R. Jelikož (x, z), (z, y) ∈ R a R je tranzitivńı, plat́ı
(x, y) ∈ R. Proto také (y, x) ∈ R (opět ze symetrie R). 2Nyńı dokážeme,
že [y] = [x]:
∗

”
[x] ⊆ [y]“: Necht’ v ∈ [x]. Pak (x, v) ∈ R podle definice [x]. Dále (y, x) ∈

R (viz výše), tedy (y, v) ∈ R nebot’ R je tranzitivńı. To podle definice [y]
znamená, že v ∈ [y].2

∗
”
[y] ⊆ [x]“: Necht’ v ∈ [y]. Pak (y, v) ∈ R podle definice [y]. Dále (x, y) ∈

R (viz výše), tedy (x, v) ∈ R nebot’ R je tranzitivńı. To podle definice [x]
znamená, že v ∈ [x].2

• Plat́ı
⋃

[x]∈M/R[x] = M , nebot’ x ∈ [x] pro každé x ∈ M . 2


