5 Uspofadané mnoziny, Uzavéry

V této lekci dale pokracujeme probirdnim bindrnich relaci na mnoZinach jako
ndstroji vyjadfujicich vztahy mezi objekty. ZaméFujeme se nyni pfedevsim na relace
»Srovnavajici” objekty podle jejich vlastnosti. Takto vagné opsané relace mivaji jasné
spole&né znaky, které se objevuji ve formalni definici relace usporadani.

Stru¢ny prehled lekce
* Uspotadané mnoziny a relevantni pojmy k uspofadani.
* Hasseovské diagramy uspo¥ddanych mnoZin.

* Uzavéry relaci — jak danou relaci ,,obohatit” o zvolenou vlastnost.
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Vlastnosti binarnich relaci, zopakovani

Necht R C M x M. Binarni relace R je
o reflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

<>

e ireflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

K <K

e symetricka, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize (a,b) € R, pak

také (b,a) € R; Q

e antisymetrickd, pravé kdyZ pro kazdé a,b € DM plati, Ze jestlize

(a,b),(b,a) € R, pak a =,

e tranzitivni, pravé kdyZ pro kazdé a,b,c € M plati, Ze jestlize (a,b), (b,c) €
R, pak také (a,c) € R. a b c
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5.1 UspoFadani a uspofadané mnoZiny

e Podle Definice 4.4 je relace R C M x M (&dste¢né) usporadani pravé kdyz
R je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Tyto t¥i vlastnosti tedy musf
byt splnény a ovéfeny k dikazu toho, Ze dand relace R je usporaddnim.

o Neformdlng Yeceno: uspofadani je takova relace R C M x M, kde (x,y) € R
pravé kdyz x je v néjakém smyslu ,mensi nebo rovno" nez y.

Mohou ovsem existovat takovd x,y € M, kde neplati (z,y) € R ani
(y,x) € R. (Pak fikdme, Ze x a y jsou nesrovnatelné.)

e Jak nazorn& zobrazit (¢astedné) uspotadani? Zjednodudené takto:

NVANIEN
délitelnost: M §
\ T W
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Znaceni. Pro v&tsi prehlednost se relace uspordadani ¢asto znadi symboly jako
C & =< misto prostého R. | my budeme psat tfeba = < y misto (z,y) € R.

Poznamka: Zajisté jste se jiz setkali s ,,neostrym" uspotadanim ¢&isel < a ,ostrym”
uspofaddnim <. VSimnéte si dobfe, Ze nami definované uspofadani je vzdy ,neostré".

Pokud byste naopak chtéli definovat ,,ostré" uspotradani, mélo by vlastnosti ireflexivni,
antisymetrické a tranzitivni. (PFili§ se v8ak tato varianta nepouZiva.)

ﬁ} PN

Nadale budeme pracovat pouze s neostrym uspot¥addnim, ale smycky vyplyvajici z re-
flexivity budeme pro vé&tsi prehlednost v obrazcich vynechdvat.
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Uspofddana mnozina

Definice 5.1. Uspofadana mnozina je dvojice (M, <),
kde M je mnoZina a < je (¢3ste¢né) uspofadani na M.

Definice: Uspotadani < na M je linearni (nebo také dpiné), pokud kazdé dva
prvky M jsou v =< srovnatelné.
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Pt¥iklady usporadanych mnozin
Pt¥iklad 5.2. Necht M je mnoZina viech studentii 1. roéniku Fl. UvaZme postupné
relace uspoFidini R C M x M definované ndsledovné (jednd se vZdy o uspoFidani?):
e (x,y) € R pravé kdyZz x md alespoii takovou vysku jako y;
e (x,y) € R pravé kdyZ y ma alesporii takovou vysku jako z;
e (x,y) € R pravé kdyZ x a y maji stejné rodné &islo.

Ano, i v poslednim bodé se jednad o usporadani! Zajimavé, Ze? O
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Priklad 5.3. Dalsi ukdzky uspofadanych mnoZin ndsleduji zde:

e (N, <) je linedrn& uspofddand mnoZina, kde < md ,obvykly" vyznam.

e (N, |), kde alb je relace dé&litelnosti ,,a déli b" na p¥irozenych &islech, je
uspofadand mnozina. Toto uspofadani neni linedrnf.

e Bud M mnozina. Pak (2™, C) je uspofddand mnoZina (¥ikdme inkluzi).
Které dvojice jsou v uspofadani inkluzi nesrovnatelné?

{a, b, ¢}
{a, b} {a, c} {b, c}
{c} {b {c}
1}
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Jak rozsifit uspofadani na vétsi mnoziny

P¥iklad 5.4. UspoFadani ,, po slozkach".

Necht (A4,<4) a (B,<p) jsou uspotddané mnoZiny. Definujme bindrni relaci C na
A x B predpisem
(a,b) C (a/,b') prave kdyz a<sd ab<pl.

Pak (A x B,LC) je uspo¥adand mnoZina. Toto usp. se nazyva ,po slozkach®. O

Ptiklad 5.5. Lexikografické usporadani.

Necht (A4,<4) a (B,<p) jsou uspotddané mnoZiny. Definujme bindrni relaci < na
A x B predpisem

(a,b) < (a’,b') pravé kdyz bud a<sa' aa#a',neboa=a ab<pl.
Pak (A x B, =) je uspofddand mnoZina. Navic pokud <4 i <p jsou linedrni, je i <
linedrni. Toto uspofaddni se nazyva lexikografické. O
Fakt: Jsou-li (A1, <y), -+, (An, <) uspofddané mnoZiny, kde n > 2, pak
mnozinu A; X -+ x A, |ze uspo¥adat tfeba po slozkdch nebo lexikograficky.

Vsimnéte si, Ze lexikograficky se napfiklad ¥adi slova ve slovniku. ..
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5.2 Dalsi pojmy uspofadanych mnoZin

Definice 5.6. Necht (M, <) je uspofddand mnoZina.
Prvek x € M je

e minimalni pravé kdyz pro kazdé y € M plati, Ze jestlize y < x, pak x < .
(Tj. = je minimalni pravé kdyZ neexistuje zadny prvek ostfe mensi nez x.)

X
e maximalni pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze jestlize v < y, pak y =< x.
(Tj. = je maximalni pravé kdyZz neexistuje zadny prvek ostfe v&tsi nez x.)
e nejmensi pravé kdyz pro kazdé y € M plati, Ze z < y.

"

X

o nejvétsi pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze y < .
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Prvek € € M
o pokryvd y € M pravé kdyZz = # y, y =< x a neexistuje Zadné z € M

takové, Zex £z £ yay <z <.
x

Y

e je dolni zavora (mez) mnoziny A C M pravé kdyz z < y pro kazdé y € A.

e je horni zdvora (mez) mnoziny A C M pravé kdyz y < x pro kazdé y € A.
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e x € M je infimum mnoziny A C M pravé kdyz x je nejvétsi dolni zdvora

mnoZziny A.
’A
\*‘Arf

e v € M je supremum mnoziny A C M, pravé kdyZ = je nejmensi horni
zavora mnoziny A.

e A C M je Fetézec v usporadani =< pravé kdyz (A, =) je linearné

uspofadand mnozina.

Pozor!  N&které uvedené definice maji dosti ,netrividlni chovani* na nekoneénych
mnoZinach. Proto je budeme obvykle uvaZovat jen nad koneénymi mnoZinami. ..
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Relace predusporadani

Definice: Relace R C M x M je predusporadani (také kvaziusporadani, nebo
polouspofadani) pravé kdyz R je reflexivni a tranzitivni.

Rozdil mezi uspo¥adanim a preduspo¥adanim je (neformaln& Yeteno!) v tom, Ze u
preduspofadani srovndvdme prvky podle kritéria, které neni pro dany prvek jedineéné.
V preduspofadani takto mohou vznikat ,baliky" (t¥idy) se stejnou hodnotou kritéria,
coz schematicky ilustrujeme na nasledujicim obrazku.

DK e
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Véta 5.8. Je-li C predusporadani na M, miZeme definovat relaci ~ na M
predpisem )

r~y pravE kdyZ xCyaylC .
Pak ~ je ekvivalence na M, ktera se nazyvd jadro predusporadani C.

Na rozkladu M/ ~ pak Ize zavést relaci < definovanou takto
[z] < [y| pravé kdyZ z C y.
Pak (M/ ~, <) je uspofddand mnoZina indukovand C.

Pro ukdzku si vezm&me relaci délitelnosti na Z. Pak tfeba —2 ~ 2.
Jadrem zde jsou dvojice &isel stejné absolutni hodnoty.
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Véta 5.8. Je-li C predusporadani na M, miZeme definovat relaci ~ na M
predpisem )

r~y pravékdy? xzCyaylCx.
Pak ~ je ekvivalence na M, ktera se nazyva jadro predusporadani C.

Na rozkladu M/ ~ pak lze zavést relaci < definovanou takto
[z] < [y] pravé kdyZ z C y.

Pak (M/ ~, <) je uspofddand mnoZina.

Dikaz (ndznak): = Tranzitivita a reflexivita relace ~ vyplyva z tranzitivity a
reflexivity relace C. Symetrie ~ pak je pfimym dsledkem jeji definice. Tudiz ~
skute&né je relaci ekvivalence a M/ ~ je platny rozklad.

Tranzitivita a reflexivita relace < se opét dédi z relace C. Jeji antisymetrie
vyplyva nésledujici tvahou: Pokud [z] < [y] a [y] = [z], pak podle na3i definice

xCyayLC x, neboli x ~y a [z] = [y] podle definice t¥id rozkladu.

Pozor, nejdiilezitéjsi ¢asti této vétve dikazu je v8ak jesté zdlvodnéni, Ze nase
podand definice vztahu [z] < [y] je korektni, coZ znamend, Ze jeji platnost
nezavisi na konkrétni volb& reprezentanti = z [x] a y z [y]. ]
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5.3 Hasseovské diagramy

Motivaci zavedeni tzv. Hasseovskych diagrami uspotrddanych mnoZin jsou
prehlednéjsi ,,obrazky" nez u grafti relaci. Napf¥iklad si srovnejte nasledujici:

5\ /
AN
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e ]
o 0
d
c
O/\O
a b

Definice: Hasseovsky diagram kone&né usporadané mnoziny (M, <) je jeho
(jednoznainé) grafické znazornéni ziskané takto:

e Do prvni ,horizontaIni vrstvy" zakreslime body odpovidajici mininalnim
prvkam (M, <). (Tj. které nepokryvaji nic.)

e Mame-li jiz zakreslenu vrstvu i, pak do vrstvy i + 1 (kterd je ,nad"
vrstvou i) zakreslime vdechny nezakreslené prvky, které pokryvaji pouze
prvky vrstev < i. Pokud prvek z vrstvy i 4+ 1 pokryva prvek y vrstvy < i,
spojime z a y neorientovanou hranou (tj. ,&rou").
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P¥iklad 5.9. Relaci inkluze na &ty¥prvkové mnoZin& {a, b, ¢, d} zakreslime Hasseovskym
diagramem takto:

a

Jak vidime, v Hasseovském diagramu ,vynechavame" ty hrany relace <, které
vyplyvaji z reflexivity &i tranzitivity. To cely obrdzek vyrazné zptehledni, a pfitom
nedochazi ke ztraté informace.

Lze vynechat i $ipky na hrandch, nebot dle definice véechny mi¥i ,vzhiiru“.
Také pojem ,vrstvy" v definici je jen velmi neformdlni, dlleZité je, Ze vétsi
(pokryvajici) prvky jsou nad mensimi (pokryvanymi).
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5.4 Uzavéry relaci

Definice: Bud V (n&akd) vlastnost binarnich relaci. Rekneme, ¥¢ V je
uzaviratelnd, pokud spliiuje nasledujici podminky:

e Pro kazdou mnozinu M a kazdou relaci R C M x M existuje alesponi
jedna relace S C M x M, ktera ma vlastnost V' a pro kterou plati R C S.

e Necht I je mnoZina a necht R; C M x M je relace majici vlastnost V'
pro kazdé i € I. Pak relace (),.; ?; ma vlastnost V.

Fakt: Libovolnda kombinace vlastnosti reflexivita, symetrie, tranzitivita je
uzaviratelnd vlastnost.

Antisymetrie neni uzaviratelnd vlastnost.

Véta 5.10. Necht V je uzaviratelnd vlastnost bindrnich relaci. Bud M mnoZina
a R libovolna binarni relace na M. Pak pro mnoZinu vSech relaci S O R na
M majicich vlastnost V' existuje infimum Ry (vzhledem k mnoZinové inkluzi),
které samo ma vlastnost V.

et

Tuto ,,nejmensi* relaci Ry s vlastnosti V' nazyvame V-uzavér relace R.
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Tvrzeni 5.11. Necht R je bindrni relace na M. Pak plati ndsledujici poznatky.

e Reflexivni uzavér R je ptesné relace RU {(x,z) |z € M}.

e Symetricky uzavér R je ptesné relace
R={(z,) | (z,y) € R nebo (y,z) € R}.
e Tranzitivni uzavér R je presné relace RT = (2, T*(R), kde T je funkce,
kterd pro kazdou bindrni relaci S vrati relaci
T(S)=SU{(x,2) | existuje y takové, Ze (x,y),(y,2) € S}
aT'=To---0T jei-krat iterovana aplikace funkce 7.

2

e Reflexivni a tranzitivni uzdvér R je presn& relace R* = QT, kde Q je
reflexivni uzavér R.

e Reflexivni, symetricky a tranzitivni uzavér R (tj. nejmensi ekvivalence ob-

<
sahujici R) je presné relace (Q)", kde @ je reflexivni uzavér R.

e Na potadi aplikovani uzavérli vlastnosti zalezi!
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Neformalné&:

e Vyznam reflexivnich a symetrickych uzdvérd je z predchoziho zfejmy.

e V/yznam tranzitivniho uzavéru R™ je ndsledovny:

Do R™ ptiddme viechny ty dvojice (z,z) takové, e v R se lze ,dostat
po Sipkach" z x do z. Nakreslete si to na papir pro n&jakou jednoduchou
relaci, abyste vyznam tranzitivniho uzavéru lépe pochopili.

S S

e A jak bylo d¥ive feeno, antisymetricky uzavér relace prosté nemda smysl.

e Napriklad bud R C N x N definovang takto: R = {(i,i + 1) | i € N},
Pak R* je b&Zné linedrni uspotradani < pfirozenych Cisel.
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