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1. [3 body] Uvažte následuj́ıćı čtyři relace nad abecedou {a, b}:

uR1 v ⇐⇒ délka slova u i délka slova v je nejméně 10 (tj. |u| ≥ 10 a |v| ≥ 10)

uR2 v ⇐⇒ délka slova u a délka slova v se lǐśı nejvýše o 1 (tj.
∣∣|u| − |v|∣∣ ≤ 1)

uR3 v ⇐⇒ #a(u) = #a(v)

uR4 v ⇐⇒
(
u = v

)
∨
(
|u| = |v| = 2n pro nějaké n ≥ 1 a zároveň

n-tý znak slova u se shoduje s n-tým znakem slova v
)
.

a) Zjistěte, které z uvedených relaćı nejsou reflexivńı a dokažte to o nich.

b) Zjistěte, které z uvedených relaćı nejsou tranzitivńı a dokažte to o nich.

c) Zjistěte, které z uvedených relaćı nejsou pravou kongruenćı a dokažte to o nich. U
relaćı, které jsou pravou kongruenćı určete jejich index.

Řešeńı

a) Z uvedených relaćı neńı reflexivńı R1. Uvažme např́ıklad slovo u = aa. Neplat́ı, že
aa R1 aa, nebot’ |aa| < 10. Neplat́ı tedy, že všechna slova nad danou abecedou jsou v
relaci R1 samy se sebou a relace R1 tak neńı reflexivńı.

b) Relace R2 neńı tranzitivńı. Jako protipř́ıklad uvažme slova u = aa, v = aaa a w = aaaa.
Plat́ı, že u R2 v a v R2 w, nebot’ délka u a délka v se lǐśı maximálně o 1, stejně jako
délka v a délka w. Už však neplat́ı, že u R2 w, nebot’ délka u a w se lǐśı o 2. Relace R2

tedy neńı tranzitivńı.

c) Relace R1 neńı reflexivńı, neńı tud́ıž ekvivalenćı, a proto neńı ani pravou kongruenćı.

Relace R2 neńı tranzitivńı, neńı tud́ıž ekvivalenćı, a proto neńı ani pravou kongruenćı.

Relace R3 je pravou kongruenćı s nekonečným indexem.

Relace R4 je ekvivalenćı, ale neńı pravou kongruenćı. Uvažme např́ıklad slova u = aa,
v = ab a slovo w = a. Plat́ı, že u R4 v, nebot’ |u| = |v| = 2 a slova u a v se shoduj́ı
na prvńı pozici. Neplat́ı však, že uw R4 vw, nebot’ uw 6= vw a zároveň |uw| 6= 2n pro
žádné n. Relace R4 tedy neńı pravou kongruenćı.


