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1. [1 bod] Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda plat́ı toto tvrzeńı:

Existuje abeceda Σ a regulárńı jazyky L1, L2 nad Σ takové, že ∼L1 6=∼L2 a zároveň ∼L1 je
pravá kongruence taková, že L2 je sjednoceńım některých tř́ıd rozkladu Σ∗ podle ∼L1 .

(Pozn.: Pokud bude Vaše odpověd’ ”ano, plat́ı”, uved’te zcela konkrétńı př́ıklad abecedy Σ,
jazyk̊u L1, L2 a prefixových ekvivalenćı ∼L1 ,∼L2 . Pokud bude Vaše odpověd’ ”ne, neplat́ı”,
pokuste se zd̊uvodnit, proč to neplat́ı pro žádnou abecedu Σ, jazyky L1, L2 a prefixové
ekvivalence ∼L1 ,∼L2).

Řešeńı Tvrzeńı plat́ı.

D̊ukaz. Necht’

Σ = {a}, L1 =
{
w

∣∣ |w| = 1 mod 4
}
, L2 =

{
w

∣∣ |w| = 1 mod 2
}

pak

u ∼L1 v
def⇐⇒ |u| mod 4 = |v| mod 4

u ∼L2 v
def⇐⇒ |u| mod 2 = |v| mod 2

Tř́ıdy rozkladu Σ∗ podle ∼L1 jsou:

X0 =
{
w

∣∣ |w| = 0 mod 4
}

X1 =
{
w

∣∣ |w| = 1 mod 4
}

= L1

X2 =
{
w

∣∣ |w| = 2 mod 4
}

X3 =
{
w

∣∣ |w| = 3 mod 4
}

Tř́ıdy rozkladu Σ∗ podle ∼L2 jsou:

Y0 =
{
w

∣∣ |w| = 0 mod 2
}

= X0 ∪X2

Y1 =
{
w

∣∣ |w| = 1 mod 2
}

= X1 ∪X3 = L2

Tedy skutečně L2 je sjednoceńım některých (X1, X3) tř́ıd rozkladu Σ∗ podle ∼L1 .

Bonus: [+1 bod] Uvažte zároveň, že plat́ı následuj́ıćı dodatečná podmı́nka: jazyky L1 a L2

jsou nesrovnatelné (tedy L1 * L2 ∧ L2 * L1). Rozhodněte a zd̊uvodněte i tento př́ıpad.

Řešeńı Tvrzeńı plat́ı. (Nelze však použ́ıt jazyky z prvńı části, protože tam L1 ⊂ L2)



D̊ukaz. Necht’

Σ = {a}, L1 =
{
w

∣∣ |w| = 1 mod 4
}
, L2 =

{
w

∣∣ |w| = 0 mod 2
}

Pak ∼L1 ,∼L2 jsou definované stejně jako v předchoźım př́ıkladě a plat́ı:

X1 = L1

Y0 = X0 ∪X2 = L2

Tedy skutečně L2 je sjednoceńım některých (X0, X2) tř́ıd rozkladu Σ∗ podle ∼L1 a zároveň
L1 6⊆ L2 ∧ L2 6⊆ L1.


