Diferen¢ni rovnice
Jif{ Figer

20. prosince 2006

Obsah

‘1 Motivace‘ 1
2 Dynamika diferenénich rovnic prvniho radu 3
21 Uvod . . . . ... 3
‘2.2 Linearni diferenc¢ni rovnice prvniho ftadu . . . . . ... .. .. 5
2.2.1 Dilezité specidlni piipady . . . . . . .. 6

3 Lineéarni diferenéni rovnice vyssiho fadu 12
3.1 Diferencnipocet . . . . . . . . . ... 12
3.2 Obecna teorie linearnich diferenc¢nich rovnic . . . . . . . . .. 14

3.3 Linearni homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty . . . . 20
3.4 Linearni nehomogenni rovnice: metoda neurcitych koeficientti . 25

1 Motivace

Priklad 1 (Numericka feSeni diferencialnich rovnic). Pfi numerickém feSeni
(aproximaci) diferencidlnich rovnic ve skutecnosti pouzivame pfislusnou di-
feren¢ni rovnici, at uz si to uvédomujeme nebo ne. Ukazme si to na Fulerové
metode, jedné z nejjednodussich technik aproximace feseni diferencialni rov-
nice.

Uvazujme diferencialni rovnici prvniho fadu

2'(t) =g(z(t), x(to) =mx9, to<t. (1)

Interval [to, b] rozdélime na N stejnych podintervali. Velikost podintervalu
nazyvame velikosti kroku metody a oznacCujeme ji h = b‘% Velikost tohoto

kroku definuje uzly to, ti, t2,..., tn, kde t; = to + jh. Eulerova metoda
z(t+h)—xz(t)

aproximuje z’(t) pomoci -



(AR)-Euler | (AR)-Euler | (DR)-pfesné
(h=0,2) | (h=0,1)

n| t z(n) x(n) x(t)
0] 0 1 1 1
1101 1,14 1,150
20,2 1,28 1,301 1,328
3 10,3 1,489 1,542
400,4] 1,649 1,715 1,807
5 10,5 1,991 2,150
6 06| 2170 2,338 2,614
710,7 2,791 3,286
8 10,8 2,969 3,406 4,361
910,9 4,288 6,383
10| 1 4,343 9,645 11,681

Tabulka 1: Eulerovy aproximace pro h = 0,2 a 0,1 spole¢né s presnymi
hodnotami.

Dosazenim do (1) dostaneme

2t + hg —*0 _ ),

a tedy
x(t + h) = x(t) + hg(x(t)).

Pro t =ty + nh mame
zlto + (n + 1)h] = x(to + nh) + hg[x(to + nh)], (2)

pron=0,1,2,...,N — 1.
Pfi upraveném oznaceni x(n) = x(to + nh) ziskdme

x(n+1) = z(n) + hglz(n)]. (3)

Rovnice (3) definuje Euleriv algoritmus, ktery aproximuje Feseni diferencialni
rovnice (1) v uzlovych bodech.

Poznamenejme, 7Ze * je rovnovaznym bodem diferenéni rovnice (3) tehdy
a jen tehdy kdyz g(x*) = 0. To znamen4, ze diferncidlni rovnice a dife-
rencni rovnice (3) maji stejné rovnovazné body.

Nyni aplikujeme Eulerovu metodu na diferencialni rovnici (DR):

2'(t) =0,72%(t) + 0,7, z(0)=1, te][0,1]. (DR)



Exact
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Obrazek 1: (n,z(n))-diagram.

Ptesné feSeni (pro kontrolu pfesnosti metody) je x(t) = tan(0, 7t + 7).
Ptislugna diferenéni rovnice (A R) s pouzitim Eulerovy metody je

z(n+1)=z(n)+0,7h(z*(n) + 1), 2(0)=1. (AR)

Tabulka [1/ ukazuje Eulerovy aproximace pro h = 0,2 a 0,1 spolecné s pres-
nymi hodnotami. Obrazek 1l obsahuje (n, z(n))-diagram. Vsimnéte si, ze ¢im

vz

mensi je krok, tim presnéjsi jsou aproximace.

2 Dynamika diferenc¢nich rovnic prvniho radu

2.1 Uvod

Diferenc¢ni rovnice obvykle popisuji vyvoj jistého fenoménu s béhem casu.
Napiiklad, jestlize néjakd populace mé diskrétni generace, velikost (n + 1).
generace z(n+ 1) je funkci n-té generace x(n). Tento vztah se vyjadiuje jako
diferencni rovnice

z(n+1) = f(z(n)). (4)
Na tento problém ale mizeme nahliZet i z jiného hlu pohledu. Reknémé, Ze
zvolime pocatecni bod xy a budeme generovat posloupnost

20, f($0)7f(f(xo)),f(f<f($o))), s

Pro zjednoduseni pfijmeme oznaceni

2= F(f(@o), f* = F(f(f(20))),- ..

f(xo) nazyvame pruni iteraci xy vzhledem k f; f2(xg) nazyvdme druhou
iteraci xy vzhledem k f; a obecné, f"(z¢) je n-tou iteraci zy vzhledem
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k f. Mnozina vSech (kladnych) iteraci {f™(zq):n >0} (f°(zo) = zo) se
nazyvéa (kladnd) orbita bodu zy a budeme ji oznacovat O(z). Tato itera-
tivni procedura je prikladem diskrétniho dynamického systému. S nastavenim
x(n) = f"(xy) dostavame

z(n+1) = ["(zo) = f[f"(z0)] = f(z(n)),

¢imz opét dostavame (4). VSimnéme si, ze x(0) = f°(zy) = xo. Napriklad,
necht f(z) = 22 a 2y = 0,6. Nyni, napiiklad na kalkulac¢ce, po¢itdme opako-
vané druhou mocninu a dostavame posloupnost

0,6, 0,36, 0,1296, 0,01679616, ....

Jesté par iteraci a kazdému je jasné, ze iterace f™(0,6) sméfuji k nule. Do-
kazte, Ze stejnou limitu maji iterace pro xy € (—1; 1), zatimco pro z¢ € R\
[—1, 1] sméfuji k nekoneénu. Ziejmé f"(0) =0a f"(1) =1pron =0,1,2,...
afi'(—1)=1pron=1,2,....

Z predchoziho textu je ziejmé, Ze diferencni rovnice a diskrétni dyna-
mické systémy predstavuji dvé strany jedné mince. Kdyz matematici hovori
o diferen¢nich rovnicich, obvykle maji na mysli analytickou teorii pfedmétu,
zatimco diskrétni dynamické systémy se vazi k topologickym a geometrickym
aspekttm.

Jestlize funkcei f v (4) nahradime funkci g dvou proménnych, g : ZT xR —
R, kde Z" je mnozina vSech nezdpornych celych ¢isel a R je mnoZina redlnych
¢isel, potom dostaneme

z(n+1) = g(n,z(n)). (5)

Rovnici (5) nazyvame neautonomni nebo zavislou na ¢ase, zatimco (4)) je
autonomni nebo nezéavisla na ¢ase. Studium (5) je mnohem komplikovanéjsi
a nepatii uplné do teorie diskrétnich dynamickych systémt rovnic prvniho
fadu. Jestlize mame danu pocateéni podminku x(ng) = zo, potom pro n >
no existuje jednoznacné feseni x(n) = x(n,ng,xo) rovnice (5) takové, ze
x(ng, no, xo) = x9. Toto lze snadno ukazat pomoci iterovani:

x(ng +1,n9,20) = g(no,z(ng)) = g(no, xo),
x(no +2,n0,20) = g(no +1,2(no + 1)) = g(no + 1, g(no, 0)),
z(ng + 3,n0,20) = g(no+2,2(ng +2)) = gno+2,9(no + 1, g(no, z0))] -

A indukci dostavame

x(n,ng, o) = g[n —1,2(n — 1,n9, )] .



2.2 Linearni diferenc¢ni rovnice prvniho rfadu

Zde budeme studovat linearni rovnice — nejjednodussi specialni pripady rov-
nic (4) a (5). Typicka linedrni homogenni rovnice prvniho fadu mé tvar

z(n+1) =a(n)z(n), z(ng) =mx9, n>mn9>0 (6)
a prislusna nehomogenni rovnice je dana predpisem
y(n+1) =a(n)y(n) +g(n), y(ne) =y, n>mng >0, (7)

kde u obou rovnic pfedpokladame, Ze a(n) # 0 a a(n) a g(n) jsou realné
funkce definované pro n > ng > 0.
Reseni homogenni rovnice (6) mtizeme opét ziskat prostym iterovanim:

x(ng+1) = a(ng)z(ng) = a(ng)xo,
x(ng+2) = a(ng+ 1)x(ne + 1) = a(ng + 1)a(ng)xo,
x(ng +3) = a(ng+ 2)x(ng + 2) = a(nog + 2)a(ne + 1)a(ng)zo.

A pomoci indukce snadno nahlédneme, sal

xz(n) = x(ng+n—nyp)

= a(n—1)a(n —2)---a(ng)zg
= [H a(i)] Zo. (8)

Jednoznac¢né reseni nehomogenni rovnice mize byt nalezeno nasle-
dovné:

y(no +1) = a(no)yo + g(no),
y(no+2) = a(no+ 1)y(no + 1)+ g(ne +1)
= a(no + 1)a(no)yo + a(no + 1)g(no) + g(no + 1).

Nyni opét pomoci matematické indukce ukazeme, Ze pro vSechnan € Z™*,

y(n) = [1:[ a(i) | yo + Z_: [1:[ a(i)] g(r)- (9)

i=ng r=ng Li=r+1

I P¥ipomeiime, Ze pii zkraceném zapisu soudinu a souétu prvki ve specidlnich piipadech
. TTk . k }
platt: [Ty 1 a(t) =1 a3y a(i) =0.



P¥i diikazu matematickou indukci pfedpokladame platnost vztahu (9) pro
n =k, a tedy:

WFDIM

i=no

%+Zlﬂwﬂwy

r=ng Li=r+1

S pouzitim (7), y(k + 1) = a(k)y(k) + g(k), dostéavame:

wmmzawhh@

m+zkmnaﬂwwm>

_ Ha(z) y0+i H a(i)| g(r) + H G(i)] g(k)
= T e@]wo+ > | IT at)| o)

Tudiz vztah (9) plati pro vSechna n € Z*.

2.2.1 DulezZité specialni pripady

Existuji dva specialni p¥ipady rovnice (7), které jsou dilezité v mnoha apli-
kacich. Prvni rovnice je dana vztahem

y(n+1) =ay(n) +g(n), y(0)=yo. (10)

S pouzitim (9) zde dostaneme FeSeni

n—1
y(n) =a"yo+ > _a" (k). (11)
k=0
Druhé, jesté vétsi zjednodusent,
y(n+1) = ay(n) + b, y(0) = yo, (12)
ma FeSeni (vyuzijeme (11))

B a"yo—i—b[%] if a#1,
y(n) _{ Yo + bn if =1, (13)

Na procviceni predchozich formuli uvedeme nékolik prikladii.



Priklad 2. Vyfteste rovnici

y(n+1) = (n+Dy(n) +2"(n+ 1), y(0)=
Resend
[n—1
y(n) = H Yo + Z H 9(
Li=no r=ng Li=r+1
n—1
- H i+1)| 1+ Z I ¢
r=0 Li=r+1
= n‘—}-Z[ ]27“r+1)
= nl4+ Z nl2"
r=0
= 9™yl
neboft

n—1 n—1
1-2"
nH—Zn!T =nl! (1 —i—ZZT) =nl! <l—|— 1 5
r=0 r=0

P#iklad 3. Reste rovnici

z(n+1)=2x(n)+ 3" x(1)

Reseni a(n) =2 a ng = 1, tudiz

o) = [Ha y0+zln

i=ng r=ng Li=r+1

— n1y+z nrl

_ 2n—2 + 2n—1 rzl (5) _ on—

e [ ()
e [ ()-

— 2n72_6_2n72+3n:3n_

]<>:

)

1, n>0.

r)

)| 2" (r+1)!

=nl(1—-1+2") =nl2".

i=1

I«

0,5.

.

n—1
Yo + Z

r=1

1:[ a] g(r)

i=r+1

= [2"7] 05+22" g

3
2 n—1

2 —
+ [2




Priklad 4. Pacient uziva lék vzdy po ¢tyfech hodinach. Necht D(n) je mnoz-
stvi c¢inné latky v krevnim systému v n-tém intervalu. Télo béhem kaz-
dého intervalu eliminuje p-tinu G¢inné latky. Naleznéte D(n) a lim,,_,., D(n),
jestlize uzivana davka je Dy.
Reseni Nejprve musime prevést slovni zadani do rovnice, kterou potom vy-
fesime. Ziejmé

D(n+1)=(1-p)D(n)+ Dy.
S vyuzitim (13) dostavame

DO} Dy

D(n)=|Dyg— —|(1—p)"+ —,

(n) [ o | =)

a tedy
: Dy
lim D(n) = —. (14)
n—oo p

Necht Do = 2 [em3] a p = 0,25, potom piivodni rovnice je
D(n+1)=0,75D(n) +2, Dy =2.

Tabulka [2 obsahuje hodnoty D(n) pron € {0,1,2,...,10}.

n |0] 1 2 3 4 ) 6 7| 8 9 10
D(n) |2]35|4.62|547(6.1|6.58[6.93|7.2|7.4|7.55|7.66

Tabulka 2: Hodnoty D(n)

Z zjistime, Ze rovnovaznym stavem mnozstvi u¢inné latky v téle je
D* = lim,,_.o, D(n) = 8 [em?].

Piiklad 5 (Umotovani). Umotovani je proces, pii kterém je splacen dluh
(ne)pravidelnymi platbami v pravidelnych intervalech. Kazda splatka se sklada
z Groku za piislusné obdobi a z ¢astky snizujici dluh (Gmoru).

Necht do kazdého obdobi vstupujeme s dluhem p(n), ktery je v tomto
obdobi tirocen s trokovou mirou r, vztazenou k platebni periodé. Na konci
n-tého obdobi je realizovana splatka g(n).

Formulace naseho modelu je zalozena na faktu, ze dluh p(n+1) na poc¢atku
(n+1)-ho obdobi je roven predchozi hodnoté dluhu p(n), k niz musime pficist
urok za posledni obdobi, rp(n) a naopak odecist splatku g(n). Tedy

p(n+1) =p(n) +rp(n) —g(n) = (1 +r)p(n) — g(n), p(0) = po,



kde py znaci pocatecni hodnotu dluhu. Jde o pripad s konstantnim koefici-
entem u p(n), takZe mizeme vyuzit (11)

p(n) = (L+7)"po+ > (14" *T = (14 7)"po +

n—1

p(n) = (L+7)"po+ > _(1+7)""g(k).

k=0

Ve specidlnim piipadu mutze jit o tlohu s konstantni splatkou (g(n) je
konstantni) nebo s konstantnim timorem (p(n+1)—p(n) je konstantni. Uloha
na vypocet pevného poc¢tu n konstantnich splatek 7' nas vede k rovnici p(n) =
0, konkrétné

Odtud

n—1

k=0

T =

Pro pg = 100000, »r = 0,1 a n = 5 dostaneme

T = 100000 [

.
PlT=a+n—]

0.1 ~ 26 380
1-(1+0,1)5] ‘

Umorovaci plan naleznete v tabulce (3.

1+ -1

T =0.

k | Dluh p(k) | Splatka g(k) | Urok rp(k) | Umor g(k) — rp(k) | Novy dluh p(k + 1)
0| 100000 26 380 10000 16 380 83620

1] 83620 26 380 8362 18018 65602

2| 65602 26 380 6 560 19820 45782

3| 45782 26 380 4578 21802 23980

41 23980 26 380 2398 23982 0

) 0

Tabulka 3: Umotovaci plan

Cviceni 2.1 a 2.2

1. Naleznéte teseni nasledujicich diferenc¢nich rovnic:

(a) z(n+1) — (n+ 1)z(n) =0, 2(0) = c.




(b) z(n+1) —3"x(n) =0, z(0) = c.
(c) z(n+1) —e*z(n) =0, z(0) = c.

(d) z(n+1) = 25x(n)=0,n>1,2(1) =c

2. Naleznéte obecné feseni nasledujicich diferen¢nich rovnic:

(a) y(n+1) = y(n) =2, y(0) = c.
(b) y(n+1) — Zqy(n) =4, y(0) = c.

3. Naleznéte obecné feseni nasledujicich diferenc¢nich rovnic:

(a) yin+1)— (n+ Dy(n) =2"(n+1)!, y(0) =c.
(b) y(n+1) =y(n)+e", y(0) = c.
4. (a) Napiste diferen¢ni rovnici popisujici pocet oblasti vytvofenych n

primkami v roviné, jestlize se kazdé dvé protnou, a to nejvyse dvé
v jednom bodu.

(b) Naleznéte zminény pocet oblasti vyfeSenim nalezené diferencni
rovnice.

5. Gama funkce je definovana jako I'(z) = [~ t*te~dt, z > 0.

(a) Ukazte, ze I'(x + 1) = 2I'(z), ['(1) = 1.
(b) Ukazte, ze pro n € N plati I'(n 4+ 1) = nl.
I'(z+1)

(c) Ukaite, ze 2 = z(z —1)---(z —n+1) = Tx—n+t1)

=)

. Prostor (3D) je rozdélen n rovinami, ze kterych zddné dvé nejsou rov-
nobézné a zadné ¢tyri nemaji spolec¢ny bod.

(a) Napiste diferen¢ni rovnici popisujici pocet vytvorenych oblasti.
(b) Naleznéte pocet téchto oblasti.

7. Ovéite (11).

8. Oveite (13).

9. Dluh $12.000 mé byt umofen stejnymi splatkami o velikosti $380 na
konci kazdého mésice, plus posledni splatkou, ktera miize byt mensi.
Sestavte splatkovy kalendafr pii rocni trokové mire 12% s mésiénim
pripisovanim troki.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

Uvazujte ptjcku ve vysi $80.000, kterd méa byt splacena stejnymi mé-
sicnimi splatkami. Naleznéte vysi této splatky, jestlize ro¢ni trokova
mira je 10%, pfipisovani trokl je mési¢ni a doba splaceni je 30 let.

Uvazujme, ze na konci kazdé periody ulozime sumu 7'do banky, ktera ji
aro¢i s rokovou mirou r vztazenou k dané periodé. Necht A(n) znaci
naspofenou c¢astku po n periodach.

(a) Napiste diferen¢ni rovnici, ktera popisuje A(n).

(b) Tuto diferen¢ni rovnici vyteste pro A(0) = 0, T" = $200 a r =
0, 008.

Bylo zjisténo, ze teplota télesa je 110°F. Déale bylo vypozorovano, ze
vzdy po dvou hodinach je zména teploty télesa dana jako —0, 3 nasobek
rozdilu predchozi teploty télesa a teploty v mistnosti, kterd je stéale
70°F.

(a) Napiste diferen¢ni rovnici, kterd popisuje teplotu 7'(n) télesa na
konci n-té periody.
(b) Naleznéte T'(n).

UvaZujete o hypotéce na 30 let pfi rocni trokové mife 8%. Kolik si
muzete dovolit pujcit, jestlize jste schopni splacet $1.000 mési¢né?

Radium se rozpadé v mife 0,04% ro¢né. Jaky je jeho polocas rozpadu?

(Urcovani stafi uhlikovou metodou) Je zndmo, Ze obsah uhliku Cyy
v rostlindch a télech Zzivocichii je v dobé jejich zivota stejny jako v
atmosfére. Po jejich tmrti obsah uhliku Cy4 v jejich tkénich klesa s
mirou 7.

(a) Naleznéte r, jestlize polocas rozpadu uhliku Cy4 je 5.700 let.

(b) Jak stara je zkoumand zvifeci kost, jestlize v ni zustalo 70% pt-
vodniho mnozstvi uhliku Cy47
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3 Linearni diferenc¢ni rovnice vyssiho radu

V této kapitole se budeme vénovat linearnim diferenénim rovnicim vyssich
radl s jednou nezavislou proménnou. Vyuziti takovychto rovnic je velmi Si-
roké, od popula¢nich dynamik (studium jednoho druhu), ptes ekonomii (stu-
dium jedné komodity) az k fyzice.

3.1 Diferenc¢ni pocet

Diferencni pocet je diskrétni analogii znamého diferencialniho a integralniho
poc¢tu. Uvedeme nékteré zakladni vlastnosti dvou operatorti, které jsou pod-
statné pri studiu diferenc¢nich rovnic.

Diferencni operdator

Az(n) =z(n+1) —z(n)

a Sift operdtor
Ex(n) =x(n+1).

Zatimco vztah pro E*¥z(n) je jasny,
E*z(n) = z(n + k),

pro A*x(n) to jiz tak zfejmé neni. Vypomtizeme si nésledujicim piepisem
nasich operatori,

A=FE—I, E=A+1,

kde I je operator identity, tj. Iz = x.
Nyni, s vyuzitim binomického rozvoje, dostavame

Afz(n) = (E —ID*z(n)

— zk:(—l)i (IZ) E*x(n)

- ﬁi(1y6>an+kw. (15)

Podobné muZzeme dostat



Operator A je protéjskem operatoru derivovani D v diferencidlnim poctu.
Oba operatory, A i E, jsou linearni:

Alaz(n) + by(n)] = aAz(n) + bAy(n)

Elaz(n) + by(n)] = aEx(n) + bEy(n),
pro vsechna a,b € R. Dtikaz na vas ¢eka ve cviceni.
Uvedme si dali dilezité vlastnosti? (jejich dikaz je opét ponechan na

cvideni):

> Aelk) = (n) — (o) 17)

A (Z x(k)) = x(n). (18)

Nyni si uvedeme tieti vlastnost operatoru A. Uvidime, Ze ji ma opét i

operator D.
Necht
p(n) = agn® + ayn* 4+ 4 ay

je polynom k-tého stupné. Potom

Ap(n) = [ao(n+1)* +ar(n+ 1)+ +a]
—[aon® + a1n* " + -+ + ay]

= agkn™' + ¢leny stupné niz&tho nez (k — 1).
Podobné lze ukazat, ze
A%p(n) = agk(k — 1)n*"2 + ¢leny stupné nizstho nez (k — 2).
Je zfejmé, Ze tento proces nas dovede ke vztahu
Afp(n) = agk!, (19)

a tedy
AFTip(n) =0, proi > 1. (20)

2Miizeme nahlédnout, Ze se jednd o analogie vztahti fab df(z) = f(b) — f(a) a
d([7 f(t)dt) = f(z) z diferncialniho poctu.
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3.2 Obecna teorie linearnich diferen¢nich rovnic
Normalni tvar nehomogenni linedrni diferencni rovnice k-tého Tdadu je nasle-
dujici:

y(n+ k) +pi(n)y(n+k —1) + -+ pe(n)y(n) = g(n), (21)
kde p;(n) a g(n) jsou realné funkce definované pro n > ngy a pg(n) # 0 pro
vSechna n > nyg.

g(n) = 0 — homogenni rovnice.
Pfi n = 0 mtzeme rovnici (21) pfepsat

y(k) = —p1(0)y(k = 1) — - = pr(0)y(0) + 9(0).
Takto mame vyjadieno y(k) a pro n = 1 dostaneme
y(k+1) = =pr(Dy(k) = - = pe(Dy(1) + g(1).

Opakovanim tohoto postupu mtzeme vypo¢ist vechna y(n) pro n > k. Toto
ilustruje nasledujici priklad.

Priklad 6. Uvazujme diferenc¢ni rovnici tfetitho fadu

y(n+3) — HLHy(n +2)+ny(n+1) —3y(n) =n, (22)
kde y(1) = 0, y(2) = —1 a y(3) = 1. Naleznéme hodnoty y(4), y(5),y(6) a
y(7)-

Reseni Rovnici prepiseme do vyhodnéjsiho tvaru

y(n+3) = y(n+2) —ny(n+1)+3y(n) +n. (23)

n+1

Nyni pro n = 1 a po dosazeni za y(1), y(2) a y(3) dostavame

y(4) = %y(?)) 1)+ 3y(1) +1 = %1 (-1 +3-041= g

Podobné pro n = 2

Pron =3 ] i
y(6) = 7y(5) = 3y(4) +3y(3) + 3 = —3.
Pron=14
89



Rekneme, Ze posloupnost {y(n)} -, nebo jednoduse y(n) je resenim (21),
jestlize tuto rovnici spliiuje (pro vSechna n > ny).
Prislu¢na pocatecni uloha:
yn+ k) +pi(n)yin+k—1)+-+p(n)y(n) = gn),  (24)
y(no) = ag,y(ng +1) =as,...,y(ng +k —1) ap—1, (25)

kde a; jsou realna cisla.
Véta 1. Pocdtecni dloha (24) a (25) ma pravé jedno teseni y(n).

Diikaz. Dtkaz vychézi z postupného vypoctu jako v prikladu [6. Postupné
pro n = ng,ng + 1,... dostaneme posloupnost {y(n)},~, .., coz nam ve

spojeni s poc¢atecnimi podminkami (25) déva celé fefeni {y(n)},, . Z po-

stupu vyplyva i jednoznacnost. [l

Iterativné tedy feSeni pocatecni llohy mtizeme ziskat vzdy, se ziskem ex-

vvvvvv

Proto se pozdéji omezime na tlohy s konstantnimi koeficienty p;.

V dalsim podrobné prostudujeme homogenni ¢ast linearni diferencni rov-
nice k-tého radu, tedy

y(n+k)+pi(n)y(n+k—1)+ - +pr(n)y(n) = 0. (26)
Uvedeme t11 dulezité definice.

Definice 1. Rekneme, ze funkce fi(n), fa(n), ..., f-(n) jsou linedrné zdvislé
pro n > ny, jestlize existuji konstanty ai,as,...,a, ne vSechny nulové a
takové, ze

ayfi(n) + azfo(n) + -+ +a,fr(n) =0, n >ne.

Jestlize napiiklad a; # 0, potom vydélenim pfedchozi rovnosti zjistime,
ze fj(x) se da vyjadfit jako linedrni kombinace ostatnich funkei,

fin) = =>" " filn). (27)
i#j

Pro dvojici funkei (r = 2) to znamend, Ze jedna je nasobkem druhé, fi(n) =
af2 (n)? a 7£ 0.

Opakem linearni zavislodsti je linedrni nezavislost:

(arfi(n) + asfo(n) + -+ arfr(n) =0, n>ng) = a1 =az = --- = a, = 0.

15



Piiklad 7. Ukazte, ze funkce 3", n3", a n?3" jsou linedrné nezavislé pro
n > 0.
Resend Rovnici
a13" + aan3” +asn?3" =0, n>0
podélime 3" a dostaneme
a1+ an+asn®> =0, n>0,

a tedy a; = 0. Rovnici

asn+azn® =0, n>0
podélime n a dostaneme

as+asn =0, n >0,
a tedy jiz vidime, Ze nutné také ay = a3z = 0.

Definice 2. Mnozinu k linearné nezavislych feseni (26) nazyvame funda-
mentalni mnozZina TeSeni.

V predchozim prikladu jsme si mohli uvédomit, zZe ovéreni linedrni neza-
vislosti jen podle definice nemusi byt vé(i% snadné. Nastésti existuje jedno-
dussi metoda zaloZena na tzv. casoratidnu®:

Definice 3. Casoratian W (n) feSeni z1(n), zo(n), ..., x.(n) je dan pFedpisem
x1(n) xo(n) e z.(n)
r1(n+1 To(n + 1 z.(n+1
oy | D e (n+1) o)
ri(n+r—1) xze(n+r—1) -+ z.(n+r—1)

Priklad 8. Uvazujte diferen¢ni rovnici
z(n+3)—Tz(n+ 1)+ 6z(n) = 0.
(a) Ukazte, ze posloupnosti 1, (—3)™ a 2" jsou jeji feSeni.
(b) Naleznéte casoratian posloupnosti z bodu (a).

Resent

3Diskrétni obdoba wronskidnu u diferencidlnich rovnic.

16



ad (a) Staci dosadit.

ad (b)

1
W(n) = det| 1 (=3t 20t
1 (_3)n+2 2n+2
+ 1 2n+1
1 2n+2

[+

|

B 1’ (—33"“ 2 '_(_3>n 1 (=3)

= —20-2"-(=3)".

D4 se ukézat, ze mnoZina k FeSeni je fundamentdlni (tj. lineArné neza-
visld), jestlize jeji casoratian W (n) neni nikdy nulovy (n > ng). To znamen4,
ze v predchozim piikladu, kde W(n) = —20-2"-(—3)", o fundamentalni mno-
zinu jde. Obecné ale nemusi byt snadné vypocist a vyhodnotit casoratian pro
kazdé n > ng. Nastésti 1ze vyjadiit W (n) jako soucin pomoci W (ng), coz nas
vede k nasledujicimu zavéru:

Diusledek 1. Predpokladejme, Ze pr(n) # 0 pro vSechna n > ng. Potom je
casoratian W (n) # 0 pro vsechna n > ng pravé kdyz W(ng) # 0.

Véta 2. MnoZina feseni x1(n),z2(n),...,xx(n) rovnice (26) je fundamen-
talni tehdy a jen tehdy, jestlize pro néjaké ng > 0 plati W (ng) # 0.

Piiklad 9. Ovéite, ze {n,2"} je fundamentdlni mnozinou feseni rovnice

3n — 2 2
" 1x(n+1)+ o

2 _
x(n + 2) p— w—

z(n) = 0.
Reseni Nejprve je samoziejmé tfeba dosadit ovéfovana feseni do rovnice.

Casoratian:
W n 2"

Podle véty 2] sta¢i nalézt jednu hodnotu ng, pro kterou W(ng) # 0. Nejjed-
nodussi bude vzit ng = 0, a tedy

W(O):det<(1) ;):—17“).

Podle véty 2/ jsou feseni n, 2" linearné nezavisla, a tak tvori fundamentalni
mnozinu feseni.

17



Priklad 10. Uvazujte diferen¢ni rovnici tietiho fadu
z(n+3)+3z(n+2) —4zx(n+1) — 12x2(n) = 0.
Ukazte, Ze funkce 2", (—2)™ a (—3)™ tvori jeji fundamentalni mnozinu Feseni.

Véta 3 (O existenci fundamentalni mnoziny feSeni homogenni tlohy). Jestlize
pr(n) # 0 pro vSechna n > ngy, potom (26) ma fundamentdlni mnozinu fesent
pro n > ny.

Ukazte, ze linedrni kombinace feSeni homogenni tilohy je také Fesenim
(26). Tento fakt nas vede k nasledujici definici obecného feseni.

Definice 4 (Obecné feseni homogenni tlohy). Necht {x;(n), x2/n), ..., zx(n)}
je fundamentalni mnoZina feSeni (26).
Potom obecné reseni (26) je dano vztahem

k

z(n) = Zaixi(n), a; € R.

=1

Kazdé feseni lze ziskat z obecného Feseni vhodnou volbou parametri
;.

18



Cviceni 3.2

1. Najdéte casoratian nasledujicich funkci a zjistéte, zda jsou linearné za-
vislé nebo nezavislé.

2. Pro nasledujici diferenc¢ni rovnice a jejich feseni

(i) urcete, zda jsou feSeni linedrné nezavisla a

(ii) naleznéte, pokud to ptujde (pouZzijte pouze dand FeSeni), obecna
feseni.

a) r(n+3) —3z(n+2)+3z(n+1) —z(n) = 0; 1,n,n

(a) z(n+3)

(b) z(n+2)+ z(n) = 0; cos (%) ,sin ().
) z(n+3)
) z(n+4)

(c) z(n+3)+z(n+2) —8x(n+1) — 12z(n) = 0; 3", (—2)", (—=2)"*+3.
(d) z(n+4) —16z(n) = 0; 2", n2", n?2".

X
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3.3 Linearni homogenni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty
Uvazujeme diferenc¢ni rovnici k-tého radu s konstantnimi koeficienty:
r(n+k)+pxn+k—1)+pan+k—2)+---+px(n)=0 (29
kde p; jsou konstanty a py # 0. Chceme pro ni nalézt fundamentalni mnozinu
feSeni a potazmo i obecné feSeni.
Postup bude pomérné jednoduchy. Budeme predpokladat, ze feseni

maji tvar A", kde A je komplexni ¢islo. Dosadime do (29) a dostaneme tzv.
charakteristickou rovnici

NN N2 =0, (30)

Jeji koteny nazyvame charakteristické koreny. Poznamenejme, ze ziejmé zadny
z nich neni nulovy, nebot p; # 0.
Mohou nastat dva zakladni ptipady:

(a) Charakteristické kofeny A1, ..., \x jsou rizné. Dokdzeme, Ze v tomto
pripadé funkce AT, A3, ..., A} tvoii fundamentalni mnozinu feSeni (29).

Postaci ukazat, ze W (0) # 0.

we)=det| 7 Co (31)
)\I{;—l )\]26'—1 . )\/]z.—l

Tento determinant se nazyva Vandermodiv a da se ukazat (pokuste
se), ze

wo) =TT - M.

1<5<k
takze W(0) # 0 a {A7, A}, ..., A}} je opravdu fundamentalni mnozinou
IeSeni :
Obecné feseni (29) méa tedy tvar

k

z(n) =Y @\, a; €R. (32)
i=1
(b) Ndsobné charakteristické koteny A1, ..., A\, s odpovidajicimi ndsobnostmi
mi, Ma, ..., m,. V tomto piipadé miuzeme (29) zapsat jako
(B = M)™(E = X)™ - (B = A)™a(n) =0, (29')
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Zde je dilezité, ze feseni 11(n),e(n), . .., ¥, (n) rovnice
(E—X\)™z(n)=0

jsou zaroven Fesenimi rovnice (297).

Lemma 1. Mnozina
Gy = {A\,nAP, n® A, n™ I
je fundamentdlni mnoZinou teSeni rovnice (E — \;)™ixz(n) = 0.
Dusledek 2. Mnozina .
G=Ja
i=1
je fundamentdlni mnoZinou teseni (29).
Dusledek 3. Obecné resent (29°) je ddno vztahem
z(n) = Z A (a0 + ann 4 apn® + -+ Q0™ ).
i=1
Piiklad 11. Reste rovnici
r(n+3) — Tz(n+ 2) + 16x(n + 1) — 122(n) = 0,
2(0) =0,z(1) = 1,2(2) = 1.
Reseni Charakteristickd rovnice:
AP —TA? 161 — 12 = 0.
Charakteristické koteny:
M =2= X, A3 =3,

tedy nasobné.
Obecné Teseni:
z(n) = ap2" + a;n2" + 03",
Po dosazeni pocatecnich podminek dostaneme
ag = 3,@1 = 2,b1 = —3,
a tedy TreSsenim pocatecni ulohy je

z(n) =3-2" 4 2n2" — 3",
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Piiklad 12 (Komplexni charakteristické kofeny). Predpokladejme, Ze rov-
nice
z(n+2)+prz(n+ 1)+ px(n) =0

mé komplexni charakteristické kotfeny
M =a+1i0, d=a—10.
Jeji obecné Teseni by tedy mélo tvar
z(n) = c(a+if)" + co(a —if3)".

Zopakujme si, Ze bod («, 3) v komplexni roviné odpovidd komplexnimu bodu
a + i3. V polarnich soutradnicich:

a=rcosf, [=rsinl, r= /a?®+ (2 9:arctan<é>.
a

D4 se ukazat, ze
z1(n) =r"cos(nf) a xs(n)=r"sin(nh)

jsou dvé linedrné nezavisla reseni.
Napriklad rovnice
(E* +1)x(n) =0 (33)

ma dva komplexné sdruzené charakteristické koteny

Tudiz -
a:O,ﬂ:il,T:1,9:i§

a tedy budeme ovétovat, ze
z1(n) = 1" cos(ng) a wa(n)=1" sin(ng)

jsou dvé linedrné nezévisla feSeni rovnice 33!

Reseni: (E* 4+ 1)z1(n) = z1(n+ 2) + z1(n) = cos((n + 2)3) + cos(n) =
cos(ng + ) + cos(ng) = — cos(nf) + cos(ng) = 0. Obdobné i pro z3(n) =
sin(nf).

Nezavislost: casoratian pro n =0

cos(ny) sin(n%)

W(0) = det ( cos((n+ 1)) sin((n +1)%) ) = =170
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Piiklad 13 (Fibonacciho posloupnost (Krali¢i problém)). Krélici se mnozi,
kazdy par vrhne na konci kazdého mésice (kromé prvniho) svého zivota dalsi
par. Mnozstvi part kralikd na konci n-tého mésice oznacime F'(n). Rozdélme
si tyto pary na nedospélé (na konci nasledujictho mésice jesté nevrhnou, ale
stanou se dospélymi) a dospélé:

F(n) = Fo(n) + Fi(n).

Na konci nasledujiciho mésice tedy Fj(n) para vrhne dalsi par a Fo(n) part
dospéje (zadny kralik neumird ani neztraci plodnost), coz muZzeme zapsat
nasledovné:

Fo(n+1) = Fl(n),
Filn+1) = Fi(n)+ Fy(n) = F(n),
Fn+1) = Fyn+1)+ Fi(n+1)=Fi(n)+ F(n).

Podobné i v néasledujicim mésici:

Fo(n+2) = Fi(n+1)=F(n),
Fin+2) = Fi(n+1)+ Fn+1)=F(n+1),
Fin+2) = Fn+2)+FAn+2)=Fn)+Fh+1).

Dostali jsme tedy (Fibonacciho) diferen¢ni rovnici druhého fadu
Fn+2)=Fn)+ F(n+1).
Jeji chrakteristickd rovnice
M-A-1=0

ma dva kofeny

1+45 1-5
== .

(07

Obecné feSeni:

F(n)=a <1+2\/5> + as (1_2\/5> , n>1.

Uvazujme mnozeni od jediného paru, ktery je sam vrzen na konci prvniho
mésice. Tomu odpovidaji po¢atecni hodnoty F'(1) =1 a F'(2) = 1. Po dosa-
zeni dostaneme

a1 = , Qg = —

8-
Bl
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Nésledné:

Zajimavé je, ze

i FOD _14VE e
n—00 F(n) 2

coz je tzv. zlaty pomer.

Cviceni 3.3

V nasledujicich cvic¢enich najdéte obecné feseni uvedenych diferencnich rov-
nic.

Piipometime, 7e E je tzv. Sift-operator: Ex(n) = z(n + 1), E¥z(n) =
z(n+k). Zépis (E—2)2z(n) = (E?*—4E+4)z(n) = z(n+2)—4x(n+1)+4z(n)
nam umoznuje zapsat diferencni rovnici zptsobem, ktery pfipomina zapis
polynomu ve tvaru soucinu kofenovych c¢initeld, takze okamzité vidime, jaké
mé diferen¢ni rovnice charakteristické kofeny (zde A\; = Ay = 2).

—_

. x(n+2) — 162(n) = 0.

2. z(n+2) + 16z(n) = 0.

3. (E—=3)2(E2+4)z(n) =0 (= Ay = Ao = 3, A3 = 2i, Ay = —2i).
4. N3z(n) = 0.

5. (E? 4 2)%x(n).

6. z(n+2) —6x(n+ 1) + 14z(n) = 0.
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3.4 Linearni nehomogenni rovnice: metoda neurcitych
koeficientua

V poslednich dvou oddilech jsme se vénovali teorii linedrnich homogennich
diferenc¢nich rovnic. V piipadé rovnic s konstantnimi koeficienty umime najit
jejich Teseni. Zde se vratime k nehomogennim linearnim diferen¢nim rovnicim
k-tého tadu,

y(n+ k) +pi(n)y(n+k—=1) + -+ pe(n)y(n) = g(n), (35)

kde p;(n) a g(n) jsou redlné funkce definované pro n > ng a pg(n) # 0 pro
vSechna n > nyg.

Na tuto rovnici mizeme pohlizet tak, Ze leva strana popisuje néjaky fy-
zikalni systém a g(n) se bere jako vnéjsi Cinitel, pficemz studujeme, jakym
zpusobem y(n) (vystup) reaguje na g(n) (vstup).

Nez prejdeme k obecnym vysledkim, polozme si otazku, zda mnozina
feseni nehomogenni tlohy tvofi vektorovy prostor. Jinymi slovy, je linedrni
kombinace dvou Teseni opét feSenim? Odpovime si pomoci nasledujiciho pti-

kladu.
Priklad 14. Uvazujme rovnici
yn+2)—y(n+1)—6y(n) =>5-3"
(a) Ukazte, ze y1 =n-3"!a ys = (1 +n)3"! jsou FeSenimi nasi rovnice.
(b) Ukazte, ze y(n) = ya(n) — y1(n) neni feSenim.
(c) Ukazte, Ze ¢(n) = cn3"!, ¢ € R, neni feSenim.
Resen
ad (a) Provedte sami.

ad (b) y(n) = y2(n) —y1(n) = n-3"1 — (1 4+ n)3"! = 3", Dosazenim do
rovnice obdrZzime

3l 3" —6.3"1=3"3-1-2]=0#5-3"

ad (c) Zde opét pomoci dosazeni zjistime, ze p(n) neni feSenim.
Zdver

(i) Z piikladu je zfejmé, Ze feSeni nehomogenni (na rozdil od homogenni)
ulohy netvori vektorovy prostor. Ani soucet, ani nasobek feSeni neni
dalsim fesenim.
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(ii) Bod (b) poukazuje na obecnou vlastnost feseni nehomogenni tulohy,
jmenovité je rozdil dvou feseni feSenim homogenni tilohy. Tento zavér
je formulovan v nasledujici véte.

Véta 4. Jestlize y1(n) a y2(n) jsou resenimi nehomogenni ulohy (35), potom
jejich rozdil, x(n) = y1(n) —ya(n), je fesenim odpovidajici homogenni ulohy

y(n+k)+pi(n)y(n+k—1)+--+pp(n)y(n) = 0. (36)
Diikaz. Provedte sami. O

V dalsim budeme pouzivat nasledujici oznaceni. Obecné feSeni homo-
genni tlohy budeme nazyvat komplementdrni a znacit y.(n), zatimco feseni
nehomogenni tlohy budeme nazyvat partikuldrni a znaéit y,(n). Nésledujici
vysledek ukazuje, jakym zptsobem miizeme najit vSechna feseni nehomo-
genni tlohy pii znalosti jednoho partikularniho feseni.

Véta 5. Libovolné teseni y(n) nehomogenni dlohy (35) lze zapsat jako

y(n) = yp(n) + Z a;zi(n),

kde {x1(n),z2(n),...,zx(n)} je fundamentdini mnoZina Teseni homogenni

ulohy (36).

Diikaz. 7 véty 4] vime, ze rozdil dvou partikularnich feseni je feSenim homo-
genni ulohy, a tedy musi platit, ze

() = 1y() = 3 (),

pro n€jaké konstanty a;. O]
Nyni tedy vime, zZe obecné feSeni nehomogenni tlohy lze zapsat jako
y(n) = yp(n) + ye(n). (37)

Nyni obratime pozornost na hledani partikularniho feseni nehomogenni
ulohy s konstantnimi koeficienty,

yin+k)+pyin+k—1)+ -+ pry(n) = g(n). (38)

Pouzijeme metodu neurcitych koeficienti. Tato metoda je postavena na inte-
ligentnim odhadu tvaru partikuldrniho feSeni. Tento (trochu neurcity) tvar
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dosadime do rovnice a dohleddme (zatim neurcité) koeficienty. Pro tuplné
obecné g(n) tato metoda neni efektivni, ale ukdzeme, ze lze definovat pra-
vidla postupu ve specidlnim piipadé, kdy g(n) je linedrni kombinaci ¢lenti

a", sin(bn), cos(bn) a nF, (39)
nebo jejich soucint, jako jsou napiiklad

a"sin(bn), a™n®, a™n"cos(bn),. ... (40)

K formulaci neurcitého tvaru partikularniho feSeni vyuZzijeme tabulku [4

g(n) Yp(n)
a” ca”
nk co+cin+ -+ ent

nka coa™ + cina™ + - - + cpnFa®
sin(bn), cos(bn) ¢y sin(bn) + ¢4 cos(bn)
a"sin(bn), a cos(bn) (c1sin(bn) + co cos(bn))a™

a™nF sin(bn), a"n¥ cos(bn)  (co + cin + -+ + ¢xn¥)a” sin(bn)
+(do + dyn + - - - + dgn*)a™ cos(bn)

Tabulka 4: Partikularni feSeni y,(n).

Pti znamém tvaru obecného feseni homogenni tlohy musime uvazovat
dva oddélené pripady:

1. V neurcitém tvaru partikularniho feseni se nevyskytuji funkce funda-
mentalni mnoziny feSeni homogenni tlohy. V tomto pfipadé y,(n) z
tabulky [4/ dosadime zpét do (38) a najdeme hodnoty koeficienti.

2. Pokud se v neurc¢itém tvaru partikularniho feseni vyskytuje funkce fun-
damentalni mnoziny reSeni homogenni tlohy, potom ji nasobime dosta-
tefné vysokou mocninou n a opét dosadime zpét do (38) a najdeme
hodnoty koeficient.

Ye yp z tabulky Y, upravené
3" 3" n3"

3" +n3" | n?23"
a" cos(bn) | (c; sin(
a” (c1 sin(

n) + cs cos(bn))a™ | n(cysin(bn) + ¢y cos(bn))a”
n) + ¢z cos(bn))a™ | (c1sin(bn) + c; cos(bn))a”

b
b
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P#iklad 15. Reste diferen¢ni rovnici
y(n+2) +y(n+1) — 12y(n) = n2". (41)

Reseni Charakteristické kofeny homogenni rovnice jsou A\; = 3 a \y = —4, a
tedy obecné feseni homogenni tlohy je

Ye(n) = 13" + co(—4)".
Podle tabulky bude mit partikularni feseni tvar
Yp(n) = a12" + agn2”,

Neobsahuje prvky fundamentalni mnoziny feseni homogenni tlohy, takze mu-
zeme piimo dosadit zpét do (41) a dostaneme

a12"2 +ay(n +2)2"% + a2 4 ag(n + 1)2"T — 12a,2" — 12a9n2" = n2",
(10ay — 6a1)2" — 6agn2™ = n2".

Tudiz
10ay — 6a; =0, a 6ay =1,
tedy
-5 —1
a — Gy = —
1 18 3 2 6
Partikularni feSeni 5 ]
— _2n = 2n
vp(n) = 752" — §n2"

a obecné feSeni

y(n) = yp(n) +ye(n) = I—;T - én2” +ad" +e(—4)"
Pi#iklad 16. Reste diferen¢ni rovnici
(E—3)(E+2)y(n)=5-3" (42)
Reseni Obecné feseni homogenni rovnice (E — 3)(E + 2)y(n) = 0 je
Ye(n) = 13" + co(—2)".

Tabulkovy tvar partikularniho feseni

Yp(n) = 3"
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obsahuje prvek (3") fundamentalni mnoziny feSeni homogenni tlohy, takze
upravime na
yp(n) = cn3™.

Dosadime do ptivodni rovnice (42) a dostaneme
c(n+2)3"?% — ¢(n +1)3"" + 6cn3" =5 - 3",

a tedy
c=-,
3
¢imz y,(n) = n3""! a obecné feSeni (42) je
y(n) =n3""1 4 13" + ca(—2)"

Priklad 17. Reste diferen¢ni rovnici

y(n+2) + 4y(n) = 8(2") cos (%) : (43)

Reseni Charakteristickd rovnice a kofeny homogenni tlohy:
Npd=0= N\ =2i, \y=—2i.

Po pfevodu na polarni soufadnice, r = 2, § = 7/2, podle ptikladu 12| dosta-

neme
Ye(n) =2" <01 cos (%) + cosin (%))

Vsimnéte si, Ze ¢len 2" cos (%X) se objevuje v y.(n), takZe zakladni tvar y,(n)

z tabulky 4/ pro g(n) = 8(2") cos () rozsfiime o n:

Yp(n) =2" (cm oS (%) + bn sin (%)) . (44)

Dosadime z (44) do (43) a dostaneme
2 2
2" +2 {a(n + 2) cos (@) + b(n + 2) sin <@)]

) "\ L psin ()] = 8- 27 cos (7
+4 -2 [ancos(2>+bnsm<2ﬂ 82008(2).
Odtud s apravami cos (%) = cos (% + 7r) = — oS (%) a sin ("2—”) = sin (% + 7r) =

—sin (%) dostaneme

12 a1 () s 23 (1)
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+4.2" [an cos (Z—W) + bn sin (%)} = 8- 2" cos (%) ,

coz vede k

82" [—acos (%T) — bsin (%Tﬂ = 8- 2" cos <n77r> ,

a tedy porovnanim koeficientti u cos a sin zjistime, ze a = —1 a b = 0.

Dosadime zpét do (44):

Yp(n) = —2"n cos (n27r) :

Celkové obecné Feseni nehomogenni tlohy (43):

o) =2 (encos (57 casin () = mcos () )

Cviceni 3.4

Pro tlohy 1-6 naleznéte partikularni feseni.

+6y(n) =1+n.

(n

2. y(n+2)+ 8y(n
(n+1) +4y(n) = 4" — n?.
(n

+1)

+ 1)+ 12y(n) ="
1)

+ 1)

4. y(n+2) + 8y + Ty(n) = ne".

(n+2)
(n+2)
3. y(n+2) —5y(n
(n+2)
5. y(n+2) —y(n) = ncos (%).
6. (E?+9)?y(n) = sin (%) — cos (%).
Pro tlohy 7-9 naleznéte feseni diferenc¢ni rovnice.
7. A%y(n) =16, y(0) =2, y(1) = 3.
8. A%y(n) + Ty(n) = 2sin (%), y(0) =0, y(1) = 1.
9. (E—3)(E?+ 1)y(n) =3, y(0) =0, y(1) =1, y(2) = 3.
Pro tlohy 10 a 11 naleznéte obecné feseni diferencni rovnice.
10. y(n+2) —y(n) = n2"sin ().

11. y(n+2) + 8y(n + 1) + Ty(n) = n2™.
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