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1. CisLA A GISELNE OBORY

1.1. Ciselné obory.
N pfirozena cisla
N={1,2,3,...} (bez nuly!)

Formalné 1ze zkonstruovat z prazdné mnoziny, ozn.
0:={}, prazdnéd mnozina

1:={0}={{}}, jednoprvkova mnozina,

2:={0,1} = {{ A }}}, dvouprvkové mnozina,

n+1:={0,1,2,...,n}, n + 1-prvkova mnozina.

Umime +, ., usporadat (m < n def. jako m € n, pfipadné m < n def. jako m = n nebo
m € n).
7. cela cisla
7 ={0,+£1,+2,43,...}
Umime +, ., <, navic —.
Q racionalni ¢isla (zlomky)
Q={®, meZ, neN}

o
Umime +, ., <, —, navic : , obsahuji ,, mezery“.
R reédlna ¢isla (vsechny body na piimce)
C komplexni ¢isla

1.2. Vlastnosti s¢itani a nasobeni.
(a+b)+c=a+(b+c) asociativni zakon
a+b=b+a komutativni zakon
3 (existuje) prvek 0 tak, Ze a+0=a nulovy prvek k +
V (pro vSechny) a existuje prvek —a tak, ze a + (—a) =0 opacny prvek

Tyto vlastnosti definuji (komutativni) grupu.

(a.b).c = a.(b.c) asociativni zakon
a.b=b.a komutativni zakon
d prvek 1 tak, ze a.1 = a jednotkovy prvek k .

a.(b+c)=ab+a.c distributivni zédkon

Tyto vlastnosti definuji (komutativni) okruh.

Y a # 0 existuje prvek a~! tak, ze a.a™t =1 inverzni prvek

Tyto vlastnosti definuji (komutativni) téleso.



2. ZAKLADY KOMBINATORIKY

2.1. Motivace. Zékladni kombinatorické pravidlo: z m riznych (=rozlisitelnych) prvki {aq, ..., an}
an ruznych prvka {by,...,b,} lze vytvofit m.n part (a;, b;) obsahujicich jeden prvek z kazdé skupiny.
Pro trojice (az r-tice) plati obdobné pravidlo: {cy,..., ¢} dava m.n.l trojic (a;, b;, cx)-

V praktickych prikladech pouzivame nésledujici reformulaci: Pokud vybirame k-krat za sebou,
pricemz v i-tém kroku je n; riznych moznosti, potom je celkem nq.ns...n; raznych vysledki.

Priklad 1.

(a) Lidé - pohlavi (m, 7) 2, stav (svobodny, Zenaty, rozvedeny, ovdovély) 4, profese (...) feknéme
17. Tedy celkem je 2.4.17=136 rtuznych kategorii.
(b) Umistujeme k (rozlisitelnych) kouli do n (rozlisitelnych) pfihradek. Pro kazdou kouli je n

moznosti, tedy celkem n.n...n = n* moznosti. 0
——
ke—krat
2.2. Usporadany vybér (variace). Z n prvku {ai,...,a,} vybirAme usporadané k-tice
(CLil, ooy aik)

(pro jednoduchost, napt. postupné po jednom prvku). Pak mame dvé moznosti:
(i) vybér s opakovanim
— v kazdém kroku vybirdme z celé skupiny
— celkem je

V(n, k) :==nn...n=n"
moznosti
(ii) vybér bez opakovani
— vybirany prvek uz neni v dané skupiné pritomen, nelze ho uz vybrat podruhé
celkem je

v(n,k) =(n)r :=n.(n—1).(n—2)...(n—k+1)

moznosti
— pro k > n polozime (n); := 0 (nelze vybrat napt. 3 prvky z dvouprvkové mnoziny, aniz
bychom se opakovali)

Specialnim piipadem variace je permutace pro k = n, neboli permutace je usporadany vybér n
prvki z n prvki (bez opakovani),
p(n) =v(n,n)=(n),=n.(n—-1).(n—2)...(n—n+1) =n!

moznosti. Dodefinujme 0! := 1.

Priklad 2. Usporadéani 3-prvkové mnoziny, celkem 3! = 6 moznosti

123 132 213 231 312 321.
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2.3. Neusporadany vybér (kombinace). Nezalezi na potradi prvk, ale jen na tom, zda byl dany
prvek vybran. Tj., kolika zptsoby lze vybrat k prvka z celkem n prvka?

(i) Kombinace bez opakovani — Zalezi-li na poradi, pak mame (n); moznosti. Nechceme ale
rozliSovat téch k! moznosti, kdy maji vybrané prvky pouze rizna poradi. Proto je celkem

o(n, k) = (n)p  n(n—1)...(n—k+1) nl _(n)

K k! T =KLk \k

moznosti. Dostavame tzv. kombinacni ¢islo (téz binomicky koeficient). Udéava také koeficient
v binomickém rozvoji vyrazu (a + b)",

(a+b)"=a"+na"'b+nn—1)a""2*+- - +nab" ' +b"

_ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
—<O>a +<1)a b+<2>a b” + +<n_1)ab +<n)b

— i (Z) a" Rk,

k=0

Vlastnosti kombinacnich ¢isel

(-G G- ()G
§=0 <Z) =2 (a=b=1) Zk (k) =n2""" (induki).

Pascaltv trojihelnik

n= R ) 1

n= ) (0) ) (1) ) 1 1

n= (0) (1) (2) 1 2 1
n=3 (o) (1) (5) (5) 13 3 1

n= (o)
n=>5 (j () () () (2) 6 1 5 10 10 5
n (%) (k1)
n+1 (k)
(ii) Kombinace s opakovanim — neusporadany vybér k prvka z celkem n prvki, pficemz kazdy
prvek miizeme brat vicekrat

o [ D) o3 o,y L2 L 13 @) o o @)
ptvodnich n prvki, k — 1 zolikd, kazdy jiz
vybirdme po jednom + vybrany prvek je

exemplafi z nich dale zastoupen
zolikem

celkem 7 + k — 1 prvkit, z nich# vybirame k prvki

Celkem je tedy
C(n, k) := <n+Z a 1)

moznosti.



Nebo: Prvky umistime do posloupnosti (ptivodné n ptihradek)

e, o o o© ‘ &, o0 © ‘ o3 ‘ e, O O

7

n+k 1 prvku

Potfebujeme nyni akorat védét, kolik prvki je v kazdé prihradce, tedy C'(n, k) je po¢et umis-
téni n — 1 prihradek, tedy

n+k—1
C(n, k) = .
= ("0
Priklad 3. Kolik feSeni méa v N rovnice
T+ X+ -+ a1 =n7 (1)
Nejprve v Z, := N U {0}. Kazdé teseni (y1,v2,...,yx) spliiujici rovnici (1) miZzeme popsat jako
posloupnost 1 a 0:
111111 0 111 0 Jl1111i111z o0 ... O 1111 |
~—— ~~ — ~—~—~
y1-krat yo-krat y3-krat Yp-krat

ve které je celkem n jednicek a £ — 1 nul. A naopak, kazda takova posloupnost urcuje néjaké reseni.

Protoze je celkem ("H;_l) takovych posloupnosti, je i presné tolik feSeni v Z .
Pro feseni v N uvazme, ze (x1, s, . . ., x1) je FeSeni rovnice (1) pro x; € N, pravé kdyz celd nezaporna
Cisla y; := x; — 1 tvori feseni (y1, ¥y, ..., Yx) Vv Z, rovnice
Y1 +y2+ - +yp=n—k. (2)

Podle predchozi ivahy je pocet téchto reseni

(-6

2.4. Vybér obsahujici prvky dvou (a vice) druhii. Necht je k; prvka 1. druhu a ko prvka 2.
druhu, ptficemz prvky daného druhu jsou nerozeznatelné. Oznac¢me k := k; + ko. Kolika zptisoby lze
usporadat takovou mnozinu?
1. Tfeseni — Prvky oznacime cisly
1,2, k,ki+1,... k.
1. a}uh 2. (i,ruh

Dostavame k riznych prvkd, jejichz usporadani je k!. NerozliSujeme ale k;! a ky! usporadani

v ramci daného druhu prvki, celkem je tedy

k!
k! ko!

moznosti.
2. feSeni — Vybereme ki pozic z celkového poctu k pozic, na které umistime prvky 1. druhu
(zbytek obsadi prvky 2. druhu), tedy méme (,fl ) moznosti. Nebo naopak, (:2 ) moznosti.

Necht &y +ko+- - -+k,, = n, kde k; € N. Pocet zptsob1i, jakym lze n prvki rozdélit na posloupnost
m Casti, z nichz 1. ¢ast obsahuje k; prvki, 2. ¢ast kg prvku, ..., m-ta cast k,, prvku, je
n!

P(ky ko, ... km) = Eilk! o k!
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Toto ¢islo se nazyva multinomicky koeficient (pro m = 2 mame binomicky koeficient), téZ permutace
s opakovanim.



3. ELEMENTARNI PRAVDEPODOBNOST

3.1. Nahodné jevy. Elementarni jevy jsou mozné vysledky nahodného pokusu, tvoii tzv. zakladni
prostor. V tomto pfedmétu budeme uvazovat pouze konecné mnoho elementarnich jevi.

2 (omega) zakladni prostor — neprazdna mnozina moznych vysledki ndhodného pokusu. Tedy

Q={wi,ws,...,wy}

A jevové pole — systém podmnozin zékladniho prostoru 2 s urc¢itymi vlastnostmi. Vzhledem ke
kone¢nosti mnoziny 2 budeme vzdy uvazovat systém vSech podmnozin.

A, B,C,... ndhodné jevy (prvky mnoziny A), tedy A, B,C C Q.

Priklad 4. Hazime kostkou, 2 = {wy,ws,...,ws}, tj. padne ¢islo 1,2,...,6. Necht
A =A{w,ws, w3} padne ¢islo mensi nez 4,
B = {w1,ws,ws} padne liché ¢islo,
C = {w,wq, w3, Wy, ws } nepadne ¢islo 6.

O
Piiklad 5. Hazime dvémi kostkami (neboli hédzime 2-krat jednou kostkou). Necht
A= {(wl, ws3), (We, ws), (w3, wl)} padne soucet 4.
O
Priklad 6. Umisténi 2 rozlisitelnych kouli do 2 rozlisitelnych pfihradek,
Q={ {ab,—}, {a,b}, {b.a}, {—,ab} } ... 4prvky
w1y wo ws Wy
Necht
A = {wq, w3, ws} prvni piihradka mé nejvyse jednu kouli,
B = {w1,ws, w3} prvni pfihradka mé alespon jednu kouli,
C ={wy,ws} =ANDB  prvni piihradka ma pravé jednu kouli.
O
Priklad 7. Umisténi 2 nerozlisitelnych kouli do 2 rozlisitelnych ptihradek,
Q= {{wx, =}, {x,#}, {—#x}} ... 3prvky
0]

Priklad 8. Umisténi 2 nerozlisitelnych kouli do 2 nerozlisitelnych prihradek,
Q= {{wx, =}, {*,*}} ... 2prvky



Priklad 9. Hazime kostkou do travy,

Q= {w17w27 cee 7(“)67(“)77(“)8}7

kde w;=kostka ziistane na hrané, wg=zakutali se.

O

Vzdy zalezi na dohodé, konvenci, dané situaci, co se rozhodneme povazovat za zakladni prostor.

Terminologie ndhodnych jevi:

Q

0, {}
{w}

AN B, NierA;
AU B, U A;
ACB
A\ B

ANB =1
O\ A=: A°

jev jisty

jev nemozny

elementéarni jev

spole¢né nastoupeni ndhodnych jevii (prunik)
nastoupeni alespori jednoho ndhodného jevu (sjednoceni)
jev A ma za dusledek jev B

nastoupi jev A a soucasné nenastoupi jev B (rozdil)
jevy A a B jsou neslucitelné

jev opacny k jevu A (komplement)

3.2. Pravdépodobnost. Pravdépodobnost P je realna funkce P : A — R s vlastnostmi

(i) nezaporna: P(A) >0

VA € A,

(ii) aditivni: P(AU B) = P(A) 4+ P(B) pro neslucitelné jevy A, B,

(ili) normovana: P(£2) = 1.

V nasem pripadeé, kdy je 2 konecnd mnozina, je

kde |A]| je pocet moznych vysledkt pfiznivych jevu A a |Q] je pocet vSech moznych vysledki.

_ A

P =T

= relativni ¢etnost,

Nevylucujeme moznost, ze néjaky elementarni jev ma nulovou pravdépodobnost. Takovy jev pak
Ize teoreticky z mnoziny 2 vypustit. Prakticky ale casto nezname pravdépodobnosti jednotlivych
elementarnich elementarnich jevii, tedy ani nemusime dopfedu znat ty elementarni jevy s kladnou

pravdépodobnosti.

Priklad 10.

(a) Stejné jako v Prikladu 5 (hézeni 2 kostkami) je

A = padne soucet 4, |A| =3, [Q] =36, P(A)

3 _ 1
36 12

(b) Stejné jako v Piikladu 9 (héazeni kostkou do travy) mtzeme odhadnout, ze

Dohromady je P({wy, ..

P(w7) = 0.6 (zlstane na hrané)
P(wg) = 0.1 (zakutali se)
P(wl) ::P(w6)2005

S ws)) =1



Klasicka pravdépodobnost ... vSechny elementarni jevy maji stejnou pravdépodobnost
1 1
Plw) = — = —.
(wi) o n
Tedy Priklad 10(b) neni klasicka pravdépodobnost. V klasické pravdépodobnosti je pak pro ndhodny
jev A= {wb s ,(Uk} = Zf:l P(wz) = %

Zékladni pravidla:

P(AUB) < P(A) + P(B)

Je-li elementarni jev w € A a zaroven w € B, potom je na pravé strané pocitana jeho pravdépo-
dobnost dvakrat. Proto je

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

Pro vice ndhodnych jevi se toto pravidlo nazyva jako princip inkluze a exkluze, viz skripta Véta 1.31.

Jsou-li A, B neslucitelné, tj. pokud je P(AN B) = 0, pak je
P(AUB) = P(A)+ P(B)

(jak vime z definice pravdépodobnosti).

Hypergeometrické rozdéleni — mnoho kombinatorickych tloh vede na nésledujici priklad. V mno-
7iné o n prvcich je ny bilych a ny = n —ny éernych. Nahodné vybereme k prvkia (k=1,...,n). Jakd
je pravdépodobnost p;, Ze ndhodné vybrand mnozina bude obsahovat pravé i bilych prvka? (Zrejmé
je i < min{ny, k}.)

Néahodné vybrana k-tice obsahuje prave i bilych a & — ¢ ¢ernych prvki. Bilé prvky lze vybrat ("21)
zpusoby, ¢erné prvky lze vybrat (k"_zz) zpusoby. Celkem je tady hledana pravdépodobnost

RG]
0

(3)

Piiklad 11. (Kontrola kvality) Bedny s n vyrobky prochazeji kontrolou, kdy se ndhodné z bedny
vybird k vyrobkt. Vadnych vyrobka (=bilé prvky) je v celé bedné n; — neznamy pocet. V k ndhodné
vybranych vyrobcich kontrola najde ¢ vadnych. Pak pravdépodobnost spliiuje vztah (3), ze kterého
1ze odhadovat na zakladé vypozorovanych ¢isel velikost ¢isla ny (tzv. statisticka analyza). O

3.3. Podminéna pravdépodobnost.

Priklad 12. Populace N lidi obsahuje N4 barvoslepych lidi a Ny Zen. Necht

N,
A = nahodné vybrand osoba je barvoslepd  P(A) = WA’
, y , o Ny
H = néhodné vybrana osoba je zena P(H) = -
Zajimame se o podmnozinu této polulace, jez tvori pouze Zeny. Necht Ny, je pocet barvoslepych
Ny

zen. Pak je pravdépodobnost vybéru barvoslepé zeny z populace Zen rovna N—I;‘, neboli je to prav-
dépodobnost, Ze vybrana osoba je barvoslepa za podminky, Ze je Zena:

Ny, M2 pPANH)
(A/H) Ny Ny P(H)
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Necht H (hypotéza) je ndhodny jev s kladnou pravdépodobnosti. Pro libovolny nédhodny jev A

definujeme
P(ANH)

P(H)
a ¢teme jako podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky (nastoupeni jevu) H.

P(A/H) = (4)

Jestlize maji vSechny elementarni jevy stejnou pravdépodobnost, pak je

P(A/H) = |A|2[|H|

jako v Prikladu 12.

Kazdy vybérovy podsoubor lze povazovat za samostatny soubor. Potom se podminéna pravdépo-
dobnost v ramci tohoto podsouboru stava normalni pravdépodobnosti.

Priklad 13. Pojistovna studuje vyskyt pojistnych udalosti zptisobenych bleskem (jev A). Zfejmé mé
pojistovna nékolik kategorii pojistovanych objektt (primyslové, rodinné domy, méstské, venkovské,
atd.). Ozn. jev H — skoda na primyslovém objektu. Tedy Skody bleskem zpusobené bleskem na
prumyslovych objektech jsou pak chapany ve smyslu P(A/H).

Ovsem pro jinou pojistovnu specializujici se na priumyslové objekty je H cely zakladni prostor a
P(A/H) se redukuje na P(A). O

Vsechny véty pro pravdépodobnosti ndhodnych jevii 1ze chédpat (=pfepsat) do podminéné pravdé-
podobnosti, protoze lze vzit H jako novy zakladni prostor. Napi.

P(AUB/H) = P(A/H) + P(B/H) — P(AN B/H).

Vztah (4) definujici podminénou pravdépodobnost se ¢asto uziva ve tvaru
P(ANH)=P(A/H).P(H).

Pro tfi ndhodné jevy A, B, C' pak m4 tvar: (nejprve polozne H := BN C)
P(ANBNC)=P(ANH)=P(A/H).P(H)
=P(A/BNC).P(BNC) nyni polozme H :=C
=P(A/BNC).P(B/H).P(H)
Odvodili jsme tedy vétu o nasobeni podminénych pravdépodobnosti (pro 3 jevy)
P(ANBNC)=P(A/BNC).P(B/C).P(C).

(Pro vice ndhodnych jevt analogicky.)

Necht Hy, ..., H, jsou ndhodné jevy, které se navzajem vylucuji, ale jeden z nich uré¢ité nastane
(tj. HLU---U H, = Q). Pak libovolny nédhodny jev A miZze nastat pouze tehdy, pokud nastane
zaroven néjaky jev H;, neboli

A=(ANH)U---U(ANH,).

Protoze jsou jevy AN H; navzajem neslucitelné, jejich pravdépodobnosti se s¢itaji, tj.
P(A) =) _P(ANH)).
i=1

Odvodili jsme tedy vétu o celkové pravdépodobnosti

P(A) = Z P(A/H;).P(H,).
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Piiklad 14. Urna obsahuje n kouli (bilé, ¢erné), pocet bilych neni znam, ale vime, Ze urna byla
naplnéna takto: n-krat bylo hozeno minci, padne-li hlava, vlozime bilou kouli, padne-li orel, vlozime
¢ernou kouli.

Z takto naplnéné urny vybereme nahodné jednu kouli. Jakd je pravdépodobmnost, ze je bila?
Oznac¢me

A = vytaZena koule je bilé,
H; = urna obsahuje prave ¢ bilych kouli, ¢ = 0,1,...,n.

Jevy H; jsou po dvou neslucitelné,

(5) i
P Hz - ! 5 P A Hz - —
(H)=~,  P(A/H) ="
(z n-tice, kde je pravé i bilych kouli, vytahneme bilou kouli s pravdépodobnosti %) Potom je podle
véty o celkové pravdépodobnosti
" i ()
P(A) = P(A/H;).P(H;) = — .,
(4) ;</><> ZM
Uvézime-li, ze P(A/H,) = 0, dostaneme

n

1 i nl 1< (n—1)
PA =5 2 i~ 2 2 G it 1)

3.4. Nezavislost nahodnych jevii. Obecné u podminéné pravdépodobnosti neplati vztah
P(A/H) = P(A)

(tj. podminéné pravdépodobnost jevu A = absolutni pravdépodobnost jevu A). Jinak feceno, znalost
toho, zda nastoupi jev H nebo ne, ovliviiuje nasi ,sazku“ na jev A.

Je-li P(A/H) = P(A), potom nastoupeni jevu A nezavisi na nastoupeni nebo nenastoupeni jevu
H (a tudiz i H). Protoze P(A/H) = Z58d dostévime vatah
P(ANH)=P(A).P(H).

Tento vztah je symetricky vzhledem k A a H, tedy mizeme definovat:

Dva nahodné jevy A, B jsou (stochasticky) nezavislé, jestlize

P(ANB) = P(A).P(B).

Toto pravidlo je v souladu se zdkladnim kombinatorickym pravidlem o vybéru prvki, viz Odsta-
vec 2.1.

Priklad 15.
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(a) Vybirame kartu z balicku 52 karet. Potom nahodné jevy ,eso“ (jev A) a ,piky*“ (jev B) jsou
intuitivné nezavislé. Skutecné,

4 1 13 1 1 1 1 1
== =13 P(B) = 5= P(ANB) = 5 P(A).P(B) = 51° 52
(b) Hazime dvakrat kostkou. Potom jevy ,padne 6 v 1. hodu“ (jev A) a ,padne sudé ¢islo ve 2.

hodu“ (jev B) jsou nezavislé, protoze

P(A)

P(A)—é, P(B):%ZE’
31 11
P(ANB) = P{62,64,66}) = - = . PA).P(B)= .5 =15

O

Jestlize nelze vyvodit zavislost mezi jevy A a B, pak nelze vyvodit zavislost ani mezi jevy A a B¢,
neboli
A a B jsou (ne)zavislé < A a B°jsou (ne)zavislé
& A°a B jsou (ne)zavislé
& A°a B°jsou (ne)zavislé.

Pozor! Pro 3 ndhodné jevy A, B, C, které jsou po dvou nezavislé, pravidlo souc¢inu
P(AnBNC)=P(A).P(B).P(C) (5)

nemusi platit, jak ukazuje néasledujici priklad.

Piiklad 16. Necht 2 := mnozina vSech permutaci pismen a,b, ¢ (tj. 6 moznosti) a priddme k nim
trojice aaa, bbb, ccc. Tedy je |Q2] = 9 a kazdému prvku z mnoziny () piitadime pravdépodobnost %.
Dale uvazujme nahodné jevy

A = na 1. misté je pismeno a = {abc, ach, aaa},

B = na 2. misté je pismeno a = {bac, cab, aaa},

C' = na 3. misté je pismeno a = {bca, cha, aaa}.

Potom je

P(A) = P(B) = P(C) = g =3

Déle, protoZe je prinik dvou libovolnych téchto ndhodnych jevii jednoprvkovad mnozina (elementarni
jev) {aaa}, je

P(ANB) = P(ANC) = P(BNC) = P({aaa}) %

A protoze zaroven plati

11 1
P(A).P(B) = P(A).P(C)= P(B).P(C) = 3370
jsou nahodné jevy A, B, C po dvou nezavislé. Na druhé strané, je
1 1 11 1

Tedy ndhodné jevy A, B, C nespliuji multiplikativni vztah (5). Intuitivné vzato, tyto ndhodné jevy
nemohou byt nezavislé, protoze napt. spole¢né nastoupeni jevi A, B implikuje nastoupeni jevu C. [
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jevy Ai, ..., A, jsou nezévislé (jako skupina ndhodnych jevii), pokud plati prislusné multiplikativni
vztahy pro vSechny k-tice (k =2,...,n), tj.

P(A NN A _ P(Ay).....P(A).

Opakované nezavislé pokusy — v kazdém pokusu jsou mozné pouze dva vysledky, oznacme je jako
»,1“ neboli ,ispéch® s pravdépodobnosti p, a jako ,,0¢ neboli ,netspéch“ s pravdépodobnosti ¢ :=
1 — p. Zakladni prostor €2 je ptfi n opakovani pokusu tvorfen 2" prvky, které mtzeme zapsat jako
posloupnost nul a jednic¢ek 0010101110. Protoze se jedna o nezavislé pokusy, jejich pravdépodobnosti

n ¢islic
se nasobi.

Priklad 17.
(a) hézeni minci: p = ¢ = 1,
(b) hazeni kostkou: ,padne 6“=tuspéch s pravdépodobnosti p = %, snepadne 6“=neuspéch s
pravdépodobnosti ¢ = 2,
(c) kontrola zmetki: vyhovujici vyrobek s pravdépodobnosti p, nevyhovujici vyrobek s pravdé-
podobnosti g. O

Jaka je pravdépodobnost, Ze ispéch nastane pravé k-krat (v posloupnosti n pokusi)?

) = (1)t )

pocet kombinaci  k-krat  (n — k)-krat
k-krat tispéch uspéch netspéch
z n pokusi

Takové rozdéleni pravdépodobnosti se nazyva binomické rozdéleni. Vzorec (6) je k-ty ¢len v bino-
mickém rozvoji (p + q)" (téz Bernoulliovo rozdéleni).

Pravdépodobnost zadného tispéchu je ¢", pravdépodobnost alespori jednoho tispéchu je 1 — ¢™.

Priklad 18. Predpokladejme, Ze pravdépodobnost vyhrani partie v Sachu je %, remiza neni mozna
a opakované partie jsou nezavislé. Potom pravdépodobnost vyhry ve
., . 3
(a) 3 partiich ze 4 je ps(3) = (3) - (%g . (%:),’ = 1 =0.25,
(b) 5 partiich z 8 je ps(5) = (5) . (2)”. (3)" = & ~ 0.22. 0
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3.5. Geometricka pravdépodobnost. Necht 2 je podmozina v R" (pro jednoduchost berme pouze
n = 1,2,3), pfi¢emz ,umime* vypocitat jeji ,miru“ volQ) (délka, obsah, objem v zavislosti na
n=1,2,3). V tomto (a pouze v tomto) odstavci pfipoustime, ze {2 ma nekoneéné mnoho prvku. (Jak
ale uvidime, jednotlivé prvky v moziné {2 nebudou hrat ve vysledku zadnou roli.)

Pro kazdou podmnozinu A C Q, pro kterou ,umime* vypocitat vol A (tzv. méfitelné mnoziny), je
jeji geometricka pravdépodobnost definovana jako

vol A
P(A) = a0’

Pouziva se u pokusii interpretovatelnych jako ndhodna volba v oblasti {2 se stejnymi Sancemi pro
kazdy bod.

Geometricka pravdépodobnost je zaklad pro metodu Monte Carlo — numerické vypocéty pomoci
simulaci.

Priklad 19. Na pocitaci se ndhodné zvoli dvé ¢isla z,y € [0,1]. Pokud 2 + y* < 1 (tj. bod o

soufadnicich [x,y] lezi ve ¢tvrtkruhu o poloméru 1), zvysi se néjaky ¢ita¢ N(A) o jednicku. Na

poditadi je snadné provést N = 10°, 10® pokusi, ... Tedy je
T _ N(A)

— a proto je w=

4 N

4.N(A)
-
O

Piiklad 20. Dva kamaradi se chtéji setkat v Brné na Ceské pod hodinami, pficemz si daji sraz na
"kdykoliv mezi 16:00 a 17:00”. Casy piichodfi obou kamaradi jsou na sobé& nezavislé. Maji domluvu,
7e kdo prijde na misto setkani prvni, pocka na toho druhého 20 minut a potom odejde. Urcete
pravdépodobnost, Ze se tito dva kamaradi setkaji.

Ozna¢me ¢as (v minutach) pfichodu prvniho, resp. druhého kamardda jako z, resp. y. Potom
x,y € [0,60] a oba kamaradi se potkaji, pokud
lr —y| <20, tj. —20<z-—y<20.
Tedy je
y>x—20, y<x+20, z,ye€]0,60.
Mnozina €2 je ¢tverec o strané 60 a mnozina A je Sikmy pas v ni (viz obr.). Tedy

4 2
vol Q = 602 = 3600, vol A = 60% — 2.% = 60? — 40% = 2000,

volA 2000 5
P(A) = =" = 2 5 0.556.
A= Sora = 3600 ~ 9

Konec 1. prednasky (21.9.2009)‘
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4. ELEMENTARNI GEOMETRIE

V predchozim jsme intuitivné pouzivali elementarni pojmy z geometrie redlné roviny. Budeme
ted podrobnéji zkoumat jak se vyporadavat s potfebou popisovat ,,polohu v roviné“, resp. davat do
souvislosti polohy rtznych bodt roviny.

Tato kapitola je prevzata z [3].

4.1. Rovina R%. Zkusme si mnozinu R? pfedstavit z pohledu pozorovatele, ktery sedi v nékterém
pevné zvoleném misté (miizeme mu fikat bod O = [z¢,y] € R?). Pfedpokladejme, Ze ji vnima jako
nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych méritek a popisi a vi, co to znamena posunout se v
libovolném nasobku néjakého sméru. Aby mohl vidét kolem sebe ,dvojice realnych ¢isel“, musi si
vybrat n&jaky bod Ej, ktery nazve ,bod [1,0]“ a jiny bod Es, kterému za¢ne fikat ,bod [0, 1]“. Do
v8ech ostatnich bodu [z,y]| se pak dostane tak, Zze poskoéi ,x-krat ve sméru [1,0], pak ,y-krat ve
sméru [0, 1]“. Pokud to bude délat obvyklym zpisobem, nebude vysledek zaviset na pofadi, tzn.
muze také napfed jit y-krat ve sméru [0, 1], a pak teprve v tom druhém.

Toto se nazyva volba soutadného systému v roviné, bod O je jeho pocatkem, posunuti F; — O
ztotoziujeme s dvojici [1, 0], podobné u Fs, a obecné kazdy bod P roviny je ztotoznén s dvojici ¢isel
[z,y] = P — O.

Zaroven s volbou pevného pocatku O jsou ztotoznény jednotlivé body P roviny se sméry posuvu
v = P — O a Ze vSechny takové posuvy umime sklddat (budeme fikat ,séitat“) a také jednotlivé
sméry nasobit v poméru kazdého realného ¢isla (budeme fikat ,nasobit skalarem®). Takovéto operace
sCitani a nasobeni spliuji hodné vlastnosti skalart, viz Odstavec 1.2. Jedna o standarni priklad
(dvourozmérného realného) ,vektorového prostoru®. Budeme proto uz ted misto o smérech posuvu
mluvit o vektorech a od bodi je budeme rozlisovat tim, ze budou dany dvojicemi soutradnic v kulatych
zévorkach misto hranatych.

4.2. Piimky v roviné. Kdyz se nas pozorovatel umi posouvat o libovolny nasobek pevného vektoru,
pak také vi, co je to pfimka. Je to podmnozina p C R? v roviné takova, Ze existuji bod O a vektor v
takové, ze

p={PcR* P-O=t-v, tcR}.

Potom je P = P(t) € p ve zvolenych soufadnicich s volbou v = («, 3):
x(t) =xzo+a-t, ylt)=yo+p0-t.

Vyloué¢ime-li ¢ z parametrického vyjadieni pro = a y (pro urcitost predpokladejme, Zze napi. a # 0)
T — X

t= ,
«

a dosadime-li do druhé rovnice
T — 2o

y—1y =0

dostaneme
—px + ay + (Bry — ayo) = 0.
Dostavame tak obecnou rovnici primky
ax + by = c, (7)

kde a := —f3, b := «a, ¢ := ayo — Pxo, pi¢emz dvojice ¢isel (a,b) a vektor v = («, 3) spliiuji znamy
vztah
ac + b3 = 0. (8)
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Vyraz nalevo v rovnici ptimky (7) lze vidét jako skalarni funkci F' zavislou na bodech v roviné a
s hodnotami v R, samu rovnici pak jako pozadavek na jeji hodnotu.

Meéjme dvé primky p a ¢ a ptejme se na jejich prunik p N ¢. Ten bude popsan jako bod, splnujici
rovnice obou piimek:
p: ar+by=r
(9)

q: cxr + dy = s.

Levou stranu lze opét vnimat jako pfifazeni, které kazdé dvojici souradnic [z(P),y(P)] boda v
roviné pritadi vektor hodnot dvou skalarnich funkci F; a F, danych levymi stranami jednotlivych
rovnic (9).

Nase rovnice lze tedy napsat jako jediny vztah F(v) = w, kde F' je pfifazeni, které vektor v
popisujici polohu obecného bodu v roviné (v nasich soufadnicich) zobrazi na vektor zadany levou
stranou rovnic. Pricemz pozadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do predem zadaného vektoru
w = (r,5s).

4.3. Linearni zobrazeni a matice. VySe uvazované prifazeni F' respektuje operace s¢itani a na-
sobeni s vektory a skalary:
Fla-v+b-w)=a-F(v)+b-F(w)

pro viechny a,b € R, v,w € R%

Rikame, Ze F je linedrni zobrazeni z R? do R?, a piseme F : R? — R2.

Podobné, v rovnici 7 pro piimku §lo o linedrni zobrazeni F' : R> — R a jeho pfedepsanou hodnotu

Stru¢né budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci ,matic” a jejich nasobeni. Matice definujeme

takto:
a b x
= 5) =)
_f(a b r\ _ [ax+by
ae= () ()= ()
Podobné, mtizeme misto vektoru v zprava nasobit jinou matici B stejného rozmeéru jako je A,
neboli aplikujeme ptredchozi formule po jednotlivych sloupcich matice B a obrdrzime jako vysledek

opét matice:
_f(a b (T u _ (ax+by au-+bv
A_<c d)’ B_<y U)’ A'B_<cx+dy cu—l—dv)'
Snadno ovéfime tzv. asociativitu nasobeni (propodcitejte!):
(A-B)-v=A-(B-v), (A-B)-C=A-(B-C)

Stejné snadno je vidét i distributivita
A-(B+C)=A-B+A-C.

Neplati vak komutativita (tj. obecné A - B # B - A) a existuji ,délitelé nuly“. Napft.

EHEY-C) CHEI-CY
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Vyraz
ad — bc
se nazyva determinant matice A a piSeme pro néj det A = |A| = ad — be, neboli
det A = | Z‘ = ad — be.

Jestlize k vysledku linearniho zobrazeni jesté dovolime pricist pevny vektor 1" = (1,7,), tj. zob-

razeni bude mit tvar
[z _ (ax+by + T,
v= (y) —A-v+T= <cz+dy+Ty)’

mame popsana praveé vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny do sebe. Znamymi priklady jsou vSechny
afinni podobnosti. Linearni zobrazeni pak odpovidaji tém afinnim zobrazenim, které zachovavaji
pevny bod O.

Co se stane, kdyz nas pozorovatel bude tutéz rovinu shlizet z jiného bodu nebo si aspon vybere
jiné body E7, E5? Na trovni soufadnic to bude pravé zména realizovana pomoci afinniho zobrazeni.

4.4. Euklidovska rovina. Pfidejme schopnost pozorovatele vidét vzdalenosti. Pak lze definovat
pojmy jako jsou thel a otoceni v rovineé.

Znamy vzorec pro velikost vektoru v = (a, b)

[o]] = Va? + b2

Uhel v dvou vektorti v,w v roviné zpravidla popisujeme s vyuzitim goniometrické funkce cos,
ktera je ddana hodnotou prvni soufadnice jednotkového vektoru, jehoz tihel s vektorem (1,0) je 1.

Pak je druh& soutadnice takového vektoru dana hodnotou 0 < sinvy < 1 spliiujici znamy vztah
(costh)?® + (siny)? = 1.
Pro dva vektory v a w miZeme jejich thel popsat pomoci soutadnic v = (z(v),y(v)), w =
(x(w),y(w)) takto:
z(v) - x(w) +y(v) - y(w)
[0 - Jlw]] '

cos =

Priklady linearnich zobrazeni:

Rotace (kolem pocatku): o predem dany thel . Je dano formuli s matici Ry:
(= _ (cosy —sing) [z
v (y) = By v = (sin@b cos ) (y) ’
Specielné, aplikaci na jednotkovy vektor (1,0) dostavame skuteéné pravé ocekavany vysledek

(cos 1), sin ).

Rotace (kolem jiného bodu): rotaci kolem jiného bodu P = O + w snadno napiSeme pomoci
posunuti:

(x):UHU—wHRw-(U—w)

)
_ (cosp(z — z(w)) — sin(y — y(w)) + z(w)
= Ry —w)+w= (siw(a: — 2(w)) + cospy — y(w)) + y(w)) '
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Zrcadleni (vzhledem k primce): Stac¢i popsat zrcadleni vzhledem k pifimkam prochézejicim
pocatkem O a ostatni se z nich odvodi pomoci posunuti. Hledejme matici 7, zrcadleni vzhledem k
pfimce s jednotkovym smérovym vektorem v svirajicim thel ¢ s vektorem (1,0). Napf.

10
w=(o 5)

a obecné muzeme psat (otoc¢ime do ,nulové“ polohy, odzrcadlime a vratime zpét)

Zy =Ry - Zy- R_y.
Miuzeme proto (diky asociativité nasobeni matic) spocitat
7 _ cosyp —sing) (1 0 [ cosy siny
v \siny  cost 0 —1 —siny cosvy
_(cosyp —siny fcosy  siny
~ \siny  cos siny —cosy

_ (cos?1p — sin® ) 2sin 1) cos ¢ ~ [cos2yp  sin2¢
~ \ 2sintpcostyy  —(cos?tp —sin®ep) )~ \sin2y —cos2¢ )

Vsimnéme si, ze
. cos2¢p  sin2¢ \ (1 0 _ (cos2yp —sin2y
V0T \sin2y) —cos 2 0 —1) \sin2¢y cos2y )’
coz je otoceni o tthel 2¢. Tedy jsme ukazali:

Otoceni o uhel v obdrzime naslednym provedenim dvou zrcadleni
vzhledem ke smériim, které spolu sviraji thel %2/)

4.5. Obsah trojuhelnika. Trojuhelnik je vymezen dvojici vektorti v a w, které, ptilozeny do po-
¢atku O, zadaji zbylé dva vrcholy. Cheeme najit formuli (skalarni funkei vol), kterd témto vektorim
pritadi ¢islo rovné obsahu vol A(v, w) takto definovaného trojihelniku A(v, w).
Musi platit (plochu je soucin zékladny krat vyska / 2, pficemz vyska souctu je jisté souctem vysek)
vol A(v + v, w) = vol A(v, w) + vol A(v', w)
vol A(av, w) = avol A(v, w)

a pridejme pozadavek
vol A(v,w) = — vol A(w, v),

ktery odpovida predstavé, ze opatiime plochu znaménkem podle toho, v jakém poradi bereme vektory.

Pokud vektory v a w napiseme do sloupcii matice A, tj.
A — <x(v) x(“’))
y(w) y(w))’

(v,w) =A+r det A

potom

spliiuje vSechny tii nase pozadavky.

Kolik takovych zobrazeni ale muze byt? Kazdy vektor umime vyjadfit pomoci dvou soutadnych
vektori v = (1,0) a w = (0,1) a evidentné tedy kazdd moznost pro vol A je jednozna¢né urcena
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svou hodnotou na této jediné dvojici argumentt (v, w). Jsou si tedy vSechny moznosti rovny az na
skalarni nasobek. Ten urc¢ime pozadavkem

vol A((1,0),(1,0)) = %7

tj. volime orientaci a méritko.

Tedy determinant matice A, jejiz sloupce tvoii vektory v a w (v tomto potadi) zadava plochu
rovnobéznosténu urceného témito vektory, a tedy plocha trojihelnika je polovicni:

vdmum:%my

4.6. Obsah mnohouhelnika. Mnohothelnik rozdélime na trojtihelniky, jejichz obsahy secteme.

4.7. Viditelnost v roviné. Ptedchozi popis Ize pouzit pro urcovani viditelnosti orientovanych tse-
¢ek. Orientovanou tiseckou rozumime dva body v roviné R? s uréenym poiadim. MtZeme si ji pied-
stavovat jako Sipku od prvého k druhému bodu (= vektor umistény do prvniho bodu). Takova
orientovana usecka rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, fikejme jim ,levou® a ,pravou®.

Jestlize uvazujeme obvyklou orientaci proti sméru hodinovych rucicek pro hranici mnohothelnika,
pak pozorovatel stojici vné takového mnohothelnika nékteré jeho hrany vidi a nékteré nevidi. Pokud
je dany mnohotihelnik ,konvexni“, tj. jeho hrany ,zataceji“ pouze doleva, potom pozorovatel vidi
pravé ty hrany (orientované tsecky), od nichz je napravo, viz obr.

Je-li AB vektor takové orientované usecky, potom pro bod C' lezici napravo od ni plati, ze vektory

CA=A-CaCB=DB- C, které smétruji z bodu C' do bod A a B, jsou vzajemné orientovany v
zaporném sméru, a proto je jejich jejich

vol A(CA,CB) <0, tusecku AB z bodu C vidime.

Naopak, pro bod C' lezici nalevo od AB plati, ze
vol A(CA,CB) >0, tsecku AB z bodu C' nevidime.

Protoze je funkce vol A pouze kladnym nésobkem funkce det A, kde sloupce matice A jsou vektory
CA, CB v tomto poradi, staci pouze sledovat znaménka prislusnych determinanti. Pro konvexni
mnohotuhelnik nastanou zirejmé pravé 2 znaménkové zmény v posloupnosti téchto determinanti.

Piiklad 21. Urcete, které hrany jsou vidét z bodu C = [2,0] pro ¢tyfthelnik dany vrcholy
A=10,0, B=][2,1], D=[3,3], E=][1,4].

Body jsou jiz sefazeny v kladném sméru a tvori konvexni ¢tyfuhelnik. Vypocitame prislusné de-
terminanty

-2 0 01
|A—C,B—C\:’O 1‘:—2<0, \B—C,D—C\:’l 3‘:—1<0,

1 -1 -1 -2
\D—C,E—C|:‘3 4‘:7>0, |E—C,A—C|:‘4 0‘:8>0.

Pororovatel v bodé C' tedy vidi pouze prvni dvé hrany: AB a BD. O
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Uvedeny jednoduchy postup je casto vyuzivan pro testovani polohy pii standardnich tlohach v 2D
(a podobné pro pfislusnou funkei vol v 3D) grafice.

Piiklad 22. Na (nejvyse) kolik ¢asti déli rovinu n kruznic?

Pro maximalni pocet p, oblasti, na které déli rovinu kruznice, odvodime rekurentni vzorec

Pnt1 = Pn +2n

(n + 1). kruznice totiz protind n ptredchozich maximalné v 2n prusedicich (a tato situace skutecné
muze nastat). Navic zfejmé p; = 2. Pro pocet p, tedy dostdvame

n—1
pn:pn—1+2(n_1):pn—2+2(n—2)+2(n—1)=---=p1+22i
i=1
-1
:2+2M:2+n(n_1)'

2
Tedy napt. 10 kruznic muze rozdélit rovinu na nejvyse p1g = 2 4+ 10.9 = 92 ¢asti. 0
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5. RELACE A ZOBRAZENI

Usporadanou dvojici rozumime dvojici [z, y], kdy vime, Ze prvek x je ,prvni“ v potradi a prvek y
je druhy v poradi. Formalné 1ze usporadanou dvojici definovat jako mnozinu
[z, y] = {{z}, {=, 9} }-

Potom lze snadno ukazat, ze [z,y| = [u,v], pravé kdyz © = u a y = v.(Vyzkousejte! Dikaz ,<“ je
trivialni, dikaz ,=“ mé dvé ¢asti, a to bud {z} = {u} nebo {z} = {u,v}.)

Necht A a B jsou mnoziny. Kartézskym souc¢inem téchto mnozin (v tomto pofadi) je mnozina
uspotradanych dvojic [a,b], kde a € A a b € B, tedy

Ax B={a,b], a€ A, be B}.

Ma-li mnozina A n prvki a mnozina B m prvki, potom mé ziejmé mnozina A x B m.n prvki.

5.1. Relace mezi mnozinami. (Bindrni) Relaci mezi mnozinami A a B rozumime libovolnou pod-
mnozinu R kartézského soucinu A x B, tj.

RCAxB.

Casto piseme a ~p b pro vyjadieni skutecnosti, Ze [a,b] € R, tj. Ze body a € A a b € B jsou v relaci

R.

Piiklad 23. Piiklady relaci mezi mnozinami A, B jsou A x B, () (prazdna relace), A x {b} (kde
b € B je urcity prvek, konstantni relace), {a} x B (prvek a € A je v relaci se vSemi prvky z B). O

Defini¢nim oborem relace je podmnozina D = Dr = D(R)
DCA, D={acA; Jbe B, [a,b] € R}.

Podobné ,,oborem hodnot relace“ je podmnozina I = I = I(R)
ICB, I={beB; dacA, [a,b € R}.

Graficky zapis relaci
— pomoci tabulky

a b c

1 tj. napt. [a,a] € R, b, € R, [b,b] & R, [c,b] & R.

o o
—_

— pomoci orientovanych sipek®, viz obr. Sipka od prvku a k prvku b znamend, Ze [a,b] € R.
Je-li cilovd mnozina opét A, potom piislusnost prvku [a, a] k relaci R zobrazujeme ,smyckou*
v bodé a.

Specialnim ptipadem relace je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Je to pfipad, kdy pro kazdy
prvek definiéniho oboru relace existuje pravé jeden prvek z oboru hodnot, ktery je s nim v relaci.
Nam znamym pripadem zobrazeni jsou skalarni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni je mnozina
skalari, tfeba celych nebo realnych ¢isel. Pro zobrazeni zpravidla pouzivame znaceni, které jsme také
u skalarnich funci zavedli. Piseme

f:D—1, fla)=b, kde DCA, IC B,pfip. b= f(a)

pro vyjadfeni skute¢nosti, ze [a, b] patii do relace, a fikdme, ze b je hodnotou zobrazeni f v bodé a.
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Déle fikame, ze f je
e zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, jestlize Dy = A (tj. vynechali jsme tGvodni pfedlozku

77Z“)7

e surjektivni zobrazeni (neboli zobrazeni ,na“), tj. je to zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B,
tj.jeDf:AaIf:B,

e injektivni zobrazeni (neboli prosté zobrazeni), jestlize je Dy = A a pro kazdé b € Iy existuje
pravé jeden vzor a € A takovy, Ze f(a) = b (tedy rtizné vzory se zobrazi na rizné hodnoty).

e bijektivni zobrazeni (neboli bijekce), pokud je soucasné surjektivni a injektivni, neboli pokud
existuje jedno-jednoznacna korespondence mezi prvky mnozin A a B.

Priklad 24.

(a) Nésledujici zobrazeni je surjektivni, ale neni injektivni:

A B

o1 N\,

o, — e, tento prvek ma dva ,vzory*
03 — @

o4 — O

(b) Nasledujici zobrazeni je injektivni, ale neni surjektivni:

A B
o; \, e, tento prvek nema zadny ,vzor®
o0 N\, %
O3 \ o,
o1 N\, g
[ ]

e

(c) Nésledujici zobrazeni je bijektivni:
A=2N|2 4 6
| Ll
B=N |1 2 3

10
!
5

= «— 00
oS — 3

(d) Nasledujici zobrazeni neni ani surjektivni ani injektivni:

A B

o N

o — e tento prvek ma t¥i ,vzory*“

o /' e tento prvek nema zadny ,vzor”
o —

Vyjadieni zobrazeni f : A — B jakozto relace

fCAxB, f={[a f(a)]; ac A}

zname také pod nazvem graf zobrazeni f.
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5.2. Skladani relaci a funkci. Je-li zobrazeni (tj. specidlni relace) f: A — B a g: B — C, pak
jejich ,slozeni“ g o f je definovano jako

(9o f)(a):=g(f(a)).

Ve znaceni pouzivaném pro relace totéz miizeme zapsat jako
feAxB, f={lo[(a)); ac A}
gSBxC, g={[bg)] be B}
gof CAxC, gof={lag(f(a))]; a€A}.
Obdobné definujeme ,skladani relaci“, v ptedchozich vztazich jen doplnime existencéni kvantifikatory,
tj. musime uvazovat vSechny ,vzory“ a vSechny ,obrazy“.
Uvazujme relace R C A x B a S C B x C. Potom
SoRCAxC, SoR={[a,c;3eEB, [a,b] €R, [bc]eS}

Specialnim pripadem relace je identické zobrazeni

ida = {[a,a] € Ax A; a € A}

na mnoziné A. Je neutralni vzhledem ke sklddani s kazdou relaci s definiénim oborem nebo oborem
hodnot A.

Pro kazdou relaci R C A x B definujeme ,inverzni relaci“

R ={[b,a]; [a,b) e R} CBx A

Pozor! U zobrazeni je stejny pojem uzivan ve specifictéjsi situaci. Samoziejmeé, pro kazdé zobrazeni
existuje jeho invezni relace, ta vSak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky proto hovoiime o existenci
inverzniho zobrazeni, pokud kazdy prvek b € B je obrazem pro pravé jeden vzor v A. V takovém
pripadé je samoziejmé inverzni zobrazeni pravé inverzni relaci.

SloZenim zobrazeni a jeho inverzniho zobrazeni (pokud obé existuji) vzdy vznikne identické zob-
razeni, u obecnych relaci tomu tak byt nemusi.

Priklad 25. Viz Piiklad 24(a). Zde je

R={[1,qa], [2,d], [3,b], [4,c]} C A x B,
R ={la,1], [a,2], [b,3], [¢,4]} C B x 4,
R'oR={[1,1], [1,2], [2,1], [2,2], [3,3], [4,4]} C A x A,
[a,a], |

Vsimnéte si, ze vzdy ale plati

idy CR1'oR, idgCRoR.
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5.3. Relace na mnoziné. V piipadé A = B hovoiime o relaci na mnoziné A. Rikdme, 7e relace R
je:

reflexivni, pokud id4 C R (tj. pokud [a,a] € R pro vSechny a € A),

symetrickd, pokud R™! = R (tj. pokud [a,b] € R, pak i [b,a] € R),

antisymetrickd, pokud R~' N R Cidy4 (tj. pokud [a,b] € R a zaroveti [b,a] € R, pak a = b),
tranzitivni, pokud R o R C R, tj. pokud z [a,b] € R a [b,c] € R vyplyva i [a,c] € R.

5.3.1. FEkvivalence. Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasné reflexivni, symetricka i tranzi-
tivni. Pokud je relace R ekvivalence, budeme pfislusnost dvojice [a,b] k relaci R znacit symbolem
a~b.

Priklad 26. Rozhodnéte, zda néasledujici relace na mnoziné M jsou relace ekvivalence:
(a) M ={f:R—R} (f~g) f(0)=g(0).

Ano. Ovéfime tii vlastnosti ekvivalence:
(i) Reflexivita: pro libovolnou redlnou funkei f je f(0) = f(0).
(ii) Symetrie: jestlize plati f(0) = g(0), pak i g(0) = f(0).
(iii) Tranzitivita: jestlize plati f(0) = g(0) a g(0) = h(0), pak platii f(0) = h(0).

(b) M ={f:R—=R}, (f ~9) < f(0) =g(1).
Ne. Definovana relace neni reflexivni, napt pro funkci sin mame sin(0) # sin(1).
(c) M je mnozina piimek v roving, dvé piimky jsou v relaci, jestlize se neprotinaji.
Ne. Relace opét neni reflexivni (kazdé ptimka protind sama sebe).
(d) M je mnozina piimek v roviné, dvé ptimky jsou v relaci, jestlize jsou rovnobézné.
Ano. Ttidy ekvivalence pak tvori mnozinu neorientovanych smért v roviné.
() M =N, (m ~n) <« S(m)+ S(n) =20, kde S(n) znaci ciferny soucet ¢isla n.
Ne. Relace neni reflexivni. S(1) + S(1) = 2. O

5.3.2. Uspordddani. Relace se nazyva usporadani jestlize je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.
Relaci uspofadani obvykle zna¢ime < (pfipadné <g, piipadné >, >p). Cili dva prvky a,b jsou v
relaci R (uspotadani), [a,b] € R, pisSeme jako a < b (a <gr b).

Poznamky. Reflexivni relace obsahuje vSechny smycky (ale dalsi prvky mohou byt také v relaci).
Symetricka relace je takova, Zze kdyz jde Sipka od a k b, tak potom musi jit Sipka i od b k a.
Antisymetrickd relace nemtize obsahovat Sipku od a k b a soucasné od b k a pro a # b. Tranzitivni
relace je takova, ze kdyz jde Sipka od a k b a soucasné od b k ¢, tak potom musi jit Sipka i od a k c.

Priklad 27. Dobrym prikladem uspotfadani je inkluze. Uvazme mnozinu vSech podmnozin konecné
mnoziny A a na ni relaci X C Z danou vlastnosti ,byt podmnozinou“. Evidentné jsou splnény
vSechny tTi vlastnosti pro usporadani: skutecné,
— pro kazdou podmozinu X C A plati X C X (reflexivni relace),
—jei X CYaY CZ jetaké X C Z (tranzitivni relace),
— je-li X C Y azarovenn Y C X, musi byt nutné mnoziny X a Y stejné (antisymetricka relace).
O
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Priiklad 28. Necht A = {a,b,c} je tiiprvkovd mnozina. Graficky lze uspotadani z Piikladu 27
znéazornit nasledovné. Vechny podmnoZiny této mnoZiny jsou (23 = 8 podmozin)

{5 Aak, {0}, {c}, {a,b}, {a,c}, {bc}, {a,bc}. (10)
Viz obr. O

Vsimnéte si, Ze ostra nerovnost < neni v tomto smyslu usporadani, protoze to neni reflexivni relace

(a £ a).

Rikdme, Ze uspofadani je tplné, kdyz pro kazdé dva prvky plati Ze jsou ,srovnatelné“, tj. bud
a < b nebo b < a. Ptikladem tplného uspotradani je ,normalni“ uspofadani < pfirozenych (celych,
raciondlnich, redlnych) ¢isel, nebot o libovolnych dvou ¢islech a, b plati, ze bud a < b nebo b < a.

Vsimnéme si, Ze ne vSechny dvojice [X, Y| podmnozin v A v Piikladu 27 jsou srovnatelné v tomto
smyslu. Presnéji, pokud je v A vice nez jeden prvek, existuji podmnoziny X a Y, kdy neni ani X C Y
ani Y C X.

Priklad 29. Dalsim piikladem uspofaddani je relace ,délitelnosti“ na pfirozenych ¢islech. Rekneme,
7e ¢islo a je v relaci s ¢islem b, pokud a déli b, tj. pokud je podil 3 opét prirozené ¢islo. Tento fakt
(tuto relaci) zapiSeme jako a|b a ¢teme ,a déli b*. UkaZzeme, Ze tato relace je usporadani:

— pro kazdé a € N plati a|a (reflexivni relace),

— jestlize alb a b|c, potom plati a|c (tranzitivni relace), nebot je-li 3 = n € N a soucasné

;=meN, potomjegzg.gzm.neN,
— je-li a|b a zaroven b|a, musi byt nutné a = b (antisymetricka relace), nebot je-li S =n€Na
soucasné § = m € N, potom je a = b.m = (a.n).m = a.(m.n). Odsud plyne, ze m.n = 1, tj.

m =mn =1, z ¢ehoz mame a = b.

Toto usporadani ale zfejmé neni tplné. (Porovnejte s touto relaci na Q \ {0}. Je to vibec v tomto
pfipadé usporadani?) O

5.4. Supremum a infimum v usporadanych mnoZinach. Necht je ddna neprazdna mnozina A
a na ni néjakd relace usporadani, ozna¢me tuto relaci < (uvazme ale, Ze toto usporadani nemusi
nutné znamenat ,,byt mensi nebo roven“ ve smyslu usporadani realnych cisel — prosté je to relace
usporadani ve smyslu vlastnosti, které tato relace musi mit jako uspotradani). Dvojici (A, <) pak
nazyvame usporadanou mnozinou.

Necht B C A je neprdzdnd podmnozina. Prvek b € A nazveme
horni zéavorou mnoziny B, pokud Vx € B: = < b,
tj. pokud je prvek b ,vétsi“ (ve smyslu usporadani <) neZ vSechny prvky v mnoziné B. viz obr.

Obdobné se definuje dolni zavora mnoziny B, tj. je to prvek a € A s vlastnosti, ze a < x pro
vsechny = € B, viz obr.

Priklad 30. Je-li A systém (10) vSech podmnozin tiiprvkové mnoziny, viz Ptiklad 28, pak je { }
dolni zévorou a {a, b, ¢} horni zavorou kazdé podmnoziny tohoto systému. O
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Rekneme, Ze mnozina B je shora ohrani¢end (shora omezend) v mnoziné A, pokud ma B v mnoziné
A alespon jednu horni zavoru. Podobné se definuje zdola ohrani¢ena (zdola omezend) mnozina B v
mnoziné A.

Mnozina B je ohrani¢end (omezend) v mnoziné A, pokud je B soucasné zdola i shora ohranic¢end
v A. viz priklady realnych intervali.

Nejmensi (ve smyslu uspordadani <) horni zadvora mnoziny B v mnoziné A se nazyva supremum
mnoziny B v mnoziné A. Tj. prvek b € A je supremum mnoziny B v mnoziné A, pokud jsou splnény
nasledujici dvé podminky:

— VYo e B: x<b(tj. bje horni zdvora mnoziny B),
— je-li y € A horni zavora mnoziny B, potom je b < y (tj. b je nejmensi horni zavora).

Supremum mnoziny B v mnoziné A znacime jako

b=sup B, pripadné jen b= supB.
A

Obdobné se definuje infimum mnoziny B v mnoziné A, neboli je to nejvétsi (ve smyslu usporadani
<) dolni zévora mnoziny B v mnoziné A, znac¢ime

a= ing, pripadné jen a = inf B.

Priklad 31.
(a) Vezméme A = R. Je-li B libovolny z intervalt (0, 1), [0, 1], [0,1) nebo (0, 1], potom je vzdy
supB=1 a infB=0.

(b) Je-li A systém (10) vSech podmnozin t¥iprvkové mnoziny, viz Pfiklad 28, pak je supremum li-
bovolného podsystému B mnoziny A rovno sjednoceni vsech prvki z B, a infimum libovolného
podsystému B mnoziny A rovno pruniku vsech prvki z B. O

Ma-li mnozina B nejvétsi prvek b (tj. vSechny ostatni prvky jsou mensi nez b ve smyslu usporadani
<), potom je b = sup B. Podobné, ma-li mnozina B nejmensi prvek a (tj. vSechny ostatni prvky
jsou mensi nez a ve smyslu usporddani <), potom je a = inf B. Vyhoda suprema ¢i infima oproti
nejvétsimu ¢i nejmensimu prvku spociva v tom, Ze nejvetsi ¢i nejmensi prvek nemusi v B existovat,
ale supremum a infimum (za velmi obecnych podminek) existuji vzdy.

Piiklad 32. V teorii (redlnych) ¢isel je existence suprema (nebo infima) de facto axiomem, bez
kterého by tato teorie viibec nefungovala:

(i) Kazda neprazdna shora ohrani¢end mnozina B C R ma supremum v mnoziné R.
(ii) Kazda neprazdna zdola ohrani¢end mnozina B C R mé infimum v mnoziné R.

O

Véta 1. Necht (A, <) je neprazdnd uspordaddind mnoZina a B C A jeji neprdzdnd podmnoZina.
Oznacme a :=inf B a b := sup B.
(i) Prvek a € B, prdvé kdyz existuje nejmensi prvek mnozZiny B. V tomto pripadé je a rovno
tomuto neymensimu proku.
(ii) Prvekb € B, pravé kdyz ezistuje nejuétsi prvek mnoziny B. V tomto pripadé je b rovno tomuto
nejvetsimu proku.
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vvvvvv

MB101-MB104 se s nimi jesté setkdme mnohokrat.

5.5. Rozklad podle ekvivalence. Kazda ekvivalence R na mnoziné A zadava prirozenym zptso-
bem rozklad mnoziny A na podmnoziny vzajemné ekvivalentnich prvki, tzv. ,tfidy ekvivalance“.
Pro libovolné a € A polozme

R, :={b€ A; [a,b] € R} ... t¥ida ekvivalence pfislusejici prvku a.

Priklad 33. Uvazujme mnozinu M vsech studentti zapsanych na podzim 2006 do predmétu MB101.
Uvazujme relaci R na mnoziné M definovanou jako:

X je vrelaci s Y, pokud X chodi do stejné seminarni skupiny jako Y.

Zkracené budeme misto [X, Y] € R zapisovat X ~ Y. Ovéite, ze se jedna o relaci ekvivalence. Tato
relace prirozené ,rozklada“ mnozinu M vsech studenti na jednotlivé tiidy = seminarni skupiny.

Ptitom pro vyucujiciho je nyni mnohem snazsi komunikovat s jednim zastupcem = reprezentantem
letos by bylo celkem 12 reprezentantti) z kazdé tridy rozkladu misto se vsemi 530 studenty. (]
y by y Yy

Casto budeme psat pro R, prosté [a], je-li z kontextu ziejmé, o kterou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = R, neboli [a] = [b] prave, kdyz [a,b] € R. Kazda takovd podmnozina R, je tedy
reprezentovatelna kterymkoliv svym prvkem, tzv. ,reprezentantem®.

Zéaroven R, N Ry # 0 prave, kdyz R, = Ry, tj. t¥idy ekvivalence jsou po dvou disjunktni.
Konecné, A = U,caR,, tj. celd mnozina A se skuteéné rozlozi na jednotlivé t¥idy.
Mutzeme také tfidam rozkladu rozumét tak, ze tiidu [a| vnimame jako prvek a ,az na ekvivalenci®.

Nasledujici priklad je prevzat z [3].

Priklad 34. Mé&jme danu mnozinu N prirozenych ¢isel, na které umime sc¢itat a néasobit.

(a) Konstrukce celych cisel z N. Na N umime sice s¢itat a vime, ze pfi¢tenim nuly se ¢islo ne-
zméni. Umime i definovat odecitani, pii ném ale jen nékdy existuje vysledek. Zakladni ideou
konstrukce celych ¢isel z prirozenych je tedy pridat k nim chybéjici rozdily. To mtizeme udélat
tak, ze misto ,vysledku“ odec¢itani budeme pracovat s usporadanymi dvojicemi cisel, které
nam samoziejmé vzdy vysledek dobfe reprezentuji, tj. pro a,b € N je vysledek operace odci-
tani a — b definovan jako vyraz a — b (napft. vyraz ,,5 — 7¢ je vysledek odec¢teni 7 od 5). Zbyva
jen dobfe definovat, kdy jsou (z hlediska vysledku odecitani) takové dvojice ekvivalentni:

[a,b] ~ [a,b] <<:> a—b:a'—b/) <~ a+b=d+0b.

(vyraz b — 7 je ekvivalentni s napf. s vyrazem ,1 — 3%, protoze 5+3=8=1+7.)

Vsimnéme si, ze zatimco vyrazy v prostiedni rovnosti v pfirozenych ¢islech neumime, vyrazy
napravo uz ano. Snadno ovéfime, ze skutecné jde o ekvivalenci a jeji t¥idy rozkladu oznacime
jako celd cisla Z. Formalné vzato jsou tedy prvky a € Z tiidy rozkladu, tj. méli bychom
spravné psat [a]. Pfitom tiidu rozkladu [a] odpovidajici pfirozenému ¢islu a € N, tj. napf.
dvojici [a, 0], ztotoZnime s prvkem a € Z, a tiidu rozkladu [a — 0], kde a — b ¢ N, ztotoZnime
s prvkem a — b € Z (napt. [5 — 7] = -2 € Z).
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Na tfidach ekvivalence definujeme operaci s¢itani (a s ni i odeéitani) pomoci reprezentanti.
Napt.
[[a, b]] + [[¢, d]] :== [[a+ ¢, b+ d]],
coz zjevné nezavisi na vybéru reprezentantti. Lze si pfitom vzdy volit reprezentanty [a, 0] pro
kladna ¢isla a reprezentanty [0, a| pro ¢isla zaporné, se kterymi se nam bude pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy prklad ukazuje, jak dilezité je umét nahlizet na tiidy ekvivalence jako
na celistvé objekty a soustiedit se na vlastnosti téchto objektd, nikoliv na forméalni popis
jejich konstrukce.

V Z nam stéle jesté chybi inverze! Napi. 27! & Z.

(b) Konstrukce raciondlnich cisel ze Z. Raciondlni ¢isla Q mizeme zkonstruovat z celych cisel
pridanim vSech chybéjicich inverzi zcela obdobnym zptisobem, jak jsme konstruovali Z z N.
Na mnoziné uspotradanych dvojic [p, q], kde p,q € Z a q # 0, definujeme relaci ~ tak, jak
ocekavame, Ze se maji chovat podily g:
p_ D

p,a] ~ [P, 4] = S== <~ p-d=p-q
q q

V Z neumime prostiedni rovnost, zatimco rovnost na pravé strané jiz ano. Zjevné jde o
relaci ekvivalence (ovéite podrobnosti!) a racionalni ¢isla jsou pak jeji t¥idy ekvivalence. Kdyz
budeme formélné psat 5 misto t¥idy rozkladu [[p, ¢]] prislusejici dvojici [p, ¢] a kdyZz budeme
definovat operace s¢itani a nasobeni pomoci znamych vzorci

p. ql] + [lr, s]] := [lps +qr,qs]],  lp, ql] - [Ir, s]] == [lpr. gs]],
dostaneme praveé téléso racionalnich cisel.

Priklad 35. Jinym dobrym a jednoduchym pfikladem jsou tzv. zbytkové tiidy Z, celych ¢isel. Pro
pevné zvolené prirozené cislo n definujeme equivalenci ~,, tak, ze dvé ¢isla a,b € 7Z jsou ekvivalentni,
tj. a ~, b, jestlize jejich zbytek po déleni ¢islem n je stejny, neboli @ (mod n) = b (mod n). Vyslednou
mnozinu tiid ekvivalence oznacujeme Z,,. Je tedy

Zn = {[0]7 [1]7 [2]7 R [n - 1]}7

coz ztotoznime s mnozinou
Z,=1{0,1,2,...,n—1}.

Napft. pro n = 2 dostavame Zy = {0, 1}, kde 0 reprezentuje suda ¢isla (zbytek po déleni dvojkou je
0), zatimco 1 reprezentuje liché ¢isla (zbytek pop déleni dvojkou je 1). Nebo Z; = {0,1,2,3,4,5,6}.

Opét lze snadno zjistit, ze pomoci reprezentanti mtzeme definovat nasobeni a s¢itani. Tedy pro
a,b € Z, (vSimnéte si, zZe jiz automaticky nepouzivame zapis [a|, [b] € Z, pomoci tiid ekvivalence)
je

a+b=c(modn), ab=d (modn), kdec,dE€Z,tj.c,de{0,1,...,n—1}.

Napt. v Z7 je 3+ 5 =8 (mod 7) = 1 nebo 3.5 =15 (mod 7) = 1.

Zkuste si ovérit, ze Z, je komutativnim télesem pravé, kdyz je n prvocislo. 0J

Konec 2. pf¥ednasky (5.10.2009)




28

6. RESENI SYSTEMU LINEARNICH ROVNIC

Linearni rovnice je rovnice typu

a1 + asxy + -+ -+ apx, = b
T1,...,T, jsou nezndmé (téz proménné), ay, ..., a,,b jsou koeficienty.

Priklad 36. Rovnice
(a) 2x1 + axg —x3 =1 je linedrni,
(b) 2z; + ax3 — x3 = 1 neni linearni,
(c) 2@y + axox3 — w3 = 1 neni linearni,
(d) 227 —x3 =1 je linearni.

Systém m linearnich rovnic v n proménnych (téZ m x n—systém) je tvaru

a111 + 199 + -+ ATy — bl

a91T1 + oL + - -+ + Aonly = bg

(LS)
Am1T1 + AmaZe + -+ - + Qpp®y = bm
Z1,...,T, jsou nezndmé, a;;, b; jsou koeficienty (i =1,...,n,j=1,...,m).
Priklad 37. Systémy linearnich rovnic:
(a) 2 x 2-systém, méa jediné feSeni (z1,22) = (1,3),
ry + 2!13'2 =7
2!13'1 — Ty = -1
(b) 2 x 3-systém, mé nekoneéné mnoho FeSeni (z1, e, x3) = (t,t,1) prot € R,
Ty — X9 —+ 2$3 = 2
—r1 4+ zy + a3 = 1
(c) 3 x 2-systém, nemé zadné Feseni (z1,x2),
Ty + X9 = 4
21‘1 — T2 = —1
ry — X = 0
0]

Systém, ktery méa alespon jedno feSeni, se nazyva konzistentni, pokud nema zadné feseni, je
nekonzistentni. Tedy v Pfikladu 37 jsou systémy (a) a (b) konzistentni, zatimco systém (c) je nekon-
zistentni.

Reseni systému (LS) je uspotadand n—tice ¢isel (x1,...,z,). Pfi feSeni systému linedrnich rovnic
vzdy hleddme mnozinu vSech feSeni (nazvéme ji mnozina feseni tohoto systému).

Priklad 38. Systém se dvéma proménnymi (n = 2) lze fesit geometricky:
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(a) jediné Feseni (xq,x2) = (1, 3),

2§1 j—L 22 z 7_1 = Z; iz : 2_1,%1:2 ;_ 2 (viz obr.)
(b) nekoneéné mnoho Feseni (x1,x2) = (t,2t + 1) pro t € R,
_gii j_L iz z 1_1 = 5; iz i ;ii :[ }’ (p1 = p2) (viz obr.)
(c) zadné Feseni (x1,x2),
_gii i— Z i 2_1 = g; 22 z ;ii 1 % (p1 || p2) (viz obr.)

O

6.1. Ekvivalentni systémy. Dva linearni systémy jsou ekvivalentni, pokud maji stejnou mnozinu
Feseni (uvazte, Ze tato relace zadava relaci ekvivalence na mnoziné vSech linearnich systém).

Mame-li jeden linearni systém (LS), potom nasledujici ipravy neméni mnozinu feseni:
[. Zaména dvou rovnic v systému.
IT. Vynasobeni nékteré rovnice nenulovym c¢islem.

III. Pricteni nasobku jedné rovnice k rovnici jiné.

P1i feseni systému lineadrnich rovnic budeme aplikovat tyto operace, abychom ziskali systém, ktery
lze Tesit jednoduseji: tzv. trojihelnikovy systém (viz obr.). Tj. systém, ve kterém je v i—tém Fadku
prvnich ¢ — 1 koeficientti nulovych a i—ty koeficient nenulovy.

Priklad 39.

31’1 + Z9 + 31’3 - Ty = 4
— X2 — Trs + Ty 1

T3 + Ty 0

- 21’4 = 4

ma jediné feSeni (xy,x9, x3,24) = (2,—5,2,—2), které ziskdme feSenim systému ,odspoda“, tj. od
posledni rovnice. !

Metoda uvedend v Ptikladu 39 se nazyva zpétna eliminace (t€z zpétna substituce).

Jednotlivé rovnice mtizeme psat bez proménnych z;, dostaneme tak matici systému (LS) — kde
vystupuji pouze koeficienty z levé strany systému:

a1 aig ... A1n

91 A2 ... QA2p ., . .
m tadki a n sloupct,

Am1 Am2 ... Amn

a dale rozsifenou matici systému (LS) — véetné pravych stran:

a1 a19 e Q1 | bl

91 QA2 ... (0579 | bg ., . .
B m Ttadkt a n + 1 sloupcti.

Al CQm2 - Qpn | b
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Priklad 40. Matice systému a rozsifend matice systému v Piikladu 39 jsou

3 1 3 -1 3 1 3 -1 -3
0 -1 -1 1 0 -1 -1 1 | 1
o0 1 1| 00 1 1 ] 0
00 0 -2 00 0 -2 4

Elementarni radkové ipravy na rozsifené matici systému, které neméni systém feseni, proto jsou:

[. Zaména dvou radki.
IT. Vynasobeni nékterého radku nenulovym ¢islem.
ITI. Pri¢teni nasobku jednoho radku k jinému radku.

Jestlize ma linearni n x n—systém ekvivalentni trojuhelnikovy tvar, potom ma ziejmeé jediné feseni.

Postup pro nalezeni ekvivalentniho trojuhelnikového systému k danému n x n systému:

1. Ur¢ime pivota ®, tj. prvni nenulovy koeficient v prvnim fadku. Nékdy je nutné zameénit radky,

abychom dostali nenulové ¢&slo na prvni pozici. Radek, ktery obsahuje pivota, se nazyva
pivotni fadek. Vétsinou je vyhodné, aby byl pivot roven 1 (ale neni to nutné). To docilime
pouzitim II. elementarni fadkové tpravy (vynasobeni fadku nenulovym ¢islem):

® x ok .. |x

2. Koeficienty pod pivotem vynulujeme pomoci elementarnich fadkovych tprav — zejméma po-
moci III. elementarni fadkové upravy (pfi¢teni ndsobku pivotniho fadku postupné k ostatnim

radkim):
® * ok E
0 = |x
0 % oo x|k

3. Tuto proceduru aplikujeme na podmatici, atd.

0 ® ... %
ko |x

0~-~* ko |x

Pokud v daném sloupci neni zadny nenulovy prvek k vybéru pivota, potom systém nemé ekviva-
lentni trojihelnikovy tvar.
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6.2. Systém ve schodovitém tvaru (Gaussova eliminace). PouZivé se pro n x n systémy, které
nemaji ekvivalentni trojuhelnikovy tvar nebo pro obecné m x n systémy.

Matice systému (pfipadné rozsifena matice systému) je v (faddkové) schodovitém tvaru, pokud
spliwuje:

(i) prvni nenulovy prvek v kazdém fadku je 1,
(ii) jestlize je néktery fadek nenulovy, potom ma nasledujici fadek vice nul na zacatku,
(iii) radky, které obsahuji jen nuly, jsou na konci.

1 % % % x 1 * |
0 0 1 % = 0 01 =« |
00 O0O0°1 00001 |

: : PTip. S A
00 00O 1 00 00O 1| x
00 00O 0 00 00O 0] 0
00 00O 0 00 00O 0] 0

Priklad 41.

neni ve schodovitém tvaru,

je ve schodovitém tvaru,

neni ve schodovitém tvaru.

—_ O = O Oﬁ’—‘

OO, OO
N~ —— O O

SO OO+, OO -
(e}

O

Gaussova eliminace je feseni systému linearnich rovnic metodou tpravy rozsifené matice systému
na schodovity tvar (a poté zpétnou eliminaci).

Priklad 42. Metodou Gaussovy eliminace vyfeste systém

—T1 — To -+ 21’3 — Ty = 1,
dry 4+ 229 — x3 + 214 = 2,
3r1 + o + a3 + w3y = 3.
Resend.
-1 -1 2 -1 |1 11 -2 1 | -1
4 2 -1 2 | 2]~0 =2 7 -2 | 6
3 1 1 1 1 3 0 -2 7 -2 1| 6
11 -2 1] -1
~f01 -1 1] =3
00 0 0 O
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Tato matice je ve schodovitém tvaru. Odtud volbou z3 := s a x4 = t dostaneme dosazenim do
prvnich dvou rovnic
1’2:—3+%8—t, 1’1:2—

oS

S?
tedy mnozina feseni je

{(2—%5, —3+%s—t, s, t), t,seR}.

6.3. Gauss—Jordanova eliminace. Pokud v (rozsifené) matici systému, kterd je ve schodovitém
tvaru, vynulujeme vSechny prvky nad vSemi pivoty (zpétnou eliminaci), pak tuto metodu nazyvame
Gauss—Jordanova eliminace. Tj.

1o [ s 7] 1 0 % 0 0
00 1 = [¥ 001 %0 0
00 0 0 1 00001 0
00 00 0 1 88888 (1)
00 0 0 0 0

00 0 0 0 0 00000 0

pripadné

Lo [F] o [F] <] 1o 1 % 0 % 0 0 | =
0 1 * [¥] [*] | = 001 0 0 | =
00 0 0 1 ERE 00001 0 | x
: AN : ]
00000 1| «

00 0 0 0 1 | «
00 0 0 0 0}0 00000 00
00 0 0 0 0 | 0 00000 00

Priklad 43. Metodou Gauss—Jordanovy eliminace vyfeste systém z Prikladu 42.

Resent. 7 Piikladu 42 méme

-1 -1 2 -1 ] 1 1[1] -2 1| -1
42—12|2~01§1|—3
3 1 1 1 |3 00 0 0] 0

Tato matice je ve schodovitém tvaru. Vynulovanim prvkt nad vSemi pivoty dostavame

3
2

Odtud jiz volbou z3 := s a x4 =t primo dostaneme

x2:—3+%s—t, x1:2—%s,
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tedy mnozina feSeni je (jako v Piikladu 42)

{(2—%5, —3—1—%5—1&, s, t), t,SER}.

Gauss—Jordanova eliminace bude zejména uziteCna pro vypocet inverznich matic.

6.4. Homogenni systémy. Linearni syslém se nazyva homogenni, pokud jsou vSechny koeficienty
bj = 0 (tj. vSechny pravé strany jsou nulové):

* x | 0
* x | 0

| 0
« % ... % | 0

Homogenni systém je vzdy konzistentni (tj. ma vzdy alespori jedno FeSeni), protoze nulové feseni
(.Z‘l,...,flfn) == (0,,0)

je vzdy TesSeni takového systému. Toto nulové feseni se také nazyva trividlni feseni.

Priklad 44. Vyfesme linearni systém:

1 -1 2 =110 1 1 -2 1 |0
4 2 -1 2 |o]~f0 -2 7 =20
3 1 1 1 |0 0 -2 7 —21]0

11 -211]0

~(01 -1 110

00 0 010

Odtud jiz volbou z3 := s a x4 = t dostaneme
l’gzgs—t, .1’1:—%8,

tedy mnozina feseni je
{(— %s, %s—t, s, t), t,s ER} neboli {(—38, Ts —t, 2s, t), t,s ER}.
O
7 Piikladu 44 je vidét, ze pfi upravach homogenniho systému se pravé strany nemeéni, protoze z

nul na pravé strané nelze pii ndsobeni a sé¢itani/od¢itani ziskat nic jiného nez opét jen nuly. Proto
se nékdy homogenni systém zapisuje pouze svou matici systému

* . *
* . *
XX *

(misto rozsifené matice systému). Ptiklad 44 potom vypadé néasledovné:
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Priklad 45. Vyfesme linearni systém:

-1 -1 2 -1 1 1 -2 1
4 2 -1 2 | ~10 =2 7 =2
3 1 1 1 0o -2 7 =2
11 -2 1
~(0 1 -1 1
00 0 O
Odtud jiz volbou x3 := s a x4 = t dostaneme (vime, Ze na pravé strané jsou samé nuly)
IL’QI%S—t, T = —3s,

2
tedy mnozina feseni je

{(—%s, %s—t, s, t), t,seR} neboli {(—33, 7s —t, 2s, t), t,seR}.

Rozmyslete si, jak by se ukazalo nésledujici jednoduché tvrzeni:

Tvrzeni 1.
(i) Linedrni homogennin X n systém (tj. m = n) md pouze trividlni fesent, pokud jej lze prevést

na ekvivalentni trojuhelnikovy systém.

(ii) Je-li m < n, tj. je-li pocet rovnic mensi nez pocet neznamych, potom md linedrni homogenni
m X n systém netrividlni resend.

(iii) Md-li linedrni homogenni m x n systém netrividlni Tesent, potom jiZ md nutné nekonecné
mnoho Tesent.

(iv) Ma-li linedrni homogenni m X n systém teseni x a y, potom jsou x +y a c-x také Teseni pro
libovolné c € R.

Diikaz. Dtikaz tietiho tvrzeni plyne z ¢asti (iv). O



35

7. VEKTORY

7.1. Vektory v R". Vektor je usporadana n-tice redlnych ¢isel, znacime

w=(uy,...,up), v=_(v1,...,0,), w=(wq,...,w,),

Pevné zvolené n € N se nazyva dimenze vektoru.
Redlné ¢islo a je zfejmé specidlni pfipad vektoru (dimenze 1).

Sc¢itani vektort definujeme po slozkach:

u+v=(ug +vg,..., U, +v).

Nasobeni vektoru u ¢islem a € R definujeme tak, ze kazdy prvek n-tice u vynasobime ¢islem a:
a-u=a-(uy,... u,)=(a up,...,a-uy,).
Pro sc¢itani vektori v R™ zjevné plati pravidla v odstavci 1.2 s nulovym prvkem
0=(0,...,0) e R™

Pro nulovy vektor imyslné pouzivame stejny symbol jako pro nulu realnych ¢isel. Podobné budeme
pro s¢itani a nasobeni vektort pouzivat stale stejny symbol (plus a bud tecku nebo prosté zietézeni
znak). Navic nebudeme pouzivat pro vektory zadné specidlni znaceni, zda se jedna o vektory ¢ ¢isla
bude zfejmé z kontextu. Pro skalary budeme spiSe pouZivat pismena ze zac¢atku abecedy (a, b, c, ...)
a pro vektory od konce (u,v,w, . ..), prostfedek abecedy nam zistane na indexy proménych a souctu

(i, 4.k, ...).
Pro vektory u,v € R™ a skalary a,b € R plati
a-(u+v)=a-ut+a-wv,
(a+b)-u=a-u+b-u,
a-(b-u)=(a-b)-u,

1-u=nuw.

Skalarni soucin dvou vektori u,v € R” je realné ¢islo

n
u-v:(ul,...,un)-(vl,...,vn):u1-v1+U2-vg+---+un-vn:Zui-vi.
i=1
Skalarni soucin lze tedy brat jako zobrazeni - : R” x R" — R.

Piiklad 46.
(1,2,3)-(2,-3,1)=1-2+2-(-3)+3-1=2—-6+3=—1
0

Pozor! Neplette si ,nasobeni vektoru skaldarem* (tj. ndsobeni vektoru ¢islem, kdy je vysledek opét
vektor) se ,skalarnim nasobenim“ (dvou vektort, kdy je vysledek ¢islo)!

Pomoci skaldrniho soucinu lze zjednodusit geometricky vztah pro tthel dvou vektori v odstavci 4.4
u-v
cosy) = ———,
[l [l

piipadné zavést pojem kolmosti mezi vektory, tj. u L v pokud u-v = 0 (neboli cost) = 0, tj. ¥ = 7).
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Vsimnéte si, Ze pro velikost vektoru u = (uq, ..., u,) plati
lul| = y/u? + - +u2=+vu-u, neboli u-u=|ul?

Je-li dimenze obou vektori 1, je ziejmé skaldrni nésobeni vektort (= ¢isel) oby¢ejnym nésobenim
Cisel.

7.2. Linearni kombinace vektora v R". Méjme vektory vy, ..., v, € R™ (tj. obecné m vektoru,
kazdy z nich ma dimenzi n). Potom jejich linedrni kombinace je vyraz (vektor) tvaru

W = a101 + AoV + + + + + AUy, kde ay,...,a, € R. (11)

Rikdme, Ze vektor w € R" je linedrni kombinace vektort v1,...,v,,, pokud existuji redlna &isla
ai,...,a, € R takova, ze plati vztah (11).

Piiklad 47. Vektor w = (1,—7,—4) je linearni kombinaci vektori v = (2,1,1) a v = (1,3,2),
protoze plati

w=2u—-3v=2-(2,1,1)+(-3)-(1,3,2) = (1, -7, —4).

O
Priklad 48. Vektor x = (2 — % s, =3+ % s—t, s, t) je linearni kombinaci vektort
u=(2,-3,0,0), v=(-2110), w=(0-1,01),
protoze plati
r=1-u+s-v+t-w=(2-300)+s-(—21,1,0)+¢-(0,-1,0,1).
viz mnozina Teseni v Prikladu 43. U

Mnozinu v8ech linedrnich kombinaci vektori vy, ..., v,, znacime

Span (v1,...,v,), nebo takéjen  (vi,...,Un).

Piiklad 49. V Piikladu 44 (viz také ¢astetné Piiklad 48) je mnoZina FeSeni uvedeného linedrniho
homogenniho systému rovna mnoziné

Span ((—2,1,1,0), (0,—1,0,1)),

T 99
protoze je kazdé teseni tohoto systému rovno linearni kombinaci vektori

v=(=2,1,1,0), w=(0,-1,0,1).

272



37

7.3. Systémy linearnich rovnic II. Linedrni kombinace vektori 1ze jednoduse vyuZit pro stanoveni
feSitelnosti systému linedrnich rovnic. Uvazujme linedrni m x n systém (LS) z odstavce 6. Oznacme

jako

11 a12 A1n by
21 22 A2p, by
1] . 2] . n| .__ .
all = : . a? = : .., aM= : , b:=
am1 Am2 Amn bm

sloupce matice tohoto systému a jako b sloupec pravych stran. Tedy matice systému je potom tvaru

A= (am a? . a[”]) )

Potom muzeme linedrni systém (LS) zapsat ve tvaru

11 a12 Q1n by

21 22 Q2n, by
it . T2t L =]

Am1 Am2 Amn bm

tj. ve tvaru
Vo, +aPzy + - 4+ alz, = 0.

Hledané feSeni xq,...,r, miuzeme chapat jako koeficienty v linearni kombinaci. Vidime tedy, ze
vektor b musi byt linearni kombinaci sloupcii matice A a tudiz jsme dokazali nasledujici charakterizaci
fesitelnosti systému linearnich rovnic.

Tvrzeni 2. Systém linedrnich rovnic (LS) md (alespori jedno) resent
< sloupec pravych stran b je linearni kombinaci sloupctu matice systému, tj.

< be Span <a[l],a[2}, . .,a[”]>.

7.4. Linearni (ne)zavislost vektoru v R".

Priklad 50. Necht jsou dany vektory

1 —2
Uy = 2 ) Ug = 1 ) us =
1 1

w ot O

(a) Mnozina vSech linearnich kombinaci dvou vektorti u; a us je

Span (uy, ug) = {ay u; + as ug, aq,ae € R}
1 -2

= {0,1 2| + as 1 , al,aQER}.
1 1
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(b) Mnozina vSech linedrnich kombinaci t¥i vektort uy, us a ug je

Span (uy, ug, ug) = {ay uy + ag ug + azus, ai,as,az € R}

1 -2 0
:{al 21 +as| 1 | +a3|b ,al,ag,ageR}.
1 1 3

Pokud si ale vSimneme, ze vektor

1 -2 0
2U1+U2:2 2 + 1 = 5 = Us
1 1 3

tj. vektor us je linearni kombinaci vektorti u; a us, potom lze mnozinu Span (uy, us, uz) zapsat
pouze pomoci vektortl u; a us:

a1 Uy + ag Uy + a3 Uz = aj U1 + as us + as (2U1 +U2) = (0,1 + 20,3) Uy + (0,2 + ag) Ug.

Tedy je
Span (uq, ug, uz) = Span (uy, us),
neboli vektor u3 neni potteba.

Vsimnéte si také, ze plati vztah zavislosti mezi témito vektory
2U1 +1U2 —1U3 :0,
N /

nenulové koeficienty.

O

Ma smysl se tedy ptat, kdy v dané mnoziné vektort nékteré vektory ,ptrebyvaji“ (ve smyslu
generovani linedrnich kombinaci) ¢i kdy tam jsou vSechny vektory potfeba.

Definice 1. Vektory wuy,...,ur € R” jsou linearné zavislé, pokud existuji ¢isla ay,...,ar € R, z
nichz je alespon jedno nenulové, tak ze plati vztah zavislosti

aiuy + agus + -+ -+ apup = 0. (12)

V opacném pripadé se vektory wuy,...,u;r € R™ nazyvaji linedrné nezavislé, tj. jediné koeficienty

ai,...,ar € R, pro které plati vztah (12), jsou
ay =ag =---=ap=0.
O

Je ztejmé, ze pokud by néktery z vektord u; byl nulovy vektor, potom jej miizeme vyradit, protoze
do vyslednych lineadrnich kombinaci ni¢im nepfispiva. Budeme proto v dalsim bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, ze vsechny vektory wuq, ..., u; jsou nenulové.
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Piiklad 51.

(a) Vektory uy a uy v Piikladu 50(a) jsou linedrné nezéavislé, nebof vztah

1 -2 0
a1 Uy + as ug = ag 2 + asy 1 = 0
1 1 0

nutné implikuje, ze koeficienty aq, as vyhovuji homogennimu systému rovnic

a; — 2&2 = 0,
2&1 + ayg = 0,
a; + a9 = 0,

ktery ma pouze trividlni feseni (ay,as) = (0,0) (Ovéite si to!).
(b) Vektory uy, us a ug v Pfikladu 50(b) jsou linedrné zavislé, nebot spliiuji vztah

2U1—|—1U2—1U3:0,

tedy a; = 2, ap = 1, ag = —1, pri¢emz alespon jeden z téchto koeficientli je nenulovy.

Ovsem kdybychom tyto koeficienty neznali, postupovali bychom nasledovné: polozime

1 -2 0 0
CL1U1+CL2U2+CL3U3:CL1 2 + asy 1 —|—a3 5 = 0 y
1 1 3 0

coz nutné implikuje, ze koeficienty aq, as, as vyhovuji homogennimu systému rovnic

ay — 2@2 == 0,
2a1 + as -+ 5@3 = 0,
a; -+ as -+ 3@3 = 0.

Tento systém vyfesime Gaussovou nebo Gauss—Jordanovou eliminaci:

1 =2 0|0 1 =2 0|0 10210
2 1 5] 0~-+~10 1 1] O0]~(011]0O0
1 1 3|0 0 0 0] 0 00071 O
Volbou a3 = t pak dostaneme ay; = —t, a; = —2t. Jsou tedy feseni tohoto systému tvaru

(&1,&2,&3) = (—Zt, —t, t) =t- (—2, —1, 1)

Existuje tedy nenulové feseni (ay, as, az), a proto jsou vektory wuy, us, ug linedrné zévislé.

Vsimnéte si, Ze volbou t = —1 dostaneme (ay, as, az) = (2,1, —1), tedy nase znamé koefici-
enty.

O

V predchozim prikladu jsme tedy vidéli, jak pozname, jestli jsou vektory wuy, us,...,u; linedrné
nezavislé nebo zavislé. Prosté potiebujeme znat, jestli ma homogenni systém

ayup +agug + -+ apur =0 (13)

pouze trividlni feseni (ai,as,...,a;x) = (0,0,...,0) (= linedrni nezavislost) nebo alespon jedno
netrividlni feseni (ay,as,...,ar) (= linearni zavislost, a v tomto pfipadé vime z Tvrzeni 1(iii) v
odstavci 6.4, Ze téchto FeSeni je nekonecné mnoho).

Vsimnéte si, ze homogenni systém (13) je typu n x k, protoZze kazdy vektor u; ma dimenzi n (t;j.
méame n rovnic) a nezndmych je pravé k (tj. tolik, kolik je celkem vektort w;).
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Priklad 52. Je snadné ovérit, ze dva vektory u,v € R™ jsou linedrné zavislé, pravé kdyz je jeden z
nich nasobkem toho druhého. Skutecné, pokud je

a;u+ayv =0, pron&aké aj,as € R, (a1, az) # (0,0),

potom je (feknéme, Ze napf. ay # 0)

a . L
v=—— u, tj. vektor v je nasobkem vektoru u.
a2

O

Dalsi vlastnosti linearné nezavislych vektort uvedeme pozdéji v obecnéjsim kontextu vektorovych
prostort.
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8. MATICE A MATICOVY POCET

8.1. Matice. Matici typu m x n rozumime obdélnikové schéma realnych cisel

a1 a1 ... QAip
921 o9 ... QdAgp
A= ] ] ) ] , m Fadki
Am1 Am2 ... Qmp
~~ -
n sloupct

kde a;; € R pro vSechny indexy 1 <i<m, 1 <j <n.
Matici A s prvky a;; znac¢ime také A = (a;).
Vektor (a1, aa, ..., a;) € R™ nazyvame (i—ty) fddek matice A, i =1,...,m.

Vektor (a1, agj, . .., anj) € R™ nazgvame (j-ty) sloupec matice A, j =1,...,n.

Matici mtizeme také chapat jako zobrazeni
A:{L...om}x{l,....,n} = R.

Matice typu 1 x n (= fadek) nebo n x 1 (= sloupec) jsou vlastné pravé vektory v R".
Redlné ¢islo a je zfejmé specidlni pfipad matice (typu 1 x 1), striktné vzato ale v zapise (a).

I obecné matice lze v8ak chapat jako vektory v (R™)" = R™", prosté zapomeneme na fadkovani.
Zejména tedy je definovano séitani a od¢itani matic a nasobeni matic skalary: Jsou-li A = (a; ),
B = (b;j) matice stejného typu a je-li ¢ € R, potom klademe

A+ B = (aij+bij), A—B:= (a'ij_bij)a C'A:(C'aij)‘

Vysledkem scitani a odcitani matic a nasobeni matice skalarem je opét matice, kterd ma vzdy
stejny typ jako ptivodni matice. Pozdéji uvidime, ze toto pravidlo obecné neplati pro nasobeni matic.

Dale pak matice

—A = (—ay)
se nazyva matice opacna k matici A a matice
0 ... 0
0=1:
0 ... 0

se nazyva nulovd matice (vhodného typu).

Priklad 53. Necht

Potom je
L (24(-1) 142 043\ (1 3 3
A+B_<1+(—1) 342 2+1)_<0 5 3)’
C(2-(=1) 1-2 0-3\ (3 -1 -3
A_B—<1—(—1) 3-2 2—1)—( 1 1)’

3
2
—2-2 —2-1 =20 -4 -2 0
_2"4_(—2-1 -2-3 —2-2)‘(—2 —6 —4)‘
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Plati proto nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 3. Predpisy pro matice A+ B, ¢c- A, —A, 0 zaddvaji na mnoziné vsech matic typu m X n
operace sc¢itini a ndsobeni skaldry spliugici axiomy (V1)—(V4), tj.
c-(A+B)=c-A+c- B,
(c+d)-A=c-A+d- A,
c-(d-A)=(c-d)- A,
1-A=A

8.2. Systémy linearnich rovnic ITI. Matice lze vhodné vyuzit pro zapis systému linedrnich rovnic.
Uvazujme nasledujici systém m rovnic v n proménnych:

1171 + Q12T+ + + A1p Ty = bl

211 -+ 92919 +- aAon Ty — b2

Am1T1 + AmaTo + -+ -+ QpTy = bm

Posloupnost x4, ..., z, 1ze chapat jako vektor proménnych, tj. jako sloupec v matici typun x 1 a
pravé strany by, ..., b,, 1ze chapat jako sloupec v matici typu m x 1, tj.
T bl
r={ ], b=
T b

Systém rovnic lze pak forméalné psat ve tvaru A - x = b, neboli

ay; ... A1p T bl
Al -+ Gmn T by

Puavodni rovnice nyni obdrzime tak, Ze bereme postupné radek z matice A a skalarné jej vynasobime
s vektorem proménnych z, tj.

(@i1, Qig, - - -5 Qin) * T = Q21 + ATy + -+ + ATy = by,
kdei=1,2,...,m.
V roviné, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uz zavedli takovyto pocet a vidéli jsme, Ze s nim lze

pracovat velice efektivné (viz odstavec 4.3). Nyni budeme postupovat obecnéji a zavedeme i na
maticich operace nasobeni.

Konec 3. pfednasky (12.10.2009)




43

8.3. Soucin matic. Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m x n a libovolnou matici B = (b;),) typu
n X ¢ definujeme jejich souéin jako matici C'= A - B = (¢;), kterd je typu m X ¢ s prvky

big
n
bak
Cip = Zaijbjk = (aﬂ Ay ... am) | 0|, proviechny 1<i<m,1<k<gq
j=1 )
nk

Tj. prvek c¢;; ve vysledné matici souc¢inu dostaneme tak, ze skalarné vynasobime

(i—ty Fadek matice A) - (k-ty sloupec matice B).

Pro soucin matic symbol - vétsinou vynechavame a piseme jen C' = AB, ptipadné Ax = b.

Priklad 54. Je-li matice A typu 2 x 3 a matice B typu 3 x 4,
-1 3 2 1
A:<_12(2)513), B=12 1 -1 2},
1 -1 0 3

je jejich soucin C' = AB matici typu 2 x 4,

i (123)_<—%1) (123).<_§’1> (123).<_(2)1) (123)-@)
“- (—201)'<_%1> (‘201)'<_:1])1> (_201)'<_21) (_201)‘@)

(6 2 0 14
C\3 =7 —4 1)
Vsimnéte si, Ze soucin BA neni v tomto pripadé definovan, protoze ,nesedi“ dimenze matic. [

Tvrzeni 4. Plati nasledujici algebraickd pravidla pro pocitani s maticemi (kdykoliv jsou tyto operace
definovdny, tj. kdykoliv maji matice prislusné dimenze):

(1) Sc¢itdani matic je komutationi a asociativni,
A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+C).
(ii) Nasobeni matic je asociativni,
(A-B)-C=A-(B-QC).
(ili) Plati distributivni zdakony

A-(B+C)=A -B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C.

Diikaz. (1) Vypocet je trividlni, protoZe je s¢itani matic definovano po slozkéach, ptficemz komutativita
a asociaticita s¢itani realnych cisel plati.
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(ii) ProtoZe realna ¢isla spliiuji asociativni, distributivni i komutativni zédkony, mtizeme spocitat
pro matice A = (a;;) typu m x n, B = (b;) typu n x p a C = (i) typu p X ¢q

n P
:(Zaij-bjk> typu m x p, B~C:(ijk-ckl) typu n X q,
j= k=1
n p
(A B) (Z Z Q5 - ]k Ckl) = (Z Z Q;j - bjk . Ckl) typu m X q,

k=1 j=1 k=1
n p

A~(B-C):<Zaij-(ijk ckl) (ZZCLU bik - ckl) typu m x q.
=1 k=1 =1 k=1

Plati tedy asociativni zdkon pro nasobeni matic.

(iii) Pro prvni distributivni zdkon musi byt matice B a C stejného typu n x ¢ (pfi¢emz matice
A je typu m x n). Ovéite platnost tohoto zakona, stejné tak jako platnost druhého distributivniho
zékona. 0

Jak jsme jiz ukazali v odstavci 4.3, nasobeni matic neni obecné komutativni. Zejména, je-li soucin
AB definovan, pak BA definovan byt nemusi. Ale dokonce i kdyz souc¢in BA definovan je, nemusi
byt roven sou¢inu AB (napf. mize mit jinou dimenzi). Najdéte takové priklady matic.

Ma-li matice A typ 1 x n (faddek) a matice B typ n x 1 (sloupec), je pak zfejmé nésobeni matic
oby¢ejnym skalarnim nasobenim (vektori).

Je-1i typ obou matic 1 x 1, je zfejmé soucin matic (= ¢isel) oby¢ejnym nésobenim ¢isel.

8.4. Ctvercové matice. Je-li v matici A stejny pocet Fadkt a sloupct, tj. m = n, hovoiime o
¢tvercové matici. Pocet fadki (nebo sloupcil) pak nazyvame fad (téz dimenze) matice A.

Matice
1 ... 0
I = (5z’j) = |: S
0 ... 1
se nazyva jednotkova matice (na hlavni diagonédle mé 1, jinak vSude 0). Nékdy budeme psat I,, pro

zdtraznéni dimenze jednotkové matice (podobné pro nulovou ¢tvercovou matici 0,,). Symbol d;; udava
tzv. Kroneckerovu delta funkci,

P 1, pro ¢ = 7,
Y10, proi # g

Jednotkova matice hraje roli jednotkového prvku vzhledem k nasobeni matic, tj. pro libovolnou
matici A typu m x n je
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8.4.1. Trojuhelnikové matice. Specialnim pripadem ¢tvercové matice je matice trojuhelnikova, ktera
ma bud pod hlavni diagonéalou pouze nuly (tzv. horni trojihelnikova matice) nebo nad hlavni diago-
nalou pouze nuly (tzv. dolni trojihelnikova matice). Na hlavni diagonale mohou byt prvky nenulové
nebo i nulové.

Tj. ¢tvercova matice A = (a;;) Fadu n je horni trojihelnikové, pokud a;; = 0 pro vSechny indexy
i > 7, ti.

* ok
0 x*
A=1: + 1
0 0 ... *x =%
00 ... 0 x
pfipadné A je dolni trojuhelnikova, pokud a;; = 0 pro vSechny indexy ¢ < j, tj.
* 0 ... 00
x % ... 0 0
A — . . . .
*
* * ok

Priklad 55.

(a) Priklady hornich trojihelnikovych matic jsou jednotkova matice I nebo nulova matice 0 (obé
radu n) nebo napf. matice

2 1 0 2 23 -
0 0)° 0 3)’ 00 1
0 0 —1
(b) Piiklady dolnich trojuhelnikovych matic jsou jednotkova matice I nebo nulova matice 0 (obé
radu n) nebo napf. matice

2 0 20 200
1.3)7 \3 0)” Loo
3 3 -1

0J

Oveérte si, Ze soucin dvou (¢i vice) hornich trojihelnikovych matic (pfipadné dolnich trojthelniko-
vych matic) je opét horni trojihelnikova matice (pfipadné dolni trojuhelnikova matice).

8.4.2. Diagondlni matice. Je-li matice A soucasné horni i dolni trojuhelnikova, potom ma mimo
hlavni diagonalu pouze nuly. Takova matice se nazyva diagonalni. Na hlavni diagonale mohou byt
prvky nenulové nebo i nulové. Tj. ¢tvercova matice A = (a;;) fadu n je diagonalni, pokud a;; = 0
pro vsechny indexy i # 7, tj.

* 0 ... 00
0O = ... 00
0 0 . *

(@)
(@)
[a)
*
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Piiklad 56. Piiklady diagonalnich matic jsou jednotkovad matice I nebo nulovd matice 0 (obé fadu

n) nebo napf. matice
20 00 200
0 0/’ 0 3/’ 030
0 0 -1

OJ
Oveéite si, ze soucin dvou (¢i vice) diagonalnich matic je opét diagonalni matice.
8.5. Mocniny matic. Pro ¢tvercovou matici A fadu n definujeme jeji mocninu jako
A% = A A, AP = (AR A=A (A =A4-A... 4
—_—
k—krat
pricemz klademe také
Al = A, A =1,
Priklad 57. Pro matici
11
=)
mame
o (1 1\ (1 1\ _ (2 2\ _
A_<11 11_22_2A’
2 2 11 4 4
3 — . = e
w=(33) (G 1)=(1)=
" 2n—1 2n—1 .
A" = <2n—1 2n—1) =2 IA'
O

Plati jednoduché pravidla pro pocitani s mocninami matic jako u mocnin realnych cisel:

Ak DA™ — Ak-i—m’ (Ak)m — Akm

8.6. Inverzni matice. S redlnymi Cisly umime pocitat tak, ze z rovnosti a - x = b umime vyjadrit
r=alt-b= % - b, kdykoliv a # 0 (tj. kdykoliv existuje inverze k ¢islo a). Podobné bychom to
méli umét s maticemi, mame ale problém, jak poznat, zda takova ,inverzni matice* existuje a jak ji
pripadné spocitat.

Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Rikdme, Ze matice B je matice inverzni k matici A, pokud

A-B=B-A=1.

(Tedy matice I je nutné také fadu n a B je nutné také ¢étvercovad matice a ma ¥ad n.)

Piseme B = A~!. Matici, k ni existuje matice inverzni, ¥ikdme, 7e je regularni (téZ invertibilni).
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Priklad 58. Pro

1 00 1 0 0
A=|(2 1 0], B=|-2 1 0
6 3 1 0 -3 1
mame
1 00 1 0 0 1 00
AB=1|2 1 0)-|-2 1 0]=(01 0] =1,
6 3 1 0 -3 1 0 01
1 0 0 1 00 1 00
BA=[-2 1 0 21 0]l=(010])=1,
0 -3 1 6 3 1 0 01

je tedy B = A~! a matice A je regularni.

Vsimnéte si, Ze role matic A a B mohou byt prohozeny a tedy je také A = B~! a B je rovnéz
regularni. O

=63
-(c)
!

Priklad 59. Matice

nema inverzi. Pokud by méla byt néjaka matice

inverzni k matici A, potom by muselo platit

-0 3):

coz nelze splnit pro libovolnou volbu ¢isel a, b, ¢,

(b0)= (%)

Pokud (¢tvercovd) matice A neméd inverzi, nazyva se singularni.

Zakladni vlastnosti regularnich a singularnich matic jsou shrnuty v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 5. Necht A, B jsou ctvercové matice vddu n.
(i) Je-li A reguldrni, je jeji inverze A~' urcena jednoznacné.
(ii) Je-li A regularni, pak je
(A™H™t = A
(iii) Jsou-li A i B reguldrni, potom je také AB reguldrni a plati
(AB)™' = B™*A™Y. (Pozor, potadi u inverzi se vyménilo!)

Diikaz. (i) Jsou-li B a C' dvé inverze k matici A, tak potom plati vztahy
AB=BA=1, AC=CA=1.
S vyuzitim asociativity nasobeni matic je potom
B=B-1=DB(AC)=(BA)C=1-C=C.

(ii) Tento vztah je trivialni.
(ili) M&-li né&jaka (¢tvercova) matice C' byt inverzi k matici AB, musi spliiovat vztahy

(AB)C = C(AB) = I.
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Snadno se ovéid, Ze matice C' := B1A~! tyto vztahy spliiuje. Podle bodu (i) je pak tato matice
(jedinou) inverzi k matici AB, a proto je také souc¢in AB regularni matici. O

Poznamka 1. Jesté trochu vice pfesnéji k tvrzeni (iii) — lze ukazat, ze pokud je A regularni, tak
potom je AB (a tedy i BA) rovnéz regularni, pravé kdyz je B regularni.
Tvrzeni o inverzi k soucinu lze jednoduse rozsifit na soucin tii (a vice) matic (za predpokladu
regularity pfislusnych matic):
(ABC) ' =C'BtA
O

vvvvvv

malné snadno fesit systémy linearnich rovnic: Jestlize vyjadiime soustavu n rovnic pro n neznamych
soucinem matic
ayr ... Qin T bl

Arx=1{ 1 . L] =1:1=0
Api .. Cpn T by,
a existuje-li matice inverzni k matici A, pak lze nésobit zleva matici A~! a dostaneme

At b=A1r A zx=12z=uzx,

tj. hledané feSeni je soucin matice A~! s vektorem pravych stran.

Naopak rozepsanim podminky A-A~! = I pro neznamé hodnoty v (hledané) matici A~! dostaneme
n systému linedrnich rovnic se stejnou matici A na levé strané a s vektory (postupné)

1 0 0
0 1 0
0 0 1

napravo.

Pozdéji si ukdzeme, jak lze jednoduse vypocitat matici A~!. Pro zacatek ale miizeme uvést vzorec
pro vypocet inverze k matici typu 2 x 2:

_fa b 41 d —b
A—<c d)’ A T det A (—c a)’

kde det A = ad — bc je determinant matice A. Ovérte piimym vypoctem, ze jsou splnény defini¢ni
vztahy pro inverzi.

Je tedy vidét, ze matice A fadu 2 je regularni < det A # 0 (a tedy A je singuldrni < det A = 0.)
Pomoci mocnin 1ze nyni snadno definovat ,zaporné mocniny“ regularnich matic:
A2 = (A=A A7 AR = AR AT
S témito zapornymi exponenty se pak pocita jako s normalnimi exponenty u realnych ¢isel, napt.

A3, A = A3 — Al = A, A3. A3 = 433 = A% = ]’ (AS)—2 _ AS-(—2) — A6
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8.7. Komutujici matice. Pokud se (ndhodou) stane, Ze pro soucin dvou matic plati
A-B=B-A
(a pak jsou nutné matice A i B ¢tvercové a stejného fadu), pak o téchto maticich fikdme, Ze komutuji.
Napf. jednotkova matice I,, komutuje s libovolnou matici A fadu n. Matice A komutuje se sebou
samou ¢i se svou libovolnou mocninou. Reguldrni matice A komutuje se svou inverzi A= ¢i s libovol-

nou jeji mocninou. Libovolna diagonélni matice A komutuje s libovolnou diagonélni matici B (téhoz
fadu).

Najdéte konkrétni priklady komutujicich matic, alespon pro rad n = 2.

8.8. Transponovana matice. Nechf A = (a;;) je matice typu m x n. Matici A” := (a;;), nazgvdme
transponovana matice k matici A.

Matice AT vznikne tak, Ze fadky matice A napiseme do sloupcii (nebo sloupce matice A do fadki).
Ma tedy matice AT typ n x m.

Priklad 60.

2 1
A=1[2 2 ar= (%221
L 3] 12 3)°

OJ
Tvrzeni 6. Plati ndsledujici vztahy:
(A=A, (A+B)"=A"+B",
(AB)T = BT A" (Pozor, potadi u transponovangch matic se vyménilo!),
(AT)—l — (A_I)T.
Dukaz. Zkuste si provést dikazy sami, jsou opravdu jednoduché. O

8.9. Symetrické matice. Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Matice A se nazyva symetrickd,
pokud AT = A.

Priklad 61. Jednotkova matice I, a nulova matice 0, jsou symetrické. Dale, napf.

2 1 . —
<1 3> je symetricka,

2 1 , .1
(0 3) neni symetricka,

1 -1
-1

0
2 4 je symetricka.
0 4 3

Tvrzeni 7.
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(i) Pro libovolnou (treba i obdélnikovou) matici A typu m X n jsou ndsledujici matice symetrické:
ATA vadun,  AAT  fadum.
ii) Je-li A symetrickd (tedy ctvercovd) matice, potom jsou ndsledujici matice také symetricke:
y Y J ] Y
A* pro viechna k € N.

(iii) Je-li A symetrickd (tedy ctvercovd) requldrni matice, potom jsou ndsledujici matice také sy-
metricke:

A7t AT* pro vsechna k € N.

Dikaz. Symetrie uvedenych matic se snadno ovéri za pomoci Tvrzeni 6. O

Priklad 62. Jsou-li A i B symetrické matice, potom jejich sou¢in AB nemusi byt symetrickd matice!

Vskutku, pro
1 2 _1 1 3 . ’
A= (2 3) , B= < 1 _2) , jsou symetrické,

1 2 -1 1 1 —3 ) o
A= (2 3) . ( 1 —2) o (1 _4) neni symetricka.

Tvrzeni 8. Necht A a B jsou symetrické matice. Potom je AB symetrickd matice < matice A a
B kEomutuygi.

Diikaz. Piedpokladejme, 7e AB je symetrickd, tj. (AB)T = AB. Potom je
AB = (AB)" = BT AT = BA,

nebot jsou matice A, B symetrické. Tedy matice A a B komutuji.
Naopak, predpokladejme, Ze matice A a B komutuji, tj. AB = BA. Potom je

(AB)' = B" AT = BA = AB,

tedy je matice AB symetricka. O

Priklad 63. Matice A a B z Prikladu 62 nekomutuji, protoZe jejich souc¢in AB neni symetricka
matice. Ovérte tento fakt pfimym vypoctem toho druhého soucinu BA. O
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8.10. Systémy linearnich rovnic IV. Elementarni fadkové upravy, viz odstavec 6.1, Ize jednoduse
popsat pomoci maticového nasobeni.

Necht A je matice typu m x n. Néasledujici elementarni fadkové tpravy jsou reprezentovany
vynésobenim matice A (') ¢tvercovou matici E typu m x m, kde

I. zadména i—tého a j—tého radku matice A je reprezentovana matici
10
0 1

1

tj. tato matice vznikne z jednotkové m x m matice I tak, ze v matici [ zaménime -ty a j—ty
radek (viz Priklad 64 nize),

IT. vynasobeni i—tého fadku matice A nenulovym ¢islem a je reprezentovano matici

1

1
tj. tato matice vznikne z jednotkové m x m matice [ tak, ze v i—tém fadku matice I napiseme
misto jednicky ¢islo a,
III. pficteni a—néasobku i—tého radku k j—tému fadku je reprezentovano matici

10
01

1
tj. tato matice vznikne z jednotkové m x m matice I tak, Zze v matici / napiSeme na ji—tou
pozici misto nuly ¢islo a (viz Ptiklad 64 nize).

Matice Ej uvedené vysSe se nazyvaji elementérni matice pfislusejici jednotlivim elementarnim
apravam.
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Priklad 64. Mé&jme matici

Potom

L.

II.

IITa.

I1Ib.

2 13
A=1-1 0 1
2 2 4

zaména druhého (tj. 1 = 2 a j = 3) a tfeti fadku matice A je reprezentoviana matici

100 100 2 1 3 2 1 3
Er=loo0 1| t. BE-A=[001|-[-101]|=[2 2 4],
010 010 2 24 ~1 0 1

vynasobeni prvniho (tj. i = 1) fddku matice A ¢islem 5 je reprezentovano matici

50 0 500 2 1 3 10 5 15
EB=|010]| t. B-A=[0o10|-[-101]|=[-10 1],
001 00 1 2 24 2 2 4

pfi¢teni dvojnasobku prvniho fadku ke tfetimu fadku (tj. ¢ = 1 a j = 3) je reprezentovano
matici

100 100 2 1 3 2 1 3
EBs=[0 10| t. E;-A=[01 0 10 1]=[-10 1],
2 0 1 2 0 1 2 2 4 6 4 10

ptic¢teni dvojnasobku tfetiho fadku k prvnimu fadku (tj. i = 3 a j = 1) je reprezentovano
matici

1 0 2 1 0 2 2 13 6 5 11
Ey=10 1 0 tj. Ey-A=10 10 -1 0 1])]=|-10 1
0 01 0 01 2 2 4 2 2 4

O

Vsimnéte si, ze nasobeni matice A nékterou elementarni matici Fj, zleva zptsobuje v matici A
prislusnou fadkovou upravu.

Kdybychom definovali elementarni sloupcové upravy podobnym zpiisobem jako jsme v odstavci 6.1
definovali elementarni fadkové tpravy, potom témto sloupcovym tpravam odpovida nasobeni matice
A prislusnou elementarni matici Ej, zprava.

Priklad 65. Vyzkousejte si ndsobeni matice A a Ptikladu 64 prislusnymi elementarnimi maticemi

zprava:

. zdména druhého (tj. 1 = 2 a j = 3) a tfeti sloupce matice A je reprezentoviana matici

100 2 1 3 100 2 31
Er=(00 1] t. A-B=[|-101 001]=[-110],
010 2 2 4 010 2 4 2

II. vynésobeni prvniho (tj. i = 1) sloupce matice A ¢islem 5 je reprezentovano matici

5 0 0 2 13 5 0 0 10 1 3
Ey=101 0 tj. A-Ey,=|-1 01 010)=|-501],
0 01 2 2 4 0 01 10 2 4
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[ITa. pfi¢teni dvojnasobku prvniho sloupce ke tfetimu sloupci (tj. i = 1 a j = 3) je reprezentovano

matici
1 0 2 2 1 3 1 0 2 2 1 7
Es=10 1 0 tj. A-E3=|-1 0 1 01 0)]=(-10 —-1],
0 01 2 2 4 0 01 2 2 8

IIIb. pficteni dvojnésobku tfetiho sloupce k prvnimu sloupci (tj. ¢ = 3 a j = 1) je reprezentovano

matici
1 00 2 1 3 1 00 8 1 3
E, =10 1 0 tj. A-E,=1[1-1 0 1 01 0l=111 01
2 0 1 2 2 4 2 01 10 2 4

O

Protoze ale sloupcové tipravy nezachovavaji mnozinu feseni linearniho systému (v podstaté zamé-
nuji poradi proménnych x;), nebudeme se sloupcovym tpravam vyraznéji vénovat. Soupcové tpravy
(presnéji tedy nasobeni matice A elementarnimi maticemi Ej, zprava) ale budou dilezité pro odvozeni
riznych rozkladd matic.

Tvrzeni 9. KaZdd elementdrni matice Ey, je requldrni a jeji inverze E, L je elementdrni matici téhoZ
typu.

Diikaz. 1. Inverzni operace k viméné dvou fadki je nasledna vymeéna téchze fadki, a proto je By ' =
E.

IT. Inverzni operaci k vynasobeni i—tého radku matice A nenulovym ¢islem a je vynasobeni i—tého
rfadku matice A ¢islem %, tedy je E, ' elementarni matice tého# typu jako je F, ale na misté &isla a
je ¢islo <.

ITI. Inverzni operaci k pricteni a—nasobku i—tého radku k j—tému radku je opétovné pricteni —a—
nasobku i-tého fadku k j—tému fadku, tj. tedy je E; ' elementarni matice téhoz typu jako je E3, ale
na misté cisla a je cislo —a. O

Priklad 66. Stejné jako v Prikladu 64 je
I. zaména druhého a ttetiho (tj. i = 2 a j = 3) Ffadku matice A je reprezentovana matici

100
E, = E;'=(0 0
0 1

Y

OO =
_ o O
o = O

1
0
II. vynésobeni prvniho (tj. i = 1) fadku matice A ¢islem 5 je reprezentovano matici

00
01,
1

O Oulm

5 0
Ey=10 0], Byt =
0 1

S = O

1

0

[ITa. pfi¢teni dvojnasobku prvniho fadku ke tfetimu radku (tj. ¢ = 1 a j = 3) je reprezentovano
matici

1
E;'=1| 0
—2

Egz

N O
o~ O
—_ o O
O = O
—_ o O
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IIIb. pficteni dvojnasobku tfetiho fadku k prvnimu fadku (tj. ¢ = 3 a j = 1) je reprezentovano

matici
1 0 2 1 0 =2
E,=|0 10|, E*=([01 0
0 01 00 1
Ovéite piimym vypoctem, Ze v kazdé z vySe uvedenych situaci je Ej - E, 1 E, LB, =1. O

O dvou maticich A, B fikame, Ze jsou (Ffadkové) ekvivalentni, pokud lze jednu z nich prevést ko-

ne¢né mnoha (fadkovymi) elementarnimi upravami na druhou, tj. pokud existuji elementarni matice
Ey, ..., E; takové, ze
B=E.E,_,...EiA.

Tedy dva systémy Az = b a Bx = c linearnich rovnic jsou ekvivalentni, pokud jsou jejich rozsitené
matice (A|b) a (B|c) (fadkové) ekvivalentni.

V podstaté jsme tedy dokézali nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 10. Necht A je matice typu n X n. Potom

matice A je reqularni <  matice A je ekvivalentni s jednotkovou matici I 7ddu n,
< homogenni linedrni systém Ax = 0 ma pouze trivialni resent,
& linedrnd systém Ax = b md jediné Fesent, a to feseni x = A™'b,
=

matice A je singuldrni homogenni linearni systém Ax = 0 md netrividlni Tesent.

Ptedchozi tvrzeni také ptimo dokazuje ¢ast (i) ve Tvrzeni 1 (které se tyka linedrnich homogennich
systémit).

Zbyva ukazat, jak najit inverzni matici A~! k (reguldrni) matici A a jak poznat, jestli je matice A
regularni.

Uprava matice na schodovity tvar ma nésledujici dtlezity dasledek. Pro libovolnou matici A do-
staneme nasobenim vhodnou regularni matici P := Ej, - - - E zleva (odpovidajici elementarnim fad-
kovym tpravam) jeji ekvivalentni fadkovy schodovity tvar A" := P - A.

Podobné, jestlize aplikujeme tentyz eliminac¢ni postup na sloupce, dostaneme z kazdé matice B
jeji sloucovy schodovity tvar B’ vyndsobenim vhodnou reguldrni matici Q := Qq - -- Qy.

Pokud ale za¢neme s matici B = A’, kterd jiz je v fadkové schodovitém tvaru, eliminuje takovy
postup pouze vsechny dosud nenulové prvky mimo hlavni diagonéalu této matice. Na zavér lze jesté i
tyto diagonalni prvky zménit elementarnimi operacemi zmeénit na jednicky. Celkem jsme tedy ukézali
dilezity vysledek, ke kterému se budeme mnohokrat vracet:

Véta 2. Pro kazZdou matici A typu m x n existuji ctvercové requldarni matice P tadu m a Q) Tddu n
takove, Ze matice P - A je v Tddkové schodovitém tvaru a plati

1 ... 00 ... ... 0
0 10 . 0
P'A'Q_o 0 0 0
0 0 0 0
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8.11. Vypocet inverzni matice. V Tvrzeni 10 jsme vidéli, Ze regularita n x n matice A znamen4,
ze je A ekvivalentni s jednotkovou matici I, tj. existuji elementarni matice Fy, ..., E} takové, ze

EyEy ... E1A=1.

Vyuzijme asociativitu nasobeni matic a uzavorkujme tento vztah nasledovné:

(ExEpy...Ey)-A=1, meboli (EyE,,...E)-I=A"" (14)

Potom lze snadno vidét, Ze pro matici

B:=FE,_,...E; plati B-A=1 neboli B=A"

Nasli jsme tedy inverzni matici A~! k matici A. Zbyva jen ,piecist®, jak se vySe uvedena matice
B = A~ zkonstruuje.

Vidime, Ze je matice B soucinem elementatnich matic Ejy a vime, Ze tyto elementarni matice
reprezentuji postup, jak matici A pfevést na ekvivalentni jednotkovou matici /. Vztah (14) mizeme
proto ¢ist jako postup pro nalezeni inverzni matice k matici A:

Tvrzeni 11. Necht A je ctvercovd matice vadu n.

(1) Tytéz elementdarni radkové upravy, které prevadi matici A na jednotkovou matici I, také pre-
vddi jednotkovou matici I na matici A=1. Neboli matici A~' nalezneme tak, Ze rozsirenou
matici (A| 1) prevedeme Tadkovymi dpravami na matici (I |*), a potom na misté x je matice
AL Ty, plati

(AlI) ~ (I]AT).

(ii) Pokud se pri elementdrnich upravach matice (A|I) objevi na levé strané tadek nul, potom
matice A nemd inverzi, tj. A je singuldrni matice.

Priklad 67. Rozhodnéte, zda existuje matice inverzni k nasledujicim maticim a pfipadné tyto inverze
vypoctéte:

N

|
[CRTE™
DO W O
W B

S

|
[CRTE™
MO N O
W A
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Reseni. Pro matici A mame

1 01 | 100\ (=3 (-2
(AlH=1([3] 34101 0] ———
21231001 —— ———
101 1 00
~(03 1] 310f——
021] -201)(-1a]
1 0 1] 1 00
~10 1 0| =11 -1|(-2)a|
021 =20 1)——
Lofi] ] 1 0 0)«——
~{o1 0 | -1 1 -1
00 1 ] 0 -2 3/(-la
100 1 2 -3
~[01 0] -1 1 —1]=({|A™").
001] 0 —2 3
Je tedy
1 2 -3
Al'=[-1 1 -1]. (Ovéite,zeplati A- A=A - A=1)
0 -2 3
Pro matici B mame
1 01| 100\ (=3 (-2
(BII)=1{[3] 2 4] 010 ———
2/ 231001 —— ———
1 01| 1 00
~(0 2 1] =310|(1a|
021 ] 201 —
101 1 0 0
~{02 1| -3 1 0].
000] 1 -1 1) «— tadek nul v levé matici

Matice B je tedy singularni, tj. neexistuje k ni inverzni matice.

Priklad 68. Vyfteste linearni systém Ax = b, kde matice A je dana v Piikladu 67 a vektor pravych

stran je
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Reseni. Protoze jsme v Piikladu 67 spodcitali inverzni matici k matici A, je hledané feSeni jedniné
(viz také Tvrzeni 10) a to

1 2 =3 1 0
r=A%=|-1 1 —=1|-|1]=1|-1
0o -2 3 1 1

Tedy je mnozina feseni tohoto systému rovna

{(0,—1,1)}.

8.12. Hodnost matice. Necht A je matice typu m x n. Hodnost h(A) matice A je maximalni pocet
jejich linedrné nezavislych fadku. Je tedy vzdy h(A) € {0,1,...,m}.

Priklad 69. Pro matice

2 3 -1
A:<(2) (1)) B:(é g) c=loo 1]
0 0 -1
jsou jejich hodnosti
h(A)=1, h(B)=2, h(C)=2
Hodnost nulové matice je 0, hodnost jednotkové matice je n, tj. h(0) =0, h(I) = n. O

Protoze elementarni (fadkové ¢i sloupcové) tpravy neméni hodnost matice, je ¢islo h(A) rovno
poc¢tu nenulovych fadkt v ekvivalentnim schodovitém tvaru matice A. Zejména se hodnost matice
A neméni pfi ndsobeni matice A regularni matici (at uz zleva nebo zprava).

Pokud bychom upravili matici A do schodovitého tvaru pomoci Gauss—Jordanovy eliminace (tj.
vCetné vyeliminovani vsech prvkd nad vSemi pivoty), potom je h(A) rovno po¢tu vedoucich jednicek
v nenulovych fadcich = poctu pivoti = maximalnimu poctu linedrné nezavislych sloupci, viz Véta 2,
ve které jsme ukazali

1 ...00 ... ... 0
0 10 0
P'A'Q_o 0 0 0
0 0 0 0

Plati tedy néasledujici tvrzeni.

Véta 3. Necht A je matice typu m x n. Matice A ma stejny pocet h(A) lindrné nezdvislych radki a
linearné nezdavislych sloupcu. Zejména je hodnost matice A vZdy nejvyse rovna mensimu z rozmeri
m an matice A, tj. h(A) < min{m,n}.

Z této véty napf. plyne, ze hodnost kazdé regularni matice fadu n je pravé n, protoze kazda
regularni matice je ekvivalentni s jednotkovou matici radu n.
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8.13. Systémy linearnich rovnic V. Pomoci hodnosti matice systému h(A) a hodnosti rozsifené
matice systému h(A|b) lze jednoduse testovat Fesitelnost systému linedrnich rovnic (LS) s matici
A typu m X n a vektorem pravych stran b € R™. Zfejmé je vzdy h(A) < h(Al|b), protoze pridani
sloupce b muze hodnost matice pripadné jenom zvysit. Otazka je, kdy pridani sloupce b skutecné
zvysi hodnost matice systému a kdy nikoliv.

Véta 4 (Frobeniova véta). Systém linedrnich rovnic (LS) md (alespori jedno) tesent

< hodnost matice systému je rovna hodnosti rozsitené matice systému, tj.
< h(A) = h(Ab).

Dukaz. Toto tvrzeni plyne ptimo z Tvrzeni 2 (o fesSitelnosti systému linearnich rovnic pomoci line-
arnich kombinaci) v odstavci 7.3. Je-li totiz © € R” feSenim systému Ax = b, je podle Tvrzeni 2
sloupec pravych stran b linearni kombinaci sloupcii matice A, a tedy je nutné h(A) = h(A|b).

Naopak, plati-li h(A) = h(A|b), potom je (co se tyka generovani linedrnich kombinaci pomoci
sloupctt matice (A[b)) vektor b ,zbytecny“, tj. vektor b je linedrni kombinaci sloupcti matice A.
Neboli existuji ¢isla xq, . . ., x, tak, ze plati

aii a2 A1n by
a21 22 Qon by
T+ . To+ -+ . Ty = . )
Qm1 Am2 Amn bm
viz odstavec 7.3. Je tedy n—tice x = (x1,...,z,) hledanym FeSenim systému Az = b. O

Priklad 70. Pomoci Frobeniovy véty rozhodnéte o Fesitelnosti systému linedrnich rovnic

2:151 + Ty — r3 — Ty = —3,
r1 — X9 + r3 — Ty = —2,
32151 + 35(33 — 55(34 = —8,
—2!13'1 — Ty + 4!13'3 — 2!13'4 = 0.

Reseni. Gaussovou elimina¢ni metodou upravime rozsifenou matici systému (a tedy soucasné také
matici systému) na schodovity tvar:

2 1 -1 -1 | -3 1 -1 1 -1 | =2
1 -1 1 -1 ] =2 0 3 =3 1 | 1
30 3 -5 | =870 0 1 -1 | -1
-2 -1 4 -2 | 0 00 0 0 | 0

Je tedy
h(A)=3,  h(Ab) =3,  h(A) = h(A]p),
a proto ma tento systém alesponl jedno FeSeni. Mizete si ovéfit (viz demonstrativni cviceni), ze

mnozina feseni je

5 2 2 2
{(_§+§@—§+§ut—Lt%teR}
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Priklad 71. Pomoci Frobeniovy véty rozhodnéte o Fesitelnosti systému linedrnich rovnic

201 + Ty — x3 — 14 = —3,
xry — Xy + r3 — Ty = —2,
31’1 + 3!13'3 — 5:13'4 = 7,
—2!13'1 — To + 4!13'3 — 2!13'4 = 0.

Regeni. Gaussovou elimina¢ni metodou upravime rozsifenou matici systému (a tedy soucasné také
matici systému) na schodovity tvar:

2 1 -1 -1 | -3 1 -1 1 -1 | =2
1 -1 1 -1 ] -2 o3 -3 1 | 1
3 0 3 =5 | 7 0o 0 1 -1 4
-2 -1 4 =21 0 0 0 0 0 | =15
Je tedy
h(A) = 3, h(Alb) = 4, h(A) < h(Alb),
a proto tento systém nema feseni. O

Vsimnéte si, Ze pro homogenni systém je podminka h(A) = h(A|b) splnéna vzdy, nebot je b = 0
(nulovy vektor). Tedy podle Frobeniovy véty méa kazdy homogenni systém alespon jedno feSeni
(samoziejmé, je to alespon trividlni feseni).

8.14. Linearni (ne)zavislost vektorti pomoci matice. Reguldrni a singuldrni matice umoziiuji

jednoduse charakterizovat linedrni nezévislost a zavislost n vektord uy, . .., u, € R™ (viz odstavec 7.4,
kde polozime pocet vektori k = n). Maji-li byt vektory g, . . ., u, linedrné nezavislé, musi mit linedrni
systém
airuy +agus + -+ apu, =0 (15)
pouze trividlni feseni (ay,...,a,) = (0,...,0) (viz Tvrzeni 10). To nastane pravé tehdy, kdyz je
¢tvercova matice
U .= (u1 un),

jejiz sloupce jsou praveé vektory uq, ..., u,, regularni.

A naopak, pro linearni zavislost vektoru uy, ..., u, musi mit systém (15) alespori jedno netrividlni
feseni (ay,...,a,), tedy matice U musi byt singularni.

Plati tedy néasledujici charakterizace linedrni (ne)zavislosti n vektort v R™.

Tvrzeni 12. Necht jsou ddny vektory uq, . ..,u, € R™ a necht U je matice, jejiz sloupce jsou vektory
UL, ..., U,. Potom
vektory uq, ..., u, jsou linedrné nezavislé <  matice U je reqularnt,

vektory uq, ..., u, jsou linedrné zavisle & matice U je singuldrni.
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Piiklad 72. Rozhodnéte o linearni (ne)zavislosti vektort
1 —2 0
Uy = 2 1 , Uz = 5) y
1 1 3
(viz také Piiklad 50(b) v odstavci 7.4).
Reseni. Matice U je
1 =2 0
2 1 5
1 1 3

Matici U upravime Gaussovou eliminaci na schodovity tvar:

1 -2 0 1 -2 0
2 1 5| ~--~10 1 1
1 1 3 0 0 0

Protoze se objevil fadek nul, je matice U singularni (srovnejte s Tvrzenim 11(ii)), a tedy jsou
vektory wuy, us, ug linedrné zavislé. (]

Konec 4. pfednasky (19.10.2009)
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9. DETERMINANTY

V odstavcich 4.3 (linearni zobrazeni a matice pro n = 2), 4.5 (obsah trojthelnika) a 8.6 (inverzni
matice) jsme vidéli, Ze pro ¢tvercovou matici A = (29) fadu 2 je uzitecné sledovat ¢islo

a b
d

které 1ze vyuzit napf pro vypocet obsahu trojuhelnika (nebo kosodélnika) ¢i pro test regularity matice

A.

det A =

‘ = ad — bc,

Pro n =1, tedy matici A = (a) fadu 1 tuto funkci plni pfimo ¢islo a (matice A je v tomto piipadé
regularni, pokud je det A = a # 0).

Nyni budeme takové ¢islo det A € R definovat pro libovolnou ¢tvercovou matici fadu n a ukadzeme,
Ze méa prave ty vlastnosti, které jsme potiebovali vyse.

9.1. Definice determinantu. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Oznacme jako M;; jeji
podmatici fadu n — 1, ktera vznikne tak, ze v matici A vynechame ity fadek a j—ty sloupec. Potom
vyraz |M;;| nazveme jako minor piislusejici prvku a;;.

Déle nazveme vyraz A;; := (—1)""7 |M;;| jako algebraicky doplnék piislusejici prvku a;;.

Priklad 73. Pro matici

1 01
A=13 3 4
2 2 3
je
3 4 . v e
| Mio| = o | minor piislusejici prvku aqs,
(v matici A jsme vynechali prvni fadek a druhy sloupec) a
— 1) | M| = — s 4 je algebraicky doplnék piislusejici prvku as.
2 3
Pripadné je
| M33| = ' ;) 3 ‘ minor prislusejici prvku ass,
3+3 1 0 . 7 v v/ v s’ 7
—1 Mss| = algebraicky doplnék prislusejici prvku ass.
3 3
O
Priklad 74. Pro matici
a b
2= (0 3)
mame
ay; = a ‘Mn‘ =d, Ap = (—1)1+1 ‘M11| =d,
as =0b M| =c, Ap = (1) | M| = —¢,
ag =c |Ms| =, Ay (—=1)*" | My | = —b,
azx =d |Mas| = a, Agy = (=1)**?[My| = a.
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Vsimnéte si nyni, ze vyraz det A = ad — bc je roven kterémukoliv z vyrazt
ann A + a1l = ad + b(—c), (16)
a1 Agy + ageAg = c(—b) + da,
a11A11 -+ CL21A21 =ad + C(—b),
a12A12 + a22A22 = b(—C) + da.

Definice 2. Determinant matice A = (a;;) fadu n je ¢islo det A € R,

a;; a1 ... A1n
det A |A\ Qg1 Q22 ... Q2 ai, pokud n =1,
e = = . . . . =
: : IR ap A + apAip + -+ arn Aup, pokud n > 1.
Ap1 Ap2 ... Apn

Tento vyraz se nazyva (Laplacetiv) rozvoj determinantu podle prvniho fadku. Rad n matice A se
v tomto piipadé nazyva fad (téz stupen) determinantu |A|. O

Piiklad 75. (i) Pro determinant matice A z Ptikladu 73 je
—|1 0 1
3 3 4| =anAn + apdin + a3
2 2 3
3 4 3 4 3 3
11\ ()2 C(_1)14+3
=1-(-1) 23‘+0(1) 23‘+1(1) 22‘

=09-8)+0+(6-6)=1.

(i) Pro determinant matice A z Piikladu 74 je

a b
d

—

’ = ad + b(—c) = ad — be. (viz vzorec (16).)

O

Sipka u prvniho fadku v Piikladu 75 naznacuje, ze byl determinant vypoc¢itan rozvojem podle
prvniho radku.

Determinant fadu n se tedy (z definice) pievede na vypocet n determinanti fadu n — 1. Poté se
kazdy z téchto n determinanti fadu n — 1 prevede na vypocet n — 1 determinantt fadu n — 2, atd.
Tedy vyse uvedena definice determinantu je rekurentni vzhledem k radu determinantu.

Vice odborné lze determinant fadu n definovat p¥imo za pomoci permutaci mnoziny {1,2,...,n},
viz skripta prof. Slovaka.



63

Poznamka 2. V Piikladu 74 jsme vidéli, ze determinant | 2% | = ad — be lze spoéitat pomoci
libovolného z vyrazi
Z Z = 0,11A11 -+ &121412 = ad + b(—C), e I'OZVOj podle 1. fédku,
= Q91 A9 + axAsy = ¢(—b) + da, ... rozvoj podle 2. fadku,
= a1 A1 + a1 Agy = ad + ¢(—b), ... rozvoj podle 1. sloupce,
= a12A12 + axAgy = b(—c) + da, ... rozvoj podle 2. sloupce.

Toto je vlastnost vsech determinantii, tj. plati nasledujici tvrzeni.

Véta 5. Determinant |A| miZeme vypocitat rozvojem podle libovolného Tadku nebo sloupce, tj.

det A = a;1 Al + appAip + -+ + ainAin, ... rozvoj podle i—tého Tadku,
= a1;A1; + ag; Agj + - - F anjAy;, ... T0zv0] podle j—tého sloupce.
Dukaz. Dtikaz nebudu uvadét, lze jej nalézt ve skriptech. O

Pti vypoctu determinantu budeme proto vzdy naznacovat Sipkou radek nebo sloupec, ktery pouzi-
jeme pro rozvoj determinantu (vyjma determinantu fadu 2, ktery umime vypocitat pfimo, ptipadné
kromé determinantu fadu 3, pokud tento budeme poéitat Saarusovym pravidlem).

Dokonce lze determinant pocitat pomoci rozvoje podle nékolika (libovolnych) fadkt nebo sloupcti,
pokud bychom definovali prislusné minory. Tuto obecnéjsi metodu ale nebudeme probirat.

Dusledek 1 (Saarusovo pravidlo). Pro determinant |A| #adu n = 3 plati pravidlo

a1x a2 13
Q21 Q22 (23| =011G22033 + A12023031 + A13021032 — 113022031 — (12021033 — A11023032.
a31 32 A33

Diikaz. Rozvojem podle prvniho fadku dostavame

— a1l Q12 Aa13
Q21 Q22 Q23| = A11 (—
a31 a3z a33

a1 A22
azyp asz

a1 a23
az1p ass

1)1+1 Q22 A23
a3z Aa33

+ a9 (_1)1+2 + ag3 (_1)1+3

= a1 (022033 - &2?,&32) — 12 (a21a33 - &2?,&31) + ag3 (&21a32 - &22a31)-

Preskladanim jednotlivych sc¢itancti dostavame vysledek. 0

Toto pravidlo si 1ze jednoduse zapamatovat (odvodit), pokud si napiSeme prvni dva sloupce de-
terminantu fadu 3 jesté jednou vedle naseho determinantu, tj.

@11 A1z Q13| A1l Q12
(21 A2z Q23| A21 (22
31 dgzz 33| A3zl 432

Nyni budeme brat tfi souc¢iny na hlavnich diagonalach s kladnym znaménkem & a tii souciny na
vedlejsich diagonalach se zapornym znaménkem © (viz obr.).
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Piiklad 76. Pro determinant z Prikladu 75 plati podle Saarusova pravidla

1 01 10 1(1 0
3 3 4/=13 3 4|3 3=133+042+132-132-142-033=9-8=1.
2 2 3 2 2 3|2 2

O

vz

Nejvyhodnéjsi je pocitat determinant rozvojem podle toho fadku ¢i sloupce, ktery obsahuje nejvice
nul.

Priklad 77.

!
2 1 0 3
3 120
0 2 3 2| = 1%
1 20 3

O

Determinant mtzeme chépat jako zobrazeni det : Mat,y, — R, kde oznacujeme jako Mat,,«,
mnozinu vech matic typu m x n (tedy Mat,,,, je mnoZina vSech ¢tvercovych matic fadu n).

9.2. Vlastnosti determinantu. Je ziejmé, Ze determinant jednotkové matice je 1, tj. |[I| = 1, a
determinant nulové matice je 0, tj. |0] = 0.

Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou ¢tvercové matice fadu n.

Véta 6. Determinant matice splrniuje nasledugjici vlastnosti:
(i) Determinant matice A a matice transponované je tentyz, tj.
Al = 1A
(ii) Determinant soucinu matic je roven soucinu determinanti (tzv. Cauchyova véta), tj.
|AB[ = [A].|B].
(iii) Je-li A reguldrni matice, potom je
1
A7 =
Al

(iv) Je-li A (horni nebo dolni) trojuhelnikovd matice, potom je |A| roven soucinu prvki na hlavni
diagondle, 1.

|A| = 111092 . .. App-

Zegmeéna je determinant diagondlni matice roven soucinu prvki na hlavni diagondle.

(v) Jestlize je v matici A nulovy Tddek nebo sloupec, potom je |A| = 0.
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Diikaz. (i) Rozvoj determinantu |A| podle i-tého fadku je roven rozvoji determinantu | A| podle i-tého
sloupce, coZ je rozvoj determinantu |A”| podle i-tého fadku. Proto je |A| = |AT].

(ii) Tento ditkaz vynechame, ale je uveden ve skriptech.

(iii) Pro regularni matici A plati AA™! = I, a proto je |AA™Y| = |I| = 1. Podle &asti (ii) je ale
|AA7Y| = |A|.|A7Y a tedy plati, Ze |[A7| = ﬁ.

(iv) Determinant trojihelnikové matice se jednoduse spocita rozvojem podle prvniho sloupce (pro
horni trojihelnikovou matici), pfipadné podle prvniho fadku (pro dolni trojihelnikovou matici),
napfr.

| !
a1 * a922 *
0 ap ... 0 as
Al =] : R : Dl =an Ay =ay (D)7
0 0 Ap—1n—1 * 0 0 (p—-1,n—-1 *
0 0 0 App 0 0 0 Ann
|
ass *
= 11022 (—1)1+1 : = =0a11002 . . . Qpy,.
0 Ann

(v) Je-li v matici A nulovy fadek nebo sloupec, potom rozvoj determinantu podle tohoto Ffadku
nebo sloupce dava |A| = 0. O

V dalsim uvedeme vlastnosti determinantu a fadkovych elementarnich tiprav (viz odstavec 8.10).
Tyto vlastnosti ukédzeme pro Ffadkové tpravy (pomoci nasobeni elementdrnimi maticemi zleva), ana-
logicky by se ukézaly pro sloupcové tpravy (pomoci ndsobeni elementarnimi maticemi zprava).

I. Zameéna dvou fadki v determinantu. Jiz vime, ze zdména dvou fadkt v matici A je realizovana
vynasobenim matice A zleva elementarni matici

1 0
0 1
0 1
E = :
1 .0
1
Snadno se vypo¢ité, ze |E;| = —1, napf. pro n = 3 a zdménu 2. a 3. fadku je
—|1 0 0
Ej= |0 0 1 —‘(1’ (1)‘:—1.
010

Déle je podle Véty 6(ii) o determinantu soucinu
[EVA| = [Ey| - |A] = —|A]
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Plati proto nasledujici pravidlo.
Tvrzeni 13. Zameéna dvou rddki nebo sloupci v determinantu méni znameéenko determinantu.

IT. Vynéasobeni i—tého fadku determinantu cislem a. Tato operace je realizovana vynasobenim ma-
tice A zleva elementarni matici

1

Es

I
S

Podle Véty 6(iv) o determinantu diagonalni matice se snadno spocita, ze |Es| = a. Déle je podle
Véty 6(ii) o determinantu soucinu

[E2A| = [Es| . |A] = a|A]
Plati proto nasledujici pravidlo.

Tvrzeni 14. Vyndsobeni nékterého radku nebo sloupce determinantu cislem a ddvd a-|A|. Zejména
lze vytykat spolecného cinitele v libovolnem rdadku ¢i sloupci pred determinant.

Priklad 78.

[44] [33] [77] 4 3 [7] 431
2 1 7 |=11-|2 1 [7]|=11-7-|2 1 1
3 8 14 38- 3 8 2

O

ITI. Pricteni a—nasobku i—tého radku determinantu k j—tému radku determinantu. Tato operace
je realizovana vynasobenim matice A zleva elementarni matici

10
01

Ey =

Protoze je E3 trojuhelnikova matice se samymi jedni¢kami na hlavni diagonéle, je podle Véty 6(iv)
o determinantu trojihelnikové matice |E3| = 1, a proto je

|EsA| = | Es| . |A] = |A].

Plati proto nasledujici pravidlo.

Tvrzeni 15. Pricteni a—ndsobku nékterého vadku (sloupce) determinantu k jinému tddku (sloupci)
nemeént hodnotu determinantu.
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Pravidlo v Tvrzeni 15 je velmi uzitecné, protoze ho lze pouzit pro znacné zjednoduseni determi-
nantu (vytvofeni co nejvice nul v nékterém radku ¢i sloupci), pro tpravu determinantu na trojuhel-
nikovy tvar, atd.

Priklad 79. Vypoctéte determinant

1 2 31
21 31
3 2 1 1}
1 2 2 3

Reseni. Pti¢teme (—2)-ndsobek 1. fadku ke 2. fadku, (—3)-nasobek 1. fadku ke 3. fadku, a (—1)—
nasobek 1. radku ke 4. fadku. Dostaneme tedy

l
1231 [1 2 3 1
2 1 31 0 -3 -3 —1 micd [ 4 331
591 1|70 -4 —s —o|= |24 [=8) [=22f|=(D-(=2)-2 4 1
1223 lo o -1 2 0 -1 2 —[0 -1 2
:2{ 3+23}'+2‘(_1)3+332‘}

=2-{3-2)+2.(12-6)} =2.13 =26.

Nasledujici véta udava dtlezitou charakterizaci regularnich a singuldrnich matic pomoci determi-
nantu.

Véta 7. Pro kaZdou ctvercovou matici A radu n plati:
A je reqularni < |A| #0,

A je singuldrni < |A| =0.
Diikaz. Podle Tvrzeni 10 je matice A regularni, pravé kdyz je ekvivalentni s jednotkovou matici 7,
tj. existuji elementarni matice Ey, ..., B} takové, ze

EkEk—l e ElA - ]
Protoze maji vSechny elementarni matice nenulovy determinant (viz vyse) a |I| = 1 a protoze je
%

je snadno vidét ze A je regularni, pravé kdyz plati |A| # 0.
Negaci jiz dokdzané ekvivalence pak mame druhou ¢ast véty. (]
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9.3. Linearni (ne)zavislost vektorti pomoci determinantu. Obsah Véty 7 dava spoletné s
Tvrzenim 12 o linearni (ne)zavislosti n vektor wuy,...,u, € R™ pomoci matice (viz odstavec 8.14)
nasledujici jednoduchy test.

Tvrzeni 16. Necht jsou ddany vektory ui, . ..,u, € R™ a necht U je matice, jejiz sloupce jsou vektory
Ui, ..., U,. Potom

vektory uy, . .., u, jsou linedrné nezdvislé < |U| # 0,

vektory uq, ..., u, jsou linedrné zdavislé < U] =0.

Piiklad 80. Rozhodnéte o linearni (ne)zavislosti vektori
1 —2 0
Uy = 2 ) Uy = 1 9 Uz = 5 )
1 1 3
(viz také Priklad 72 v odstavci 8.14).
Resend. Determinant matice U je
1 -2 0
2 1 5|=---=0 (Overte!)
1 1 3
a tedy jsou vektory wy, ug, us linedrné zavislé. 0

9.4. Adjungovana matice a vypocet inverze. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n (n >
2). V odstavci 9.1 jsme pro kazdy prvek a;; definovali piislusny algebraicky doplnék A;;,

Ayj = (=1)™ | My,
kde |M;;| je minor piislusejici prvku a;;, tj. je to determinant podmatice fadu n — 1, ktera vznikne
tak, ze v matici A vynechame ity fadek a j—ty sloupec (proto volime n > 2, jinak by to nedéavalo
smysl).

Matice adjungovana (téz algebraicky adjungovand) k matici A je matice A* = (aj;) definovana
jako

An An .o A\
Ay Agy ... Ay,

A" = (A)) = :21 :22 . 2 (Nezapomeiite transponovat!)
Anl An2 s Ann

Matice adjungovand k matici A se tedy vytvori tak, Ze misto kazdého prvku a;; napiSeme jeho
algebraicky doplnék A;; a nakonec celou takto vznikou matici transponujeme.

Priklad 81. Piiklady adjungovanych matic jsou I* = I a 0* = 0, tj. adjungovana matice k jednotkové
(pfipadné nulové) matici fadu n je jednotkova (piipadné nulovd) matice fadu n. Nebo pro obecnou

matici 2. fadu je
a b . (d =\ [(d -b
A_<c d)’ 4 _<—b a) _<—c a)
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Priklad 82.

1 -2 2
A=12 1 2|,
2 3 1
‘1 2‘ 9 9 ‘2 1‘ T
3—212 12 21 213—2 -5 —(-2) 4} (5 8
A= | = =|-(-8) -3 -7|=[2 -3 2
3 1 2 1 2 3 S () s PR
-2 2| |12 1 —2
1 2 2 9 2 1

OJ
Nésledujici véta udava mimo jiné vzorec pro vypocet inverzni matice pomoci matice adjungované.

Véta 8. Necht A je libovolnd ctvercovd matice vddu n. Potom je
AA* = A"A=A|. I (17)
Zejmeéne je-li matice A reqularni, pak

1
Al = A 18
7 (18)

Diikaz. Ozna¢me C = (¢;;) := A - A*. Potom je prvek ¢;; ve vysledné matici C' roven
Cij = i@y + Qinas; + -+ Ain@y; = ainAji + aiAjp + -+ Qi Ajn.
Je-li ¢ = 7, dostavame
Cii = ain At + aigAig + - + ain Ay = | Al

nebot uvedeny soucet je rozvoj determinantu matice A podle i—tého fadku.

Pokud je ¢ # j, jde o rozvoj determinantu matice, v niz je i—ty a j—ty fadek stejny, a proto je
Cij = 0.

Celkem jsme ukézali, ze soucin A - A* je diagonalni matice a kazdy prvek hlavni diagonély je roven
C¢islu |Al. Je tedy AA* = |A|. 1. Obdobné se ukaze druhd rovnost.

Je-li A regularni matice, m4 nenulovy determinant. Vzorec pro A~' pak plyne z rovnosti (17)
vynéasobenim obou stran rovnice inverzni matici A~! a vydélenim obou stran rovnice ¢islem |A|. [

Priklad 83. Pro matici A z Piikladu 82 je

1 -2 2
Al=12 1 2|=-1, (Spocitejte si to!)
2 3 1
a proto je
5 —8 6
Alt=-A=[-2 3 -2
-4 7 =5
Ovéfte si pfimym vypoctem, Ze plati AA™L =T = A"1A. O

Nakonec uvedme pro zajimavost nasledujici vlastnosti adjungované matice.
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Tvrzeni 17. Necht A je libovolnd ctvercovd matice Tddu n. Potom je
(A = (AT, A = AP, (A7) = A2 A

Driikaz. Tyto vlastnosti nebudeme dokazovat. VSimnéte si jen, ze prostiedni vlastnost plyne z rovnosti
(17), protoZe determinant matice |A|.[ (tj. determinant diagondlni matice, kde kazdy prvek na
diagonale je roven ¢islu |A|) je roven |A|™. O

9.5. Systémy linearnich rovnic VI — Kramerovo pravidlo. Pomoci determinantu lze také fesit
linearni systém rovnic Az = b s regularni matici A.

Véta 9. Necht A je requldarni matice 7ddu n a b € R™ a uvazujme systém linedarnich rovnic Az = b.
Oznacme jako A; matici, kterou ziskame z matice A zdménou jejiho i—tého sloupce za sloupec pravych

stran b. Potom (jediné) teseni v = (x1,...,x,) tohoto systému je ddno vztahem
|Ai]
€T; = s 1, oo, n.
A

Diikaz. Ziejmé je x = A~1b jedingm Fesenim tohoto systému. Podle vzorce (18) pro vypodet inverzni
matice pomoci matice adjungované je

1
r=—A"0,
A
neboli
1
T = W - (i-ty prvek (sloupcového) vektoru A*b)
1
= W (b1 Ag + by Agi + - -+ b Ar)
_ 1 [ rozvoj determinantu (podle i~tého sloupce) matice A, ve které je
—|A] praveé i—ty sloupec nahrazen vektorem b
|Ai

Priklad 84. Vyfteste nasledujici systém Kramerovym pravidlem:

r1 + 229 + 313 = 2,
2!13'1 — 31’2 — r3 = —3,
—3!13'1 + To + 2!13'3 = -3
Reseni. Méame
1 2 3 2
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Tedy je
1 2 3
Al=|2 -3 —1|=...——28,
31 2
2 3 A —28
A =|[3] =3 —1]|=-.=-28 = g =0_T2_y
-3 1 2 4] 28
! ’ As] 56
Agl=|2 [3] —1|=-=-56 = ap= 22_T2_o
I Al T 28
b Ay 28
Al=| 2 -3 [3||=--=28 = g=3_2_
I Al T 28

Mnozina feseni je tedy
O

Kramerovo pravidlo je vyhodné pouZit pro systémy s malym n (feknéme n < 3) nebo pro systémy,
kde je v matici systému hodné nul.

Konec 5. p¥ednasky (26.10.2009)
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10. VEKTOROVE PROSTORY

10.1. Definice a pfiklady. Jakd matematicka struktura je potfeba, pokud pracujeme s linedrnimi
objekty? Které vlastnosti linearnich objekti jsou ty dulezité? ...Sc¢itani (objekti) a nésobeni (ob-
jektu) redlnym cislem.

Vidéli jsme, jak se scitaji vektory v R™ a jak se vektor v R™ nasobi redlnym cislem.

Vidéli jsme, jak se scitaji matice a jak se matice ndsobi redlnym cislem.
Definice 3 (Axiomy vektorového prostoru). Necht V' je mnoZina, na které jsou definovany operace
sCitani a nasobeni redlnym cislem, tj. libovolnym prvkim u,v € V lze jednoznacné priradit prvek

u+v € V alibovolnému prvku v € V' a ¢islu a € R lze jednoznacné priradit prvek a-u € V. Mnozina
V' s témito operacemi se nazyva vektorovy prostor, pokud jsou splnény nasledujici axiomy:

Pro libovolné u, v, w € V a libovolné a,b € R

Al. u+ v =v + u, tj. operace + je komutativni,

A2. (u+v) 4+ w=u+ (v+w), tj. operace + je asociativni,

A3. existuje prvek 0 € V takovy, Ze 0 + u = u (existence nulového vektoru vzhledem k +),

A4. existuje prvek —u € V takovy, Ze u + (—u) = 0 (existence opa¢ného vektoru vzhledem k +),
A5. a-(u+v)=a-u+a-v, tj. operace + a - jsou distributivni (prvni ¢ast),

A6. (a+b)-u=a-u-+b-u, tj. operace + a - jsou distributivni (druha ¢ast),

A7. (a.b)-u=a- (b-u), tj. operace - je asociativni,

A8. 1-u = u, tj. ndsobeni jednickou neméni dany vektor.

O

Pro vektorovy prostor pouzivime oznaceni (V, 4+, -), pokud chceme zduraznit pfislusné operace +
a -, nebo pripadné jen V. Prvky u € V nazyvame vektory, ¢isla a € R pak skalary. Operace - se pak
nazyva nasobeni skaldrem.

Poznamka 3. Pojem vektoru u € V je zde velmi abstraktni, protoze mnozina V' nemusi byt jen
mnozinou vektor v R", ale miize to byt ,libovolnd“ mnozina néjakych prvki, na kterych jsou
definovany prislusné operace. Napf. to mohou byt také matice, polynomy, funkce, atd.

Vsimnéte si, ze pouzivame stejny symbol + pro séitani dvou vektori u + v (vysledkem je vektor)
a pro s¢itani dvou skalart a + b (vysledkem je skalar). Obecné, mezi dvéma vektory vzdy pouzivame
s¢itani + (vektorti), mezi vektorem a skaldrem pouzivame nasobeni skalarem - (vysledkem je vektor)
a mezi dvéma skalary pouzivame ,normalni“ s¢itani a nasobeni realnych cisel.

Dale si vsimnéte, ze definice vektorového prostoru obsahuje uzavienost mnoziny V' vzhledem ke
s¢itani (vektori) a k nésobeni skalarem:

Ul. pro vSechny u,v € V plati u +v € V,

U2. pro vsechny u € V aa € Rplatia-u € V.
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Priklad 85. MnoZina
W :={(2,z), z € R}

s obvyklymi operacemi s¢itani a nasobeni po slozkach, tj.

(2,21) + (2,22) = ([4] 21+ 22) €W, a-(2,2) = ([2a], 22) W (pro a £ 1),

neni vektorovy prostor, aniz bychom museli ovéfovat platnost axiomi A1-A8 a Ul1-U2.

Piiklad 86.
(a) Mnozina R"™ s operacemi

+ ... ,normalni“ s¢itani vektoru a
.. y,normalni“ nasobeni vektoru realnym cislem

je vektorovy prostor, tj. spliiuje axiomy A1-A8 a Ul-U2. (Ovéite si to!) Piseme (R™, +, ).

(b) Mnozina Mat,,, vSech matic typu m X n s operacemi

+ ...sCitani matic a
- ...nasobeni matice realnym cislem

je vektorovy prostor, tj. spliiuje axiomy A1-A8 a U1-U2. (Ovéite si to!) Piseme (Mat,,xp, +, *).

(c) Mnozina F vSech funkci f : R — R s operacemi
+ ...scitani funkci, tj. (f + ¢)(x) == f(z) + g(x), a
- ...nésobeni funkce redlnym ¢islem, tj. (a - f)(x) :=a - f(x),
je vektorovy prostor, tj. spliiuje axiomy A1-A8 a U1-U2. (Ovéite si to!) Piseme (F, +, ).

(d) Mnozina P, vSech polynomu stupné nejvyse n s operacemi
+ ...s¢itani polynomu (funkci), tj. (p + ¢)(z) := p(z) + q(z), a
- ...nasobeni polynomu (funkce) redlnym dislem, tj. (a - p)(z) :=a - p(z),
je vektorovy prostor, tj. spliiuje axiomy A1-A8 a Ul-U2. (Ovéite si to!) Piseme (P, +, -).

(e) Mnozina R* vSech kladnych redlnych ¢isel s operacemi
@ ...s¢iténi, pro z,y € RT definujme = ®y := xy, a
® ...nasobeni skaldrem, pro x € R" a a € R definujme a ® x := 2%,

(napf.2@5:2.5:10, _3®2:2—3:%)

je vektorovy prostor, tj. spliiuje axiomy A1-A8 a Ul-U2. Piseme (R, ®,®).

(f) Mnozina Cla, b] vSech spojitych funkci na intervalu [a,b] (pokud jesté netusite, co to je, tak
pockejte do MB102) s operacemi
+ ...s¢itani funkci, tj. (f + g)(x) = f(z) + g(x), a
- ...nésobeni funkce redlnym ¢islem, tj. (a - f)(x) :=a - f(x),
je vektorovy prostor, tj. spliiuje axiomy A1-A8 a Ul-U2. Piseme (Cla, b], +, -).

(g) Mnozina C*[a, b] viech spojité diferencovatelnych funkci na intervalu [a, b] (pokud jesté netu-
Site, co to je, tak pockejte do MB102) s operacemi
+ ...s¢itani funkci, tj. (f + g)(x) = f(z) + g(x), a
- ...néasobeni funkce redlnym ¢islem, tj. (a- f)(x) :=a - f(x),
je vektorovy prostor, tj. spliiuje axiomy A1-A8 a U1-U2. Pigeme (C*[a, b], +, ).

(h) Mnozina P vSech polynomi (vSech moznych stupiii) s operacemi

+ ...sCitani polynomi (funkci), tj. (p + q)(z) := p(x) + ¢(x), a
- ...néasobeni polynomu (funkce) redlnym dislem, tj. (a - p)(z) :=a - p(z),
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je vektorovy prostor, tj. spliiuje axiomy A1-A8 a Ul-U2. (Ovéite si to!) Piseme (P, +,-).
Ziejmé je

P = U P, kde P, je vektorovy prostor z ¢asti (d).
n=0

(i) Mnozina C komplexnich ¢isel s obvyklymi operacemi
+ ..., normalni“ s¢itani komplexnich ¢isel: (a + Bi) + (v + i) := (o +7) + (8 + ) 4,
. w;hormalni“ nasobeni komplexniho ¢&isla realnym ¢islem: a - (o + 3i) == (a.«0) + (a.3) 1,
je vektorovy prostor, tj. spliiuje axiomy A1-A8 a U1-U2. (Ovéite si to!) Piseme (C, +, ).
U

Priiklad 87.
(a) Mnozina W vSech polynomu sudého stupné s operacemi

+ ...sCitani polynomi (funkci), tj. (p + ¢)(z) := p(x) + ¢(x), a
- ...nésobeni polynomu (funkce) redlnym ¢islem, tj. (a - p)(z) := ¢ p(z),
neni vektorovy prostor. Neni splnéna podminka uzavienosti mnoziny W na operaci +, tj.
axiom Ul. Napi. pro polynomy p(z) = z* + 23 + 2% a q(z) = —2* + 1, pro které je p,q € W,
plati (p + ¢q)(z) = 2® + 2 + 1 € W (neni sudého stupné).

(b) Mnozina Gl,, vSech (¢tvercovych) regularnich matic fadu n s operacemi
@ ...,scitani“, definované pro A, B € Gl,, jako A ® B := AB, a
® ...nasobeni matice skalarem, tj. pro A€ Gl, aa e Rjea® A:=a- A,

neni vektorovy prostor. Neni napf. splnéna podminka Al (komutativita operace @). Pro-
zkoumejte, které axiomy splnény jsou! Zejména si vSimnéte, ze pro A, B € Gl, je také
A® B = AB € Gl, (tj. plati axiom Ul), oproti tomu pro A € Gl, aa € Rjea-A € Gl,
pouze pokud a # 0 (tj. obecné neplati axiom U2).

O

Nasledujici tvrzeni plyne piimo z definice vektorového prostoru.

Tvrzeni 18. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a necht u,v € V a a,b € R. Potom
0O-u=0, (-1)-u=-u, a-(u—v)=a-u—a-v, (a—b)-u=a-u—">b-u.

Pritom plati, Ze a-u =0 < a =0 nebo u=0.

10.2. Linearni (ne)zavislost vektord. Linearni zavislost a nezavislost vektort se v obecném vek-
torovém prostoru definuje naprosto stejné jako v odstavci 7.4 pro vektory v R™.

Definice 4. Vektory uy,...,ur € V jsou linedrné zévislé, pokud existuji ¢isla ay, ..., ar € R, z nichz
je alespon jedno nenulové, tak ze plati vztah zavislosti

ayuy + agus + -+ -+ ap up = 0. (19)

V opacném pripadé se vektory uq,...,u; € V nazyvajl linedrné nezavislé, tj. jediné koeficienty

ai,...,a; € R, pro které plati vztah (19), jsou

ar=as=---=a; = 0.



75

Je zfejmé, ze pokud by néktery z vektort u; byl nulovy vektor (mnoziny V'), potom jej mizeme
vyTtadit, protoze do vyslednych linedrnich kombinaci ni¢im neptispiva. Budeme proto v dalsim bez
Ujmy na obecnosti predpokladat, ze vSechny vektory ui, ..., u; jsou nenulové.

Stejné tak se symbolem
Span(ul,...,uk):{wEV, kde w =ay - uy + - -+ ag - u, al,...,akeR}

zna¢i mnozina vSech linedrnich kombinaci (ve V') vektora uy, ..., u, € V.

Priklad 88.
(a) Ve vektorovém prostoru Matyys (viz Piiklad 86(b)) jsou ,vektory“ (= matice)

1 2 3 01 2 -2 0 2 110
A_<4 5 6)’ B_<3 4 5)’ C_<1 1 1)’ D_<O 0 1)
linearné nezavislé. Toto ovéfime standardnim zptisobem tj. polozime jejich linearni kombinaci

rovnu nulovému prvku tohoto vektorového prostoru,

al-A+a2-B+a3-C’+a4-D:0,

123 01 2 2 0 2 110\ (000
“1'<4 5 6)“‘”(3 4 5)*“3(1 1 1)*“‘“(0 0 1)—(0 0 0)’

a vyTresime pfislusny homogenni systém — nyni 6 rovnic pro 4 nezndmé ay, as, as, as. Snadno
se oveéri, ze tento systém ma pouze trivialni feseni (ay, aq, as, as) = (0,0,0,0).

(b) ,Vektory* (= matice)

123 01 2 10 1 2 -1 0
A:(45 6)’ 32(345)’ OZ(z 34)> D:(1 2 3)

lineadrné zavislé. Toto ovérime standardnim zptisobem tj. polozime jejich linearni kombinaci
rovnu nulovému prvku tohoto vektorového prostoru,

CL1'A+CL2'B+CL3'C+G4'D:0,

_123+_012+_—101+'—2—10_000
“Wlas6)7 N \345)T® 2 3471 2 3/7\0o00)
a vyresime prislusny homogenni systém — nyni 6 rovnic pro 4 neznamé ay, as, as, ay. Snadno

se overi, ze tento systém ma feSeni

(a1, a9, a3,a4) = (s + 2t,—2s — 3t,s,t), kde s,t € R.

Napt. pro

(S,t) = (1,0) je (al,a2,a3,a4) = (1,—2,1,0),
nebo pro

(s,t)=(0,1) je (a1,as,a3,a4)=(2,-3,0,1).

Existuje tedy netrividlni feseni (as, as, as, as), a proto jsou tyto matice linedrné zavislé.
O

Hlavnim vysledkem tohoto oddilu je ukazat, Ze linearni kombinace linearné nezavislych vektort jsou
urceny jednoznac¢né, neboli dvé rizné sady koeficientd aq, . . . , ar davaji dveé rizné linearni kombinace.

Tvrzeni 19. Necht uq,...,u, € V. Vektor w € Span (uy,...,ux) lze napsat jedingm zpisobem jako
linearni kombinaci vektort uy, ..., ur < vektory uy,...,u; jsou linedrné nezdvislé.
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Diikaz. Necht w € Span (uq, ..., u), tj.
w = aiuy + - -+ apup, pro n&jaké ai,...,a, € R. (20)

Predpokladejme, ze také

w = byuy + -+ bypug, pro néjaké by, ..., b, € R, (21)

Potom jsou-li vektory us, ..., uy linedrné nezavislé, tak odectenim (20) a (21) dostaneme

(al—bl)u1+---+(ak—bk)uk:0, (22)
tedy a; — b; = 0 pro vSechna ¢ = 1,...,k, tj. a; = b; pro vSechna ¢t = 1,... k.

Obracené, chceme ukazat, ze z a; = b; pro vSechna ¢ = 1, ..., k plyne lineadrni nezavislost vektort
uy, ..., ux. Tedy pokud by byly tyto vektory linedrné zavislé, potom ma rovnice (22) netrivialni feSen,
tj. alespon jeden koeficient a; — b; # 0, tj. alespon jeden koeficient a; # b;, tj. vektor w lze napsat
(alesponl) dvéma riznymi zpusoby jako linearni kombinaci vektor uy, . . ., ug. O

Piiklad 89. Ve vektorovém prostoru P,, vSech polynomu stupné nejvyse n (viz Piiklad 86(d)) jsou
,vektory* (= polynomy)

N SN |
linearné nezavislé. (Ovétte si to!) Tedy podle Tvrzeni 19 lze kazdy ,vektor“ (= polynom) p € P,
vyjadrit jedinym zptisobem jako linedrni kombinaci téchto polynomi, tj. jako

p(z) = apr"™ + ay ™t 4 -+ a1+ a,.

(Samoziejme!) O

10.3. Podprostory. Necht (V,+, ) je vektorovy prostor a uvazujme néjakou podmnozinu W C V.
Potom samoziejmé vime, ze pro libovolné u,v € V a a € R plati

ut+veV, a-uelV.

Je-li ale
utveW, a-ueW, (23)
tj. pokud je mnozina W uzaviend vzhledem ke s¢itani vektori a k skalarnimu nasobku vektor,
potom se mnozina W, & presnéji trojice (W, +, -), nazyva vektorovy podprostor (nebo jen podprostor)
vektorového prostoru V.

Priklad 90. Necht V = R? a
W .= {(1’1,1'2) € Rz, T1+ To = 0}

Potom je W vektorovy podprostor prostoru R? nebot pro (xy,xs), (y1,y2) € W a pro a € R plati
(w1, 72) + (Y1,92) = (21 + Y1, 72 +¥2), piicemz

x1+y1) + (2 +y2) = (X1 +x2) + (y1 +y2) =0,
( 1 yl) ( 2 yz) ( 1 0 2) (yl y2)
= =0

tj. [ (21, 22) + (y1,y2) € W,

a-(r1,m9) = (axy,axs), priCemz axy + axs = a(r1 +x9) =0, tj.|a- (v1,22) € W |
-0
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Tedy pokud plati podminky (23), lze se na podprostor W divat jako na samostatny vektorovy
prostor, ptficemz jeho operace + a - jsou ,zdédény“ z ptivodniho vektorového prostoru V. Tedy

(W, +,-) je vektorovy prostor.

Priklady vektorovych podprostortt daného prostoru V' jsou {0} a V. Témto dvéma podprostorim
fikame trividlni podprostory, protoze jsou obsazeny ve V vzdy. VSechny ostatni podprostory, pokud
existuji (tj. vSechny ,zajimavé“ podprostory), pak nazyvame vlastni podprostory.

Priklad 91.
(a) Mnozina
W .= {(xl,xg,xg) eR3, x, = 1’3}
je vlastni podprostor vektorového prostoru R3.
(b) Mnozina
W .= {A € Mat,,x,, matice A ma samé nuly na hlavni diagonéle}

je vlastni podprostor vektorového prostoru Mat,,,.

(c) Vektorovy prostor C[a, b] je vlastni podprostor vektorového prostoru Cla,b], viz také P¥i-
klad 86(f,g), protoze napf. funkce |z — “t2| € Cla,b] \ C*[a, b).

(d) Vektorovy prostor R je vlastni podprostor vektorového prostoru C.

10.4. Jadro a obraz matice, fadkovy prostor. Necht A je matice typu m x n. Mnozina
Ker A := {x eR" Az = 0}

se nazyva jadro (od slova ,kernel“) matice A. Jadro matice A je tedy mnozina feSeni linedrniho ho-
mogenniho systému Az = 0. Nékdy se pro Ker A pouziva znaceni N(A) (od ,nulovy prostor* matice
A). Abychom byli Gplné presni, tak si musime uvédomit, ze je mnozina Ker A tvofena sloupcovymi
vektory x € R”, aby bylo mozno maticové nasobeni A - = vitbec provést.

Mnozina
R(A) := {z € R", x € Span (fadky matice A)}
se nazyva ,fadkovy prostor* matice A. Radkovy prostor matice A je tedy mnozina vSech linedrnich
kombinaci fadkt matice A. Na rozdil od Ker A je mnozina R(A) tvofena fadkovymi vektory = € R™.

Mnozina
ImA = {x € R™, x € Span (sloupce matice A)}
se nazyva obraz (téz obor hodnot, od slova ,image®, téz sloupcovy prostor) matice A. Obraz matice
A je tedy mnozina vSech linearnich kombinaci sloupcti matice A. Stejné jako u mnoziny Ker A je
mnozina Im A tvofena sloupcovymi vektory z € R™.

Ztejmé trivialné plati
R(A) =Im A",  ImA= R(AT).

Jednoduse se pak ukaze nésledujici tvrzeni (viz také Tvrzeni 1(iv) o mnoziné feSeni homogenniho
systému v odstavci 6.4).

Tvrzeni 20. Pro kazdou matici A typu m X n jsou mnoziny Ker A a R(A) podprostory vektorového
prostoru R™ a mnozina Im A je podprostor vektorového prostoru R™.
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Piiklad 92. Najdéte Ker A, R(A) a Im A pro matici

Reseni. Matice A je typu 3 x 4, tj. m = 3 a n = 4. Napf. Gaussovou eliminac¢ni metodou ziskame

12 -341]0 1 2 -3 4 |0
21 2 2] 0|~~[0 -3 8 =610
33 1610 00 0 0 |0

Tedy mnozina feseni linearniho systému Az = 0 je

KerA:{(—gs, §5—2t, s, t)T, t,SER}

7
- 0 -1 0
5 —2 5 21\ cpe
—Js.| 3 : —
=<s 1 +1 0 , t,seR Span E 0 C
0 1 0 1

Protoze mé matice A po prevedeni na schodovity tvar dva linedrné nezavislé radky, je h(A) = 2.
Protoze jsou prvni dva fadky linedrné nezavislé, je
={s-(1,2,-3,4)+1t-(2,1,2,2), t,s € R}
= Span ((1,2,-3,4), (2,1,2,2))
= Span ((1,2,-3,4), (0,—3,8,—6)) C R".

Déle ze schodovitého tvaru matice A vidime, Ze prvni dva sloupce matice A jsou linedrné nezavislé
(jsou to sloupce, ve kterych jsou pivoti), tj. plati

1 2 1 2
ImA=<s- 2| +t-|1]|,tseR :Span< 21, |1 >§R3.
3 3 3 3

Pozor! Pro mnozinu Im A nelze pouzit sloupcové vektory ze schodovitého tvaru matice A, tj.

1 2
ImA#Span< 0], -3 >§R3.
0 0
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10.5. Generovani podprostoru.
Tvrzeni 21. Necht W;, i € I, jsou vektorové podprostory ve V.. Potom je také

m W, wektorovy podprostor prostoru V.
iel

Dikaz. Jsou-li a,b € R a u,v € N;je;W;, potom pro vSechny ¢ € [ plati a-u+0b-v € W;, to ale
znamena, ze a - u+b-v € NiefW;. O

Zejména je tedy podprostorem prinik vSech podprostort W C V, které obsahuji pfedem danou
mnozinu vektort M C V. Rikdme, Ze tato mnozina M generuje podprostor (M), nebo Ze prvky M
jsou generatory podprostoru (M).

Nasledujici tvrzeni poskytuje diilezity nastroj pro generovani vektorovych podprostorti.

Véta 10. Necht uy,...,u; € V. MnoZina Span (u1, ..., uy) je podprostor vektorového prostoru V.

Diikaz. Je jednoduchy, provedte si jej sami. O

Priklad 93. Oznac¢me jako e; jednotkové vektory v R™, tj. na i—té pozici je jednicka jinak samé nuly.
Potom Span (e1, e5) (= rovina zy) je podprostor ve vektorovém prostoru R3. O

Jestlize
Span <u1, o ,uk> =V, resp. Span <u1, . .,uk> =W CV,
potom tikame, ze vektory wuy, ..., u; generuji vektorovy prostor V', resp. podprostor WW.

Priklad 94.
(a) Vektory ey, eq, e3 generuji vektorovy prostor R3, stejné tak vektory ey, es, e, (1,2, 1) generuji
vektorovy prostor R3.

(b) ,Vektory* (= polynomy) z—1 a z+1 generuji vektorovy prostor P; (polynomy stupné nejvyse
1, tj. vSechny linedrni funkce), protoze kazdy polynom p(z) = kz + ¢ € P; miZeme psét ve
tvaru

k— k
pla)=hotq=a- (=1 +b-(+1), ke a=-", b:%.

(Ovétte si to!) Plati tedy, ze
Py = Span (z — 1, x + 1) = Span (z, 1).

(c) Ovéfte si sami, Ze
10 01 00 00
s =5 ((o0): 010)- (10)- (6.7))

Zejména jsou uvedené ¢tyfi matice linedrné nezavislé ve vektorovém prostoru Mats,o.

O

Vyse uvedené priklady motivuji prirozenou otazku, jak najit minimalni mnozinu vektorti, které
jesté generuji dany vektorovy prostor V' ¢i podprostor W.
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10.6. Baze a dimenze. Vektory ug,...,u; (¢i obecnéji podmnozina M C V') se nazyva béaze vek-
torového prostoru V', pokud jsou tyto vektory linedrné nezavislé a generuji cely prostor V, tj.

Span (uy,...,ug) =V, (resp. Span (M) =V).
Podobné definujeme bazi vektorového podprostoru W C V.

Priklad 95.
(a) Tzv. standardni baze prostoru R" je tvofena jednotkovymi vektory

€1, €2,..., €n-

(b) Nésledujici mnozina je také baze prostoru R3:
{(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)}.

(c) Matice

10 01 00 0 0
Ell = <O 0) ) E12 = (O 0) ) E21 = (1 0) ) E22 = <0 1)

tvori bazi vektorového prostoru Matsyys.

(d) Polynomy

tvori bazi vektorového prostoru P,,.

(e) Mnozina polynomt
{1,2,2%,...,2",... } = {2 k=0,1,2,...}

tvori bazi vektorového prostoru P.

(f) Komplexni ¢isla

tvori bazi vektorového prostoru C.
O

Vektorovy prostor V' ¢ podprostor W je jednoznacné urcen prvky (libovolné) své baze, protoze
kazdy vektor u € V' (¢ u € W) lze jednozna¢né vyjadrit jako linedrni kombinaci bézovych vektori.
Tedy abychom urc¢ili podprostor W, staci najit jeho bazi.

Tvrzeni 22. Jestlize mnoZina linedrné nezdvislych vektori uy, ..., u, generuje vektorovy prostor
V' (4. je-li uy, ..., u, baze ve V'), potom libovolnd mnoZina vektori o vice neZ n procich je nutné
linearné zavisld.
Diikaz. Uvazujme vektory vy, ..., v, € V, kde m > n (je jich vice nez vektorti uy, ..., u,). Potom lze
kazdy z vektort vy, ..., v, jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci vektori wuq, ..., Uy, tj.

V1 = a1 Up + @i U + - A Qg U,

Vg = Q21 U + Q22 U + * -+ + Qap Up,

Um = Q1 Ul + Gpa U+« + =+ Ay, U -
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O linearni zavislosti ¢i nezavislosti vektord vy, . . ., v,, rozhodneme podle toho, zda existuje v jejich
linedrni kombinaci
C1v1+Cave+ -+ Uy =0 (24)
(alespon jeden) nenulovy koeficient ¢; nebo zda vSechny tyto koeficienty jsou nutné rovny nule. Do
rovnice (24) dosadime vyjadfeni vektort v; pomoci vektorti uy, ..., u, a dostaneme
0= C1 (allul +CL12U2 -+ ---+a1nu@) +CQ (CL21U1 +CL22U2 -+ ---+a2nu@)
U1 v2

o Cn (@m1 U1+ Ao U + A G Uy

g

Um,
:(clall+cza21+---+cmam1)u1+(clalg+02a22+---+cmam2)u2
o (e1 @i + Co g, + - Cop Qi) U,

tj. dostavame nulovou lineadrni kombinaci vektord uy, . . ., u,. Protoze jsou vektory uy, ..., u, linedrné
nezavislé, musi byt koeficient kazdého z vektori u; roven nule, tedy

cla11+02a21+---+cmam1 :0,

cla12+02a2g+-~-+cmam2:0,

Cla1n+c2a2n+"'+cmamn:0-

Toto je homogenni systém n rovnic pro m proménnych cq,...,¢c,,, a protoze je m > n, ma tedy vice
proménnych nez rovnic. Tedy podle Tvrzeni 1(ii) (o homogennich systémech v odstavci 6.4) ma tento
systém netriviadlni feseni cy, ..., ¢, a tedy jsou vektory vy, ..., v, linedrné zavislé. (]

Poznamka 4. Obsah predchoziho tvzeni lze také chapat tak, Ze je-li uq,...,u, baze ve V, potom
kazd4 mnozina linearné nezavislych vektort ma nutné nejvyse n prvki. 0

Dtsledek 2. Vsechny baze ve vektorovém prostoru V. magi stejny pocet proki.

Dikaz. Bud uy,...,u, a vq,...,v, dvé baze ve V. Protoze Span (uq,...,u,) = V, pfi¢emz vektory
Uy, . .., U, jsou linedrné nezavislé, musi podle Poznamky 4 nutné byt m < n.
Naopak, protoze Span (vq,...,v,,) = V, pficemz vektory vy, ...,v,, jsou linearné nezavislé, musi
) ) ) ) ) ) )

podle Poznamky 4 nutné byt n < m.

Celkem tedy dostavame m = n. O

Pocet bazovych vektort v néjaké (a tedy v libovolné) bazi vektorového prostoru V' se nazyva
dimenze vektorového prostoru V', piseme dim V. Dimenze trividlniho vektorového prostoru {0} je 0.
Ma-li prostor V' konec¢nou bézi (feknéme o n prvcich), potom fikdme, Ze V' je koneénérozmérny (nebo
téZ kone¢nédimenziondlni) prostor. V opa¢ném piipadé se V' nazyva nekoneénérozmérny (nebo téz
nekoneénédimenzionélni).

Bazi n—rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat jako n-tici
W= (Ug, .., Up)

bazovych vektord. Jde tu predevsim o zavedeni konvence: U konec¢nérozmérnych podprostort bu-
deme totiz vzdy uvazovat bazi véetné zadaného poradi prvki, i kdyz jsme ji takto, striktné vzato,
nedefinovali.
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Priklad 96. Ziejmé plati
dimR =1, dimR"=n, dimP, =n+1,
dim Matyyo =4, dim Mat,,x, = m.n, dimC = 2,

viz piiklady vektorovych prostori a jejich bazi v Piikladech 86 a 95. Odsud je vidét, ze existuji
vektorové prostory s libovolné velkou (ale kone¢nou) dimenzi. Naproti tomu je

dimP = oo,
a protoze plati P C C'[a,b] C Cla,b] C F, je také
dim C*[a, b] = dim Cla, b] = dim F = oco.

Posledni fakt je dilezity napt. pro aproximace (spojitych ¢i obecnych) funkci pomoci polynomu. [

Priklad 97. Je-li A matice typu m x n, potom je ziejmé (viz definice fadkového prostoru v od-
stavei 10.4)

h(A) =dim R(A) a n=h(A)+ dimKer A.
Druhy vztah mizeme interpretovat tak, Ze celkovy pocet proménnych (= n) v linedrnim homogennim
systému Ax = 0 musi byt roven poé¢tu linedrné nezavislych fadku (tedy i sloupcti) matice A plus
poctu volnych proménnych v systému Ax = 0.

Vsimnéte si pak, ze Tvrzeni 3 v odstavci 8.12 1ika, ze

h(A) = dim R(A) = dimIm A < min{m, n}.

Napriiklad v Prikladu 92 je m =3, n =4, h(A) =2 a dimKer A = 2. OJ

Konec 6. pfednasky (2.11.2009)

Déle mtizeme z Ditsledku 2 odvodit nasledujici.

Tvrzeni 23. Jestlize dimV =n > 0, potom

e kazdda mnozina o n vektorech, které jsou linedrné nezdavislé, generuje cely prostor V. (a tedy
je to bdze),

e kaZda mnoZina o n vektorech, které generuji cely prostor V, je linedrné nezdvisla.

Tedy v kone¢nédimenzionalnich prostorech (s dimenzi n > 0) je vlastnost ,generovani celého
prostoru V¢ stejna jako je vlastnost ,linearni nezavislosti®.

Priklad 98. Rozhodnéte, zda mnozina vektoru

1 -2 1 0
1 0 2 0
0]’ 1] 11" 2
0 1 2 -1

tvoii bazi prostoru R%.
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Reseni. Protoze je dimR* = 4 a v uvedené mnoziné jsou pravé ¢tyii vektory, staci ukazat, Ze jsou
tyto vektory linedrné nezavislé. Toto muZeme otestovat napi. pomoci determinantu (viz Tvrzeni 16
v odstavci 9.3):

1 -2 1 0
1 0 2 0
0 1 -1 2|~ =370
0o 1 2 -1
Proto jsou tyto vektory linedrné nezavislé, tvoii tedy bazi prostoru R*. 0

Tvrzeni 24. Jestlize dimV =n > 0, potom

(i) libovolngch m linedrné nezdvislych vektori, kde m < n, generuge vlastni podprostor vektoro-
vého prostoru V,

(ii) libovolnou mnoZinu o méné nez n linedrné nezdavislych vektorech lze doplnit na bazi prostoru
V' (o n vektorech),

(iii) libovolnou mnoZinu o vice nez n vektorech, kterd generuje cely prostor V, lze zredukovat na
bazi prostoru V' (o n vektorech).

Diikaz. Je uveden ve skriptech prof. Slovaka. 0

10.7. Soufadnice a zména baze. Ve vektorovych prostorech (alespori u nékterych z téch, které
jsme zde explicitné uvedli) vétsinou bereme standardni béaze jako napft.

Rn . (617627“‘7en)7
Matgys (B, Erg, Eor, o),
P, : (", 2"t o 1),

Nékdy je ale vyhodnéjsi vybrat si jinou bazi (v zavislosti na konkrétnim problému). Tedy se otvira
otazka, jak prejit od jedné baze ke druhé.

Priklad 99. Pii vyméné penéz bereme za standardni bazi 1 K¢é. Pri cestovani do jinych zemi se
musime prizpisobit jiné bazi — 1 USD, 1 £, 1 EUR, atd. Zména mezi témito bazemi se provadi
pomoci sménného kurzu, tedy je to multiplikativni proces. O]

Necht u = (uy,...,u,) je néjaka pevné zvolena béaze (konecnérozmérného) vektorového prostoru
V. Potom kazdy vektor w € V' lze jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinaci bazovych vektort,
tj. pro kazdy vektor w € V existuje jednozna¢né urcené n—tice realnych ¢isel (ay, ..., a,) s vlastnosti

W=ay Uy + -+ ayUpy.

Potom sloupcovy vektor (ai,...,a,)T nazyvidme soufadnicemi vektoru w v bazi u a piseme
ay
[wy =
Qp,

Priklad 100.
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(a) Vektor w = (3,2,1) mé ve standardni bazi e = (ey, €2, e3) prostoru R? soutadnice

3
[wle={2],
1
zatimeo v bézi v = ((1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)) (viz Priklad 95(b)) mé w soufadnice
1

wly= | 1], protoze w=(3,2,1) =[1]- (1,1,1) +[1]- (1,1,0) +[1] - (1,0,0).
1

Vsimnéte si, ze kdyz fikdme ,vektor w = (3,2,1)“, tak tim vlastné automaticky myslime
tento vektor vztazeny na standardni bazi e.

(b) Matice A = (¢ %) mé ve standardni bazi E = (Eh1, E12, Ea1, Eo2) prostoru Matsys soufadnice

. b
) protozeA:<CCL d):@-E11+@-E12+-E21+-Egg.

QL O

(c) Polynom p(z) = kx + ¢ méa ve standardni bazi e = (x,1) prostoru P; (linedrni funkce)
soufadnice

M ‘

k—q
[p()] = (é) protoze p(z) = kx +q =5 |- (x — 1) +| 51| (z + 1),
2

viz Priklad 94(b).

Priklad 101. Uvazujme vektorovy prostor R?, vektor w = (3,2,1) a dvé baze

€= (61762763)7 u = ((17171)7 (17170)7 (17070))7
U1 u2 us3

(viz Priklad 100(a)). Vidéli jsme, Ze souradnice vektoru w v jednotlivych bazich jsou

3 1
[wle=12], [wly = {1
1 1
Zejména si vSimnéte, ze
1 1 1
[wle= 1], [usde= 1], [usfe=1]0
1 0 0

jsou soutadnice vektori uy, us, us v bazi e. Vztah dvou souradnicovych vektort pro vektor w miizeme
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jednoduse popsat pomoci maticového ndsobeni. Pokud ddme vektory baze u (¢i pfesnéji souradnice
vektorti baze u v bazi e) do sloupcli matice (oznacme ji jako T), potom je

3
[wle = | 2 T - [wly
1
u1 Uz U3
T
Matici T' fikdme matice prechodu od baze u k bazi e. O

Pravidlo uvedené v Ptikladu 101 1ze jednoduse zobecnit na libovolny (koneénérozmérny) vektorovy

prostor V. Tedy je-li e = (eq,...,e,) néjaka (fikejme ji ,standardni“) baze ve vekrorovém prostoru
V ajeliu=(uy,...,u,) néjakd dalsi baze prostoru V', potom ozna¢me jako
T:= ([u]e ... [unle) € Mat,xy

matici prechodu od baze u k bazi e, tj. soutadnice bazovych vektort baze u v béazi e tvori sloupce
matice T

Véta 11. Pro souradnice libovolného vektoru w € V v bazich e a u plati vztah

[wle =T - [wly, (25)

kde T je matici prechodu od baze u k bazi e.

Diikaz. Protoze tvori vektory uq, ..., u, bazi prostoru V', lze libovolny vektor w € V napsat jedno-
znacneé jako jejich linedrni kombinaci, tj. existuji ¢isla aq,...,a, € R tak, ze
a1
w=ayu + -+ at,, . [wle=17:]. (26)
Qn

Protoze ve standardni bazi plati
w=[wle, U =[Ut]ey, .oy Up = [Uple,

vztah (26) se pomoci maticového nasobeni ptepise jako

ay
[w]e =w = (u1 o un) = ([ul]g . [un]g) Cwly =T - [w)y.
Qn,
Tedy soutadnice bazovych vektortd baze u v bazi e tvori sloupce matice 7. O

Ze vztahu (25) je vidét, pro¢ se matici T ¥ika

,matice prechodu od baze u k bazi e“

,matice prechodu od baze e k bazi u“.

Je to proto, ze pomoci matice T' dostaneme soufadnice vektoru w v bazi e ze soutadnic vektoru w
v bazi u.
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Ze vztahu (25) dale plyne, Ze matice prechodu od béze e k bazi u je T~!, protoze

[wly =T7" - [w]e. (27)

Uvédomme si, ze soufadnice vektoru w v (standardni) bazi e vétsinou zname, a proto je pro nas

Vv

,Nové* bazi u. Tedy je nutné vypocitat inverzni matici 7~ k matici 7' (viz odstavec 8.11).

Piiklad 102. Ve vektorovém prostoru P, (polynomy stupné nejvyse 2, tj. linedrni a kvadratické
polynomy) urcete matici prechodu od béaze e = (1, z, 2?) (= standardni baze) k bazi

u=(1,z+1,1—2?).

Reseni. Nejdiive najdeme matici pfechodu 7" od béze u k bazi e, tj. sloupce matice T" jsou tvoieny
souradnicemi vektorii baze u v bazi e, tj.

1] |1 1 11 1
T = ([1]g [z+1], [1— xQ]Q) =|]0] |1 0 =10 1 O
0] [0 |1 00 —1
Potom najdeme matici inverzni k matici 7', tj.
11 1 | 100 100 ] 1 -1 1
(rnH=(fo1 o | 010]~--~f010]|0 1 0],
00 —-11] 001 001]0 0 -1
1 -1 1
= T'=10 1 0 je hledana matice prechodu od baze e k bazi u
0 0 -1
Napriklad nyni snadno spoc¢teme
1 -1 1 1 1
l+r+2?,=T"1+z+2*.=[(0 1 0 1l=11
0 0 -1 1 -1
O
Pokud mame dany dvé baze
w= (U, ..., Up), v=(v1,...,0p)

a zajima nas matice pfechodu 7' mezi nimi, feknéme od baze u k bazi v (a pfitom ani jedna z téchto
bazi neni ,standardni“), potom jsou samoziejmé sloupce matice T' tvofeny souradnicemi vektorii
baze u v bazi v, tj.

T = ([uo - [ualo), w), =T [w], YweW

Tyto soutfadnice [u;], ale nemusi byt snadné nalézt (zname je hned, pokud je v = e ,standardni®
baze). Proto je vyhodnéjsi nejdiive piejit od béze u ke ,standardni“ bazi e, tj.

[wle =U - [wly
pomoci matice prechodu

U:= ([usJe ... [unle), tuumime napsat piimo,
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a nasledné prejit od ,standardni“ baze e k bazi v, tj.
[wle =V - [w]y, [w], = vt [w]e
pomoci matice piechodu V1, kde

V= ([voie ... [vne), tuumime také napsat piimo.

Vysledna hledand matice 1" je potom sou¢inem téchto matic pfechodu (pozor na spravné poradi!),
T=Vv"'.1, (28)
protoze pro libovolny vektor w € V' plati
Wy =V wle =V (U-[w]y) = (VTU) - [wly = T - [wly:

U
u - &
Lstara baze“ wstandardni“ baze
VU N\, | v
v
,nova baze“

Ptiklad 103. Ve vektorovém prostoru R? najdéte matici pfechodu 7' od baze u = (uy,us) k bazi
v = (v, v2), kde
u=((3,1), (4,1)), v=((1,2), (1,1)).

Reseni. Matice pfechodu U od béaze u k bazi e, matice prechodu V od béze v k bazi e a matice
prechodu V! od béze e k bazi v jsou postupné

3 4 11 (-1 1 L
U:(1 1), V:(z 1), 4 1:<2 _1) (ovéfte si vypocet inverze),

a proto je matice prechodu 7" od baze u k bazi v rovna
-1 1 3 4 -2 -3
_ -l . _
r-vu=(3 L) )=(3 7)
Vsimnéte si nyni, ze ze sloupcti matice 1" precteme souradnice vektori u; a uy v bazi v, tj.

oh= () el = (7).

Ovérte si sami, ze skuteéné plati vztahy u; = —2v; + 5vy a us = —3v1 + Tvs.
Vsimnéte si dale, Ze pokud mé vektor w v béazi u soufadnice [w], = (%), potom jsou jeho
souradnice v bazi v

[wly =T [w], = <_52 _73) | (—21) - <_31) |

neboli také
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10.8. Linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory. V tomto odstavci se budeme snazit najit
odpovéd na otazky:

e Co to jsou linearni zobrazeni mezi dvéma vektorovymi prostory?

e Jakym zptsobem reprezentujeme linearni zobrazeni? Co nam takové reprezentace rikaji o

samotném linedrnim zobrazeni?

Definice 5. Zobrazeni L vektorového prostoru V' do vektorového prostoru W je lineadrni zobrazeni
(téz linedrni operator), pokud

La-u+b-v)=a-L(u)+b- L(v) pro viechny u,v eV, a,be€R.
U

Vsimnéte si, ze na levé strané (uvnitt L) jsou operace - a + v prostoru V/, zatimco na pravé strané
jsou operace - a + v prostoru W. Ackoliv jsou tyto operace v prostorech V a W formalné rtzné,
budeme je znacit stejnym symbolem - a + a z kontextu bude vzdy jasné, ve kterém vektorovém
prostoru se pravé pohybujeme.

Zobrazeni L : V' — W je tedy linearni, pokud zachovava linedrni kombinace. Zejména tedy plati
L(0,) =0, (proa=>b=0),tj. zkracené L(0) =0,
L(—u) = —L(u) (proa=—1,b=0).

Pokud je cilovy vektorovy prostor W totozny s vychozim prostorem V', potom nazyvame linearni
zobrazeni L : V — V linearni transformace prostoru V.

Naprtiklad identické zobrazeni Z : V — V, Z(u) = u (kazdému vektoru ptiradi ten samotny vektor)
nebo nulové zobrazeni N : V. — W, N(u) = 0y (kazdému vektoru pfifadi nulovy vektor prostoru
W) jsou linearni.

Priklad 104. Nasledujici zobrazeni jsou linedrni transformace na vektorovém prostoru R? (ovéite si
tol).
(a) Prodlouzeni nebo zkréceni vektoru (viz obr),

L(u) = a- u.

(b) Rotace o § v kladném sméru,
L(u) = (—y,z), kdeu= (z,y).

Obecnéji, rotace o tihel ¢ v kladném sméru
L(u) = (cpsgp — sin gp) <9:) .
sing  cosg y
(c) Projekce vektoru na nékterou souradnou osu (viz obr.)

Li(u) =z -e; = (z,0) projekce na osu x,

Ly(u) =y -ex = (0,y) projekce na osu y.
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Priklad 105. Piiklady linearnich zobrazeni L : R™ — R™ jsou:

(a) pro u = (113'1,1’2,1’3),
L:R* =R, L(u)=m + 215 — 73,

(b) pro u = (x1, z2, x3),

. ™3 2 (1 — 323
L:R° — R L(u)_<x2+x3)’

(c) pro u = (x1, z2),
311 + 2o
L:R* =R} Lu=| 2 -2
—2x1 + 319

Vsimnéte si, ze vSechna tato linedrni zobrazeni miZzeme zapsat pomoci matic a maticového naso-
beni:

1 10 -3\ (" ) (e
(a) L(u) = (1 2 =1)-[aa |, (b)L(u) = Nz, (Lw)=|1 —=2|-(7").
01 1 X9
T3 T3 —2 3
O
Priklad 106. Je-li A matice typu m X n, potom je piifazeni
Ly :R"— R™, LA(U):AU, Vu € R",
linearni zobrazeni. (Ovéite si to!) O

Piiklad 107. Piiklady linedrnich zobrazeni mezi prostory funkei jsou (viz MB102 pfisti semestr):

(a) urcity integral

L:Cla,b] — R, L(f):/f(x)dx,

(b) derivace
D : Ca,b] — Cla,b], D(f)=f,

zejména je D : P, — P,,_1, protoze derivace polynomu je opét polynom, ale o jednicku nizsiho
stupné,

(c) druhé derivace
D? : C*a,b] — Cla,b], D(f)=f",
(potom je také D? + D linedrni zobrazeni a tedy je napt. diferencidlni rovnice y” +y = g(z)
pouhou lindrn{ rovnici (D? + D)(y) = ¢ v prisluném vektorovém prostoru funkei),
U
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Necht L : V. — W je linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory. Jadro Ker L zobrazeni L a
obraz (téz obor hodnot) Im L zobrazeni L je mnoZina

KerL:={ueV, L(u) =04} CV,
ImL:=L(V)={veW, JueV tak, ze L(u) =v} C W.

Plati nasledujici jednoduché tvrzeni (srovnejte s Tvrzenim 20 v odstavei 10.4).

Tvrzeni 25. Necht L : V — W je linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory.

(i) Mnozina Ker L je vektorovy podprostor prostoru V.

(ii) Je-li U podprostor prostoru V', potom je mnozina L(U) vektorovy podprostor prostoru W.

Diikaz. Ovétte si, Ze jsou splnény vlastnosti Ul a U2 pro dany vektorovy podprostor (viz odstavec 10.1
a 10.3). O

Tvrzeni 25 nam také ukazuje dalsi zptsob, jak generovat podprostory daného vektorového pro-

vvvvv

kombinaci vektort, viz odstavec 10.5).

Priklad 108.

(a) Pro linedrni zobrazeni projekce vektoru u = (z,y) € R? na nékterou soufadnou osu (viz také
Priklad 104(c)) je

L1 (u
L,

e

~—

(z,0) projekce na osu x,

= - 1=
)=vy-ex=1(0,y) projekce na osu y.

=

A proto plati

Li(u)=0 << x=0 tedyje KerL; = Span (ey),
Ly(u) =0 < y=0 tedyje KerLy = Span (e;).

(b) Pro linearni zobrazeni L4 dané matici A typu m x n z Ptikladu 106 plati

KerLp=KerACR", ImLy=ImACR™ (srovnejte s odstavcem 10.4).

(¢) Pro linedrni zobrazeni D : P — P a D? : P — P (derivace, viz Piiklad 107(b,c) a MB102)
na vektorovém prostoru P vsech polynomi je

Ker D = {p(z) € P, p'(z) =0} =Py (konstantni polynomy),

ImD="P (kazdy polynom je derivaci néjakého jiného polynomu),

Ker D* = {p(z) € P, p"(z) =0} =P, (linedrni polynomy).
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10.9. Maticova reprezentace linearnich zobrazeni. Jiz vime z Prikladu 106, Ze kazda matice
A typu m X n pfirozenym zpusobem vytvari linedrni zobrazeni Ly : R” — R™ L(u) = A - u.

Ukazeme, ze takto lze reprezentovat kazdé linearni zobrazeni L : R” — R™, tj. Ze kazdé linearni
zobrazeni L je tvaru L, pro vhodnou matici A typu m X n.

Véta 12. Necht L : R — R™ je linedrni zobrazeni. Potom existuje matice A typu m x n takovd,
Ze L(u) = A - u pro vSechny u € R™, neboli L = L4. Navic, sloupce matice A jsou obrazy bazovijch
vektori ey, . .., e,, 1.

A= (aV ... a), kde ! = Lie)) eR™, i=1,...,n.

Diikaz. Necht u = (x1,...,2,)T € R" je libovolny vektor. Potom u = zye; + -+ + x, €, a tedy
L(u) = L(z1e1 4+ -+ axpe,) =x1 L(ey) + -+ -+ x, L(ey,)
x1
=za+ otz d =V L QM) =4
L

Plati proto rovnost L = L4 pro vyse uvedenou m X n matici A. (]

P¥iklad 109. Jak jiz vime, linedrni zobrazeni rotace v R? o tihel ¢ v kladném sméru kolem pocéatku
je reprezentovano matici
A - <gos<p —sin<p) '
sinp cosp

Podobné, rotace v R? kolem dané piimky prochézejici pocatkem lze reprezentovat pomoci matice,
viz demonstrativni cviceni. 0

V predchozim jsme tedy ukézali, Zze kazdé linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory R" a R™
je v podstaté matice. Totéz lze Tici i o linearnich zobrazenich mezi obecnymi konecnérozmérnymi
vektorovymi prostory.

Necht V' je vektorovy prostor dimenze n, v némz zvolime néjakou bazi u = (uy,...,u,). Necht
W je (cilovy) vektorovy prostor dimenze m, v némz zvolime né&jakou bazi v = (vy, ..., v,). A necht
L :V — W je libovolné linearni zobrazeni mezi témito prostory.

Je-li w € V libovolny (ale pevné zvoleny) vektor, potom jej lze jednoznacné vyjadiit jako linearni
kombinaci bazovych vektori prostoru V, tj.

T
W= 21U+ -+ Ty Uy, tj. [wl,=1 | €R™
u N
Potom pro obraz vektoru w v zobrazeni L plati
I
L(w) = L(zyuy + -+ Tpup) = o1 L(uy) + -+ - + 2, L(uy,) = (L(ul) o L(un)) .
Ty,

Pokud tedy napiseme obé strany této rovnosti v bazi v cilového prostoru W, potom je

(L))o = (L(u)]y - [Llun)]y) - [w]a-

A proto plati nasledujici tvrzeni o maticové reprezentaci linearnich zobrazeni.
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Véta 13. Pro kazdé linedrni zobrazeni L : V' — W mezi (koneénérozmérnymi) vektorovgmi prostory

V' (dimenze n s baziu) a W (dimenze m s bdzi v) existuje matice A typu m x n s vlastnosti
[L(w)], = A-[w], pro vSechny vektory w € V.

Matice A reprezentuje toto linedrni zobrazeni L v bdzich u a v, pricemZ sloupce matice A jsou

soutadnice obrazi bdzovych vektori wuy,...,u, (vychoziho prostoru V') v bdzi v (cilového prostoru
W), t.

A= (a0 @) kde a = [L(w)], €R™, i=1,...,n.

Vyse uvedeny vysledek miizeme zobrazit pomoci nasledujiciho schématu:

v L W w L L(w)
ulN La ﬁlv gl: L :lg
R e ~ R™ [w]y . [L(w)]y

[w]u€R™,  [L(w)]o€R™,  [L(w)]y=A-[w]u

Tedy abychom znali, jak linearni zobrazeni L vlastné vypada, staci znat obrazy bazovych vektort
vychoziho prostoru V' v (néjaké) bazi cilového prostoru W.

Konec 7. pfednasky (9.11.2009)

Piiklad 110. Necht L : R? — R? je pro ddno piedpisem:

1 2 1
L(u) =x1v1 + (3 — 22) 09, kde u= | a9 ,vlz< ), v2:< )

€3

Urcete matici A, ktera reprezentuje toto linearni zobrazeni

(a) v bazich e = (e, e9,e3) a e = (€1, e3) (standardni baze prostortt R? a R?),

(b) v bézich e = (eq,es,€e3) a v = (vq, vg).
Resent.

(a) Zobrazeni L v béazich e = (ey, ez, e3) a e = (e, e3). Protoze je

. 2!13'1 — X9 + X3 . 2 o -1 . 1
L(U) - <—Zl§'1 + 21.2 _ 21.3 ) L(el) - -1/ L(€2) - 9 ) L(e?)) - —9 />

a protoZe ve standardni bézi e cilového prostoru R? je w = [w]., je maticovd reprezentace
zobrazeni L v téchto bazich

€

2 -1 1 . 2 -1 1
A:A%:(—l 9 _2), tJ.L(u)—<_1 9 _2)- ig
3
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(b) Zobrazeni L v bazich e = (e, e2,e3) a v = (v1,v2). Protoze je

L(e1) = (_21) =v1,  Lez) = <_21) = —v3, Lles) = (_12) = g,
el = (p) . el= (%) izt (3).

je maticova reprezentace zobrazeni L v téchto bazich

€1

1 0 0\ .. 1 0 0
BBM(Oll),mwumh(011)-&?
3

Napf. obraz vektoru u = (1,2,3) mé v bazi e soutadnice

W N
Il
/I_\
woo
~__

=t = (% )

zatimco v bazi v ma souradnice

1
[L(u)], = <(1) _01 (1)) 2] = <i) : (Vsimnéte si, ze tedy plati L(u) = 1v; + 1 vg.)
3

Samoziejmé je mnohem jednodussi napsat matici linedrniho zobrazeni ve standardnich bézich
prostortt R" (resp. obecného vektorového prostoru V' dimenze n) a R™ (resp. obecného vektorového
prostoru W dimenze m) nez za pouziti jinych bazi. Pfi pouziti jingch bazi, napf. pro bazi u =
(u,...,u,) prostoru V a bazi v = (vq,...,v,) prostoru W, mame k dispozici piislusné matice
prechodu mezi témito bazemi a pfislusnymi ,standardnimi“ bazemi (pokud je standardni baze k
dispozici), viz odstavec 10.7.

Tedy je-li w € V libovolny (ale pevné zvoleny) vektor, potom plati
[wle =U-[wly,  [L(w)]le =V - [L(w)]y,

kde

U je matice prechodu od béaze u k bazi e ve vychozim prostoru V', tj. U € Mat,,«,,

V' je matice prechodu od baze v k bazi e v cilovém prostoru W, tj. V € Mat,, xm, -

Tedy je-li A € Mat,,y, matice linearniho zobrazeni L : V — W ve standardnich bézich e a e,
potom ma matice tohoto linearniho zobrazeni v bazich u a v tvar

B=B,,=V ' -A-U (€Matyx,),
protoze plati

L), =V [Lw)e=V A wle =V AU - [wl,

Odvodili jsme tedy nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 26. KaZdé linedrni zobrazeni L : V. — W md v bdzich u = (uq,...,u,) prostoru V a
v = (v1,...,0,) prostoru W maticovou reprezentaci

B=B,,=V ' AU, tji. [L(w)]y,=B-[w]l, YweV,

kde A = A. . je matice tohoto zobrazeni ve standardnich bazich e ae a U a 'V jsou prislusné matice
prechodu od bdziw a v k bdzim e a e.

Piiklad 111. V Piikladu 110(b) je matice pfechodu of baze v = (v, v9) k bazi e (v cilovém prostoru

W)
ot b= - (3 1), = ()= (4 &)

3 73
a tedy je podle Tvrzeni 26 matice uvazovaného linearniho zobrazeni v bazich e a v rovna

2 1 2 -1 1 1 0 0
B V—l, A = 3 3 . =

Pokud zvolime W = V a zobrazeni L = idy je identické zobrazeni na prostoru V, tj. L(u) = u
pro vSechny u € V, je zfejmé maticova reprezentace takového zobrazeni ve standardnich bazich e a
e jednotkova matice fadu n, tj.

A=A..,=1, nebot [L(w)],=Lw)=w=1I-[|w,.
Odsud a z Tvrzeni 26 potom plyne, ze matice identického zobrazeni v bazich u a v je
B=B,,=V ' 1. U=V U=T,

neboli je to matice prechodu od béze u k bazi v, viz vzorec (28) v odstavei 10.7.

[S1 ]

O

Dusledek 3. Necht u = (uq,...,u,) av = (v1,...,v,) jsou dvé bdaze vektorového prostoru V. Potom
matice prechodu T od bdze u k bazi v reprezentuje identické zobrazeni idy : V- — V v bazich u a v.

10.10. Linearni transformace vektorového prostoru. Pokud se cilovy vektorovy prostor sho-
duje s vyhozim prostorem, tj. pokud je W = V a tedy L : V — V, nazyvame linearni zobrazeni
L linearni transformaci vektorového prostoru V. V tomto pripadé ma tedy smysl zvolit v ,cilovém“
prostoru stejnou bazi jako ve ,vychozim“ prostoru, tj. matice takovéto transformace je vztazena
pouze na jedinou bazi u = (uy,...,u,) prostoru V.

Piiklad 112. Linedrni transformace rotace v R? o tihel ¢ v kladném sméru kolem pocatku je ve
standardni bazi e reprezentovana matici

A=A = (cgsgp —smap)’
€ sinp  cosp

viz také Priklad 109. 0J

V predchozim odstavci jsme vidéli, ze matice linedrniho zobrazeni zavisi na volbé bazi ve vychozim
a cilovém prostoru. A tedy i matice linearni transformace na prostoru V zavisi na volbé baze u.
Dostavame se tedy ke dvéma dilezitym otazkam:

e Jak vhodné zvolit bazi prostoru V', aby napr. byla matice linearni transfomace L co ,nejjed-
nodussi*?
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e Jaky je vztah mezi maticovymi reprezentacemi linearni transfomace L vzhledem k riznym
béazim prostoru V7

Piiklad 113. UvaZujme linearni transformaci L : R? — R? danou vztahem
. —2.1’1 — T [T
L(w) = ( 2y ) pro w = (@) .

(a) Urcete matici transformace L ve standardni bazi e = (ey, e3) prostoru R2.

0 2 € £

A:Agz(_2 ‘1), . [L@)e=Lw)=A-w=A-[u],.

(b) Urcete matici transformace L v bazi u = (uq, us), kde

o=l =)

1. 1eseni. Potfebujeme znat soutadnice obrazii bazovych vektort u; a us v bazi u. Tedy
vzhledem k bazi e plati

-2 -1 1 -3
== (35 () = (7))
-2 -1 1 —4
== (31 5) - (3) = (5)
Matice pfechodu od baze u k bazi ¢ je

UzquhmaszD7 @ tedy U4:<i f)

je matice prechodu od baze e k bazi u. A proto je

sl =v k= (4 7)) (3) = (5

sl =v el = (5 7)) () = ()

Proto mé hledana matice transformace L v bazi u tvar

B =B, = (Ll () = (5 ).

2. Tesent. Potfebujeme najit matici B = B,,, pro kterou plati
[L(w)]y = B - [w], YweR.
Za pouziti standardni baze e ale plati
L)y =U" [L)e=U"A-[wle =U"" AU - [w]y,

a tudiz ma hledané matice B tvar

B:U‘l.A.U:<_21 _11)'<_02 —21).G ;):<—58 ‘812).
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V obecném vektorovém prostoru V', ve kterém zafixujeme baze u = (uy,...,u,) a v = (v1,...,0,)
potom plati nasledujici véta.

Véta 14. Necht L : V — V je linedrni transformace na vektorovém prostoru V. Necht T je matice
prechodu od bdze v k bdzi u (tedy T' je matice prechodu od bdze u k bdzi v). Je-li A = A, matice
transformace L v bdzi u, potom je matice této transformace v bdzi v rovna

B=B,=T"' AT (29)

Diikaz. Z definice matice prechodu od béaze v k bazi u plati
Wy =T Wy,  [wy=T"[wl, YweV.
A protoze je

plati
L)), =T [L(w)], =T A [w]y =T AT+ [w], = B [wl,.

O

Vzhledem k Disledku 3 (o matici pfechodu a identickém zobrazeni na V') pak lze tvrzeni Véty 14
shrnout do nasledujiciho diagramu:

baze wu: V I Vv [w],, 1 [L(w)]y
idVTT idV‘/Tl idvTT idV\LTl
baze v: Vv L:BLB |4 [w]y L:BLB [L(w)]y

10.11. Podobnost matic. V pfedchozim odstavci jsme odvodili, ze matice A a B téze linearni
transformace v riznych bazich spliiuji vztah (29), tj. jsou ,svazény“ pomoci reguldrni matice 7.
Tento vztah je velmi diilezity a mé v teorii matic své jméno.

Definice 6. Dvé Ctvercové matice A, B fadu n se nazyvaji podobné, pokud pro néjakou regularni
matici T plati

B=T"1- AT
Pro vztah podobnosti mezi maticemi A a B se ¢asto pouziva symbol A ~ B. O]
Tedy plati nasledujici.
Disledek 4. Matice A a B tézZe linedrni transformace L : V. — V v ruzngch bdzich u = (uy, . .., uy,)

av=(vy,...,v,) jsou podobné. Vztah podobnosti B = T 'AT je zprostredkovdin matici T, kterd je
matict prechodu od bdze v k bdzi u.

Vsimnéte si, ze vztahy
B=T'AT a A=TBT'=(TrYH'Ar
jsou ekvivalentni, tj. A ~ B je ekvivalentni s B ~ A. Zejména je
A~ A, nebot A=I1-A.I
Dale, je-li A ~ B a soucasné B ~ (), tj.
B=T"'A4.T, C=S"'B-S§
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pro néjaké regularni matice 7" a S, potom je
C=S"1B-S=51 (Tt A-T)-S=(TS)™ A-(T9),

neboli A ~ (. Jedna se tedy o relaci ekvivalence na mnoziné Mat,,, a tato ekvivalence vytvari
tridy rozkladu navzajem podobnjch matic.

Podobné matice maji spoustu dilezitych vlastnosti, napf.

e maji stejny determinant (dokazte si to),

e maji stejnou stopu, pfi¢emz stopa (z angl. ,trace”) ¢tvercové matice A = (a;;) je ¢islo
tr A:=ay +as + -+ app,

tj. je to soucet prvki na hlavni diagonale,

e malji stejné vlastni hodnoty (viz pozdéji v Sekci 13).
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11. EUKLIDOVSKY PROSTOR

Do vektorového prostoru (R",+,-) nyni doplnime dal$i ,strukturu“, abychom dokazali odvodit
vice informaci napt. o vzajemné poloze vektord, podprostori, délce, vzdalenosti, thlech, atd. Budeme
zkoumat otazky typu

e Jak daleko lezi néjaky bod od podprostoru?
e Ktery bod v podprostoru je nejblize k néjakému zvolenému bodu (ktery lezi mimo tento

podprostor)?

11.1. Skalarni soucin v R". V odstavci 7.1 jsme definovali skaldrni soucin dvou vektori u,v € R"
jako ¢islo

UV =UL V] + -+ Uy Unp.
(To lze zapsat i pomoci maticového ndsobeni jako u” - v, pokud chapeme vektory v R" jako sloupcové
vektory.) Evidentné plati vztah symetrie u-v = v - u.

Vektorovy prostor R" s vyse uvedenym skaldrnim sou¢inem nazyvame Euklidovsky (vektorovy)
prostor.

Délka (téz norma) vektoru u € R™ je pak definovana jako

|ul] == Vu-u=1/u?+- -+ u2.

Uhel mezi dvéma nenulovymi vektory u,v € R je ¢islo ¢ € [0, 7] spliujici
. u-v

w-v=|ul||v]] cosp, tj. cosp= .

]l o]

To, ze viubec lze takto thel dvou vektori definovat (tj. Ze vyraz napravo je ¢islo z intervalu [—1, 1])
plyne z nasledujici Cauchyovy (téz Cauchy-Schwarzovy) nerovnosti.

Tvrzeni 27. Pro libovolné dva vektory u,v € R™ plati
Ju - o] < ull o], (30)

pricemz rovnost nastane pravé kdyz jsou vektory u a v linedrné zavislé (tj. jeden z nich je ndsobkem
toho druhého).

Diikaz. Definujme pomocny vektor
u-v

o2

wi=u— .
Potom w - v = 0, protoze

u~v( ) u-v
— VeU)=UV —
o2 Il

lvl* = 0.

wev=u-v
Odsud plyne

2 B w-v o\ U B U~
Ol =wrw = (=) = v (vw_;”_(“‘nvn”)'“

w
u-v
o2

||2 _ |u ) U|2

W=l = e

=U-Uu—
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Vynasobenim této nerovnosti ¢islem ||v||* dostaneme
0 < flull®flol* — u - vf?,

tj. plati uvedena nerovnost (30). Déle, rovnost v (30) nastane pravé kdyz w = 0, tj. pravé kdyz jsou
vektory u a v linedrné zavislé. 0

Poznamka 5. Pokud nastane v Cauchyové nerovnosti rovnost, tj. pokud |u-v| = ||ul| [[v|| (tj. vime,
ze jeden z vektort je nasobkem toho druhého vektoru), potom plati

w-v = [lul o] nebo w-v=—[lul ]

V prvnim pfipadé je tento nasobek kladné ¢islo, tj. cos¢ = 1 neboli ¢ = 0, ve druhém ptipadé je
tento nasobek zaporné ¢islo, tj. cosp = —1 neboli p = 7. 0

Pro kazdy nenulovy vektor u € R" definujeme jeho smérovy vektor w, jako jednotkovy vektor, tj.

|wy|| = 1, ktery ma stejny smér jako puvodni vektor u. Ziejmé je tedy
1
Wy = —— U.
]

Je-li w, smérovy vektor vektoru u a w, smérovy vektor vektoru v, potom pro tthel vektori v a v
ziejmeé plati vztah
u-v Wy + Wy

cos = = Wy, * Wy.

lult loll Tl

Rekneme, Ze vektory u a v jsou navzajem kolmé (té7 ortogonalni), pokud je jejich skaldrni soucin
roven nule, tj. pokud w-v = 0. PiSeme v L v. To zfejmé nastane pokud je jeden z téchto vektori
nulovy vektor 0 € R™ nebo pokud sviraji tyto vektory pravy thel, tj. cosp = 0.

Priklad 114.
(a) Nulovy vektor 0 € R" je kolmy na libovolny vektor u € R".

(b) Vektory (2,—1) a (1,2) jsou kolmé.
(c) Vektory standardni baze e = (e, ..., e,) jsou navzajem kolmé, tj. e; L e; pro i # j.

(d) Normélovy vektor N roviny p C R? je kolmy na tuto rovinu, tj. na vsechny vektory u leZici
v roviné p (viz obr.).

O
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11.2. Ortogonalni podprostory v R". Kolmost podprostorti prostoru R" definujeme stejné jako
kolmost jednotlivych vektori, jen musi byt ptislusny skaldrni soucin nulovy pro vsechny vektory z
danych podprostort. Tj. dva podprostory X a Y prostoru R™ jsou navzajem kolmé (téz ortogonalni),
pokud

ulov (tj.u-v=0) pro vSechny vektory u € X, v € Y.

Priklad 115.

(a) Je-li X = Span (e;) a Z = Span (e3) v R3, potom libovolny vektor u € X a libovolny vektor
w € Z maji tvar

(51 0
u= 0], w=1|0], atedy wu-w=0.
0 ws

Plati proto X 1 Z.
(b) Podobné, je-li Y = Span (es), pak plati X L Y aY L Z.

(c) Je-li U = Span (ey, e2) (= rovina zy), potom libovolny vektor u € U ma tvar

Uy
u=|uy|, atedy w-w=0 prowéeZ
0

Plati proto U L Z.

(d) Vsimnéte si, ze je-li V' = Span (eq, e3) (= rovina yz), tak potom podprostory U a V' kolmé
nejsou. Napi. pro vektory

1 0
u=\|1|eU, v=11]€V plati w-v=0+14+0=1, tj.u fo.
0 1

O

Priklad 116. Necht A je matice typu m xn. V odstavci 10.4 jsme definovali jadro Ker A C R"™ matice
A jako mnozinu feseni x € R™ linedrniho homogenniho systému Az = 0, fadkovy prostor R(A) C R™
matice A jako mnozinu linearnich kombinaci fadka matice A a sloupcovy prostor Im A C R™ matice
A jako mnozinu linearnich kombinaci sloupcti matice A.

Pro x € Ker A je tedy

v X1
. T

tj. vektory = € Ker A splnuji
x L vSechny radky matice A, tj.
x L vSechny linearni kombinace fadki matice A, tj. = L R(A),
x L vSechny sloupce matice AT, tj.

x L vSechny linearni kombinace sloupcti matice AT, tj. z L Im A”.
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Ukézali jsme tedy dilezity fakt, ze
KerA 1L R(A) a KerA 1l ImAT (31)

11.3. Ortogonalni doplnék v R". Je-li Y podprostor Euklidovského prostoru R", potom se mno-
Zina
Yyt .= {u € R", u L v pro vsechny vektory v € Y}

nazyva ortogonalni kompement podprostoru Y (v prostoru R").

Y+ je tedy mnozina vsech vektori, které jsou kolmé na vSechny vektory v podprostoru Y.

Piiklad 117. Se stejnym znacenim jako v Piikladu 115 mame v prostoru R? nasledujici.

(a) Pro V = Span (e, €3) je
V= {x € R x L v pro vsechny vektory v € V}
= {x € R? x-(0,vy,v3) =0 pro viechny koeficienty vy, v3 € ]R}
= {x €R® z = (1,0,0), 71 € ]R} = Span (¢1) = X.
Je tedy V4 = X.

(b) Podobné plati
X+ = Span (ey,e3) =V, Z+ = Span (ey, e5) = U.

(c) Vsimnéte si, ze ackoliv X | Z, neni podprostor Z ortogonalni doplnék prostoru X (a naopak).

(d) Trividlni podprostory {0} a R" tvoii navzdjem ortogonélni dopliiky, tj.
{0} =Rr",  (R")"={0}
Tyto vztahy zfejmé interpretujeme tak, ze nulovy vektor je kolmy ke vSem vektorim a ze

jediny vektor, ktery je kolmy ke vsem vektortim, je pravé nulovy vektor.
O

Evidentné pro libovolny podprostor Y plati, ze Y L Y. Oviem pokud Y L Z, neplyne z toho
nutng, e Z = Y1, jak uvadime vyse v Ptikladu 117(c). MnoZina Y+ mtize ziéjmé byt ,vétsi“, nez
je mnozina Z. V tomto piipadé ale vidy plati inkluze Z C Y+,

Tvrzeni 28. Necht X a 'Y jsou podprostory Euklidovského prostoru R™.
(i) Je-li X LY, potom je X NY = {0}.

(i) Y+ (a samoziejmé i X1 ) je také podprostor prostoru R™.

Diikaz. (i) Je-liu € X NY, potom je u L u, tj. ||ul|* =u-u = 0. To je mozné jenom tehdy, pokud je
u = 0.

(ii) Musime ukézat, ze plati vlastnosti uzavéru pro operace + (s¢itani vektorii) a - (ndsobeni
vektoru ¢islem), tj. vlastnosti Ul a U2 v odstavci 10.1.
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Ul. Necht u,v € Y*+. Potom u-w = 0 a v-w = 0 pro viechny vektory w € Y. A tedy pro w € Y
plati

(u+v)-w=(uw-w)+@w-w)=0+0=0, tj. utveY™

U2. Necht u € Y, tj. u - w = 0 pro vSechny vektory w € Y. Potom pro libovolné ¢islo a € R je
(guw )w=a.(u-w)=a.0=0, tj. a-ucY™

nasobeni
vektoru

Cislem
Je tedy mnozina Y+ vektorovy podprostor prostoru R”. (]

Je ziejmé, Ze se vektory z podprostoru Y a z podprostoru Y+ navzajem ,dopliuji“ v tom smyslu,
7e dohromady vycerpaji cely prostor R".

Tvrzeni 29. Je-li Y podprostor Euklidovského prostoru R™, potom
dimY 4+ dimY* =n.

Zejména, pokud dimY =k a u = (uq,...,uy) je baze podprostoru Y a v = (vq,...,0,_x) je baze
podprostoru Y, potom je

(w,2) = (u1,. .., uk, 01, -, Vo)

baze celého prostoru R™.

Z Tvrzeni 29 vyplyva, ze kazdy vektor w € R" lze jednoznac¢né zapsat jako linedrni kombinaci

W=0a1Uy + -+ QU+ QU1+ A U = Y + 2,
-

=yeY =2eYt
kde y € Y a z € Y*. Tato dekompozice vektoru w je jednozna¢nd, protoze ui,..., U, U1, ..., Up_k

tvori bézi prostoru R" (soufadnice vzhledem k této bazi jsou uréeny jednoznacéné).

Toto je motivaci pro pojem piimého souctu podprostorti. Protoze tato definice nepouziva pojem
kolmosti ani skalarniho souc¢inu, miizeme ji proto uvést pro libovolny vektorovy prostor .

Definice 7. Necht U a V' jsou podprostory vektorového prostoru W. Jestlize 1ze kazdy vektor w € W
jednoznacné vyjadrit jako soucet w = u + v, kde v € U a v € V, potom fikdme, ze prostor W je
primy soucet podprostora U a V. Piseme pak

W=UaoV.

Podobné se definuje pfimy soucet tii a vice podprostorii vektorového prostoru W. O
Nasledujici tvrzeni je tedy primym dtsledkem Tvrzeni 29.

Tvrzeni 30. Je-li Y podprostor Euklidovského prostoru R™, potom je R™ primy soucet podprostori
Y aY?t, t.
R'=Y oYt
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Priklad 118. Se stejnym znacenim jako v Piikladech 115 a 117 je
V+ = Span (ey, e3)" = Span (e;) = X, tj.
RE=VeaVi=VeX R=XaX'=XaV

OJ
Tvrzeni 31. Je-li Y podprostor Euklidovského prostoru R™, potom je
(Y=Y,
tj. podprostory Y a Y tvori navzdjem ortogondlni dopliiky.
Dikaz. Dtuikaz neni logicky slozity, ale ponékud zdlouhavy, a proto jej vynechame. O
Priklad 119. Se stejnym znacenim jako v Priikladech 115, 117 a 118 je
V1t =Span{ey,e3)T =Span(e)) =X, a X+t=(VHt=V
O

11.4. Fundamentalni podprostory matice. Necht A je matice typu m x n. V odstavci 10.4 jsme
definovali tzv. fundamentalni podprostory matice A, neboli jsou to

e jadro Ker A C R" matice A, coz je mnozina feseni x € R” linedarniho homogenniho systému
Ar =0,

e fadkovy prostor R(A) C R"™ matice A, coz je mnozina vSech linedrnich kombinaci Fadku
matice A, a

e sloupcovy prostor Im A C R™ matice A, coz je mnozina vSech linearnich kombinaci sloupct
matice A.

K nim se jesté pfifazuji fundamentéalni prostory matice A”, neboli

e jadro Ker AT C R™ matice AT, coz je mnozina feSeni y € R™ linedrniho homogenniho systému
Aty =0,

e tadkovy prostor R(AT) C R™ matice AT, coZ je mnoZina vSech lineadrnich kombinaci radkii
matice AT, neboli je to mnoZina vsech linearnich kombinaci sloupcti matice A, tj. R(AT) =
ImA, a

e sloupcovy prostor Im A7 C R™ matice AT, coz je mnozina vsech linedrnich kombinaci sloupcti
matice AT, neboli je to mnozina viech linedrnich kombinaci fadki matice A, tj. Im AT = R(A).

V Piikladu 116 jsme navic ukazali, ze
Ker A | R(A) =Im A", neboli také Ker AT | R(AT) = Im A.

A protoze jsou vektory v mnoziné Ker A pravé ty vektory, které jsou kolmé ke vSem vektorum v
mnoziné R(A), plati nasledujici.

Tvrzeni 32. Pro kaZdou matici A typu m X n plati
Ker A = R(A)* = (Im A")*, Ker AT = R(AT)+ = (Im A)*. (32)
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Vlastnosti fundamentalnich prostorui matice A uvedené ve Tvrzeni 32 budou diilezité pro metodu
nejmensich ¢tverct, viz odstavec 12.3.

Jednoduchym diisledkem Tvrzeni 30 a 31 je pak nésledujici.

Dusledek 5. Pro kazdou matici A typu m x n tvori fundamentdlni prostory Ker A a R(A) = Im AT
navzdjem ortogondlni doplriky a taktéz prostory Ker AT a R(AT) =Im A tvori navzdjem ortogondlni
doplriky. Tj. kromé vztahi uvedenych v (32) plati

(Ker A)*t = R(A) = Im A”, (Ker AT)* = R(AT) = Im A. (33)
Zegmena plati prime soucty
R" = Ker A @ (Ker A)* = Ker A @ Im A",
R™ = Ker A" @ (Ker AT)* = Ker A" @ Im A.

Priklad 120. Stejné jako v Prikladu 92, necht je ddna matice

1 2 -3 4
A=1(2 1 2 2
3 3 -1 6

Urcete baze a dimenze fundamentélnich prostorti Ker A, Im A, Ker AT a Im A”.

Reseni. Matice A je typu 3 x 4, tj. m = 3 an = 4. V P¥ikladu 92 jsme odvodili

1 2 -3 4 1 2 -3 4
A=|(21 2 2] ~---~[0 -3 8 —6
3 3 -1 6 0 0 0 0
Tedy, viz také Priklad 92, mnozina feSeni systému Ax = 0 je
-7 0
_ 8 —2 4
KerA—Span< 3 | 0 >§R,
0 1

prvni dva fadky matice A jsou linedrné nezéavislé (bereme nyni vSechny vektory jako sloupcové), tj.
1
> CRY,

1 2
Im A = R(A") = Span < 2], 1 > C R
3 3

-3
4

DN~ DN

Im A" = R(A) = Span <

a prvni dva sloupce matice A jsou linearné nezavislé, tj.

Vsimnéte si, ze bazové vektory pro Ker A a Im A7 jsou na sebe kolmé. Odsud také vidime, ze
dimKerA =2, dimImA? =2, dimImA = 2.
Dale si vS§imnéte, Ze v souladu s Vétou 3 v odstavci 8.12 je

h(A) = dimIm A" = dimIm A = 2.
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Upravou matice AT na schodovity tvar uréime bézi posledniho fundamentalniho prostoru:

1 2 3 123
r |2 1 3 o Jo11
A =132 1 000
4 2 6 000

Tedy mnozina feSeni systému ATy = 0 je

-1
Ker AT = Span < —1 > C R3,
1

prvni dva fadky matice AT jsou linearné nezéavislé (bereme nyni viechny vektory jako sloupcové), tj.

1 2
ImA:R(AT):Span< 2], |1 >gR3,

3 3
a prvni dva sloupce matice AT jsou linedrné nezavislé, tj.
1 2
Im A" = R(A) = Span < YE ; > C R,
4 2

pficemz posledni dva (pro Im A a Im A”) uvddime jen pro kontrolu. Opét si vSimnéte, Ze bazové
vektory pro Ker AT a Im A jsou na sebe kolmé. Také vidime, Ze v souladu s predchozim je

dimKer AT =1, dimImA =2, dimImAT =2.

Nakonec si vS§imneéte, ze podle Disledku 5 je

-7 0 2
R4:KerA@ImAT:Span< 8 —2 > & Span< ! >
31710 -3 |2 ’
0 1 4 2
-1 1 2
R3:KerATeBImA:Span< -1 > e Span< 21,11 >
1 3 3

Konec 8. pfrednasky (16.11.2009)
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12. OBECNE VEKTOROVE PROSTORY SE SKALARNIM SOUCINEM

Hlavni myslenka obecnych vektorovych prostorti se skalarnim soucinem je zobecnit skalarni soucin
z prostoru R” tak, aby bylo mozno pfirozenym zptisobem pracovat s prislusnymi vlastnostmi (délka,
kolmost, thel, pfimé souc¢ty podprostort, atd.) v ,libovolnych“ vektorovych prostorech.

12.1. Definice a piiklady. Bud (V,+,-) vektorovy prostor. Zobrazeni (-,-) : V x V' — R nazyvame
skalarni soucin (téz vnit¥ni sou¢in z angl. ,inner product“) na prostoru V', pokud ma nasledujici
vlastnosti:

(i) je tzv. pozitivné definitni, tj.

(u,u) >0, piicemz (u,u)=0 < u=0,

(ii) je symetrické, tj.

<u> 'U> = <U> u>,

(iii) je linearni v prvni slozce, tj.

(a-u+b-v,w)y=a.(u,w)+b.(v,w).

Skalarni soucin na V' tedy pfifazuje dvéma vektorim u,v € V (objektim z prostoru V') redlné
¢islo (u,v). Vlastnost symetrie implikuje linearitu také ve druhé slozce, tj.

(u,a-v+b-w)y=(a-v+b-wu)=a.(v,u)+b.{w,u)=a.{u,v)y+0b.(uw).

Jak uvidime nize v Ptikladu 121, na nékterych vektorovych prostorech lze definovat vice (i neko-
necné mnoho) ruznych skaldrnich soucini (-, ), zatimco na jinych prostorech skalarni soucin viibec
definovat nelze. Vektorovy prostor V', na kterém je definovan (néjaky) skalarni soucin pak jednoduse
nazyvame vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Priklad 121.
(a) V prostoru R" muzeme zvolit

(u,v) :=u-v= Z w; v; (obvykly skalarni sou¢in),
i=1

pripadné pro pevné zvolena kladna ¢isla wy, . .., w, mizeme vzit
n
(u,v) = E w; U; V; (skalarni soucin s vahou w = (wy, ..., w,)).
=1

(b) V prostoru Mat,,x, muzeme zvolit

<A, B> = Z Z Qi bzg

i=1 j=1
Tj. vyndsobime prvky na stejnych pozicich a vysledné souciny secteme. (Ovéite si, Ze se
skuteéné jedna o skalarni soucin, tj. jsou spliieny vySe uvedené vlastnosti (i)—(iii).) VSimnéte
si, ze skalarni souc¢in méa ve své definici pozadavek na linedrni kombinace matic a tedy ho lze
definovat pouze pro matice stejného typu.
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(c) viz pozdéji v MB102 — v prostoru C'la, b] spojitych funkci na intervalu [a, b] mizeme zvolit

(rg) /f

ptipadné pro pevné zvolenou kladnou spojitou funkei w(z) na [a, b] mizeme vzit

b
(f,g) = / w(z) f(x) g(z) dz, (skalarni soucin s vahou w(x)).
(d) Zvolme n+1 rtznych bodt xg, 1, ..., x, € R. Potom v prostoru P, polynomu stupné nejvyse

n muzeme zvolit .
= ZP(%‘) q\xr
i=0

(Ovétte si, ze se skutecné jedné o skalarni soucin.) Pfipadné pro pevné zvolena kladna ¢isla
Wo, W1, . . . , W, Mizeme vzit

= Z w; p(x;) q(x;) (skalarni soucin s vahou w = (wg, wy, ..., w,)).

(e) Na vektorovém prostoru F vsech funkci f : R — R skaldrni soucin definovat nelze. (Dokonce
zde nelze definovat ani normu, tj. prostor F neni ani normovany prostor, viz dale.)

O

Kazdy skalarni soucin (-,-) definuje pfirozenym zptsobem normu (téz délku) kazdého vektoru
u € V nasledovné:
[ll := v/ Cu, ).

Priiklad 122.
(a) V prostoru R" s obvyklym skaldrnim souc¢inem je

||U||=v<u,u>:\,u-u: ZE’%—F—}—ZL’%, kdeu:(atl,...,xn).

Tuto normu budeme nazyvat Euklidovskd norma prostoru R" a znacit s indexem 2, tj.

lully == /ot + -+ a7

(b) Tzv. Frobeniova norma v prostoru Mat,,«, je definovana jako

IAF = V(A4 =33 d2

i=1 j=1

Cislo ||A||F je tedy soucet kvadratt vsech prvkii matice A. Napi.
‘ (1 3 1)
2 21 »

(c) viz MB102 — tzv. L*-norma v prostoru C|[a, b] je definovéna jako

[l == VAf. f) = f2

—VI+9+1+4+4+1=120=2V5
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Podobné jako v prostoru R™ i v libovolném vektorovém prostoru se skalarnim soucinem plati
Cauchyova nerovnost (viz Tvrzeni 27 v odstavci 11.1).

Tvrzeni 33. Je-li V wvektorovy prostor se skaldarnim soucinem, potom pro libovolné dva vektory
u,v € V plati

[(u, 0)| < Jlul[ o], (34)
pricemz rovnost nastane pravé kdyz jsou vektory u a v linedrné zavislé (tj. jeden z nich je ndsobkem

toho druhého).

Diikaz. Dtkaz je identicky s ditkazem pro prostor R”, viz Tvrzeni 27, a proto jej vynechame. OJ

Na zakladé Cauchyovy nerovnosti lze definovat thel (téz odchylka) mezi dvéma vektory u a v jako
¢islo ¢ € [0, 7] spliujici
(u, v)

[l vl

cos p =

Dva vektory u,v € V nazyvame kolmé (téz ortogonalni), pokud je (u,v) = 0. V souladu se zvyklosti
v R™ pak piseme u L v.

Tvrzeni 34 (Pythagorova véta). Je-li V' vektorovy prostor se skaldrnim soucinem, potom pro libo-
volné dva vektory u,v € V, u L v, plati

lu+vll* = [lull® + o]

Diikaz. Dtikaz je v podstaté trivialni,

Ju+v]]? = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) +(v,v) = [Ju]|* + [|v]]?,
=0 =0

(viz obr.). O

Priklad 123. viz MB102 — v prostoru C|—m, 7] jsou funkce 1 (konstantni funkce f(z) =1) a sinx
navzajem ortogonalni, protoze plati

<1,sina7>:/ l.sinxder=0, tj. 1_Lsinx.

—Tr

1= VT =/ [ 1do=vor
| sinx| = +/(sinx,sinz) = 1// sin? o dr = /T,
|| cos x|| = /{cosx,cosz) = 1// cos? x dw = /7.

Déle je napft.
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Tedy pokud vezmeme véhovou funkci w(z) = X na [—, ], potom je

| sin x| = \/(sin z, sin ) \// ~ sin*xdr =1,
1
|| cos x| = /{cosx,cosx) = / — cos?xdr =1,
s
-7

™1
(sinz,cosz) = / — (sinx) (cosz) dx = 0.
AT

Jsou tedy vektory (= funkce) sinx a cosz navzijem ortogonalni jednotkové vektory vzhledem k
tomuto (vazenému) skaldrnimu soucinu v prostoru C[—m, 7. (Toto dava zaklad pro Fourierovu ana-
Iyzu.) O

12.2. Normované vektorové prostory. V predchozim odstavci jsme vidéli, Ze norma vektoru
je prirozenym zptsobem dana skalarnim souc¢inem. Na daném vektorovém prostoru ovSsem mohou
existovat i dalsi ,normy“, které napt nemuseji pochazet z néjakého skalarniho soucinu. Pfipadné
takova ,norma“ miize byt korektné definovana na vektorovém prostoru, na kterém skalarni soucin
definovat nelze.

Bud (V, +, ) vektorovy prostor. Zobrazeni || - || : V' — R nazyvame norma (téz délka), pokud ma
nasledujici vlastnosti:

(i) je tzv. pozitivné definitni, tj.

|lul| >0, pficemz |jul|=0 < u=0,

(ii) je pozitivné homogenni, tj.

la-ull = la] . flul,

(iii) spliuje trojihelnikovou nerovnost, tj.

lu+ o] < flufl + o]

Norma na prostoru V' tedy pfifazuje kazdému vektoru u € V (objektim z prostoru V') realné
¢islo ||ul|. Ovéfte si, Ze norma definovana pomoci skalarniho soucinu splituje vyse uvedené vlastnosti
normy.

Jak uvidime nize v Ptikladu 124, na nékterych vektorovych prostorech lze definovat vice (i neko-
ne¢né mnoho) rtznych norem || - ||, zatimco na jinych prostorech normu viibec definovat nelze. Vekto-
rovy prostor V', na kterém je definovana (néjaka) norma pak nazyvame normovany vektorovy prostor.

Priklad 124. V Piikladu 122 jsme vidéli nékteré normy, které jsou na daném vektorovém pro-
storu indukovany skalarnim souc¢inem. Obecnéji, nasledujici priklady jsou také normy na pfislusnych
prostorech (ale tyto normy uz nejsou indukovany skalarnim soucinem).
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(a) V prostoru R” muzeme definovat napf. nasledujici normy: pro v = (z1,...,z,) € R"
n
|ully := Z || tzv. 1-norma,
i=1
||tt]| oo := max |z tzv. stejnomérnd norma,
1<i<n
1
n P
|ul, = (Z |:L',-|p> tzv. p—norma (pro p > 1).
i=1
Norma || - |2 uvedena v Piikladu 122(a) je specidlnim pfipadem p—normy pro p = 2. Jako
jedind je odvozena ze skaldrniho sou¢inu. Norma || - ||; je zfejmé také p-norma pro p = 1. V
prostorech s normou || - ||, s p # 2 ale napf. neplati Pythagorova véta.

(b) V prostoru Mat,,y, muzeme definovat napf. nasledujici normy: pro A = (a;;) € Mat,,,,

m n
|All1 = Z Z |a;] tzv. 1-norma,

i=1 j=1

|Alloo := max |a;] tzv. stejnomérnd norma.
1<i,j<n

(c) viz MB102 — v prostoru Cfa, b] mizeme definovat napt. nasledujici normy: pro f € Cla, b

b
= [ 1@l v, 2ononma,

1 flloo := ma | f(z)] tzv. stejnomérnd (téz L°°—) norma,
z€la,

b »
I fllp = (/ |f(x)P dx) tzv. LP—norma (pro p > 1).

Norma || - ||z2 uvedend v Pfikladu 122(c) je specidlnim pfipadem LP-normy pro p = 2. Jako
jedind je odvozena ze skaldrniho soudinu. Norma || - |11 je zfejmé také LP-norma pro p = 1.

O

Néasledujici diagram ukazuje vztah mezi jednotlivymi typy vektorovych prostorii:

) normované
vektorové prostory vektorové prostor 4
se skalarnim soucinem, b v vektorove
- napft. prost?ry,
napr.
. @] 1) o (R [|-[lp), p#2
’ o (Mat,,xn, || - o F
° (Matmxm || ) HF) ° (C[EL, b], || XHL!)7 H;)?é 2 o C(R)
° (Cla, 0L, [ - |I22)
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Norma méfi vzdalenost mezi vektory, tj. ¢islo ||u — v|| je vzdalenost mezi vektory u a v v normo-
vaném vektorovém prostoru V. To pak motivuje nasledujici otazky:

e Je-li dan podprostor W vektorového prostoru V' a vektor u € V ale u ¢ W. Jaka je pak
vzdalenost vektoru u od podprostoru W? Jak najit (pokud vibec existuje) vektor w € W,
ktery je k vektoru u nejblize (ve smyslu zvolené normy)?

12.3. Problém nejmensich ¢tvercu. Zakladni otdzku tohoto odstavce lze formulovat takto:

e Jak muzeme aproximovat dand data (v roviné€) pomoci néjaké funkce (linearni, kvadratické,
atd.), ktera tato data aproximuje nejlépe? (= méa nejmensi chybu), viz obr.

Zejména, pokud mame systém linearnich rovnic Ax = b, ktery nema feSeni, tak se ma smysl ptat
na existenci (a algoritmus nalezeni) vektoru x s vlastnosti, ze hodnota Az je k vektoru b nejblize.
Pfesnéji, pro matici A typu m x n a vektor b € R™ polozme

r(z):=Ax —b tzv. rezidualni vektor,

a vezméme v prostoru R” normu || - || := || - ||2 (tedy normu pochazejici ze skalarniho soucinu, pro
jednoduchost budeme index o vynechavat). Potom vyraz

Ir(@)ll = 1|b— Az[|  piipadné [|Ir(z)|* = [|b — Az[|* = (b — Az, b — Ax)
méti vzdalenost mezi vektory Az a b (a pfitom je ||r(z)|| = 0 < systém Az = b ma FeSeni).

Vektor # € R™, ktery minimalizuje vyraz ||r(z)|| (nebo |r(x)||*) nazgvame Feeni systému Az = b
nalezené metodou nejmensich ¢tvercti (protoze se minimalizuji kvadraty odchylek).

Vektor p := AZ € Im A je pravé ten vektor v prostoru Im A, ktery je nejblize k vektoru b (viz
obr.). UkdZeme nyni, Ze takovy nejblizsi vektor skutecné existuje a odvodime, jak jej nalézt.

Véta 15. Necht W je podprostor v R™. Potom pro kazdy vektor b € R™ existuje jeding vektor p € W,
ktery je nejblize k vektoru b, tj.

b —pll < ||b—vyl| pro vSechny vektory y € W, y # p.
Navic, vektor p € W je nejblizsi k vektoru b € R™ & b—p e W,
Diikaz. Protoze plati pfimy soucet R™ = W @ W+, miizeme vektor b rozlozit jedinym zptisobem na

soucet b = p + z, pricemz p € W a z € W+. Potom se ukéze, ze vektor p je k vektoru b nejblize.
Vsimnéte si, ze pokud je jiz b € W, potom je dekompozice vektoru b tvaru b=5b6+0,tj. p=5b. 0O

Vektor p ve Vété 15 se nazyva projekce vektoru b na podprostor .

Pro metodu nejmensich ¢tverctt pak vezmeme W := Im A a tedy p je v tomto piipadé projekce
vektoru b pravych stran na prostor Im A, tj. na obraz matice A.
Je-li T feseni problému nejmensich ¢tverct pro systém Ax = b, potom je podle Véty 15
r(@)=b— Ai =b—pe (ImA)".

No a protoze podle Tvrzeni 32 v odstavci 11.4 je (Im A)* = Ker AT je # feseni problému nejmensich
¢tvercii < (%) € Ker AT, ;.

ATr(z) =0, tj. AT(b—AZ)=0,

neboli

Z je feSeni tzv. normalniho systému ‘ATAi = ATbh|
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Priklad 125. Urcete feseni problému nejmensich ¢tverctu

Ty + T = 1,
rT — 2:13'2 = 2,
3r; + 19 = —1,
2213'1 — i) = 2.
Resend. Pro tento systém je
1 1 1
1 -2 2
A=13 1|0 b=
2 -1 2
a zfejmé systém Az = b nema FeSeni (tj. je nekonzistentni).
Pfislusny normélni systém je AT Az = ATb,
1 1 1
1 1 3 2 _ 1 -2 () 1 1 3 2 . 2
1 -2 1 -1 3 1 ) \1 -2 1 -1 —-11’
2 -1 2

15 0\ (x) _ (4

0 7 xe)  \—6)"

tedy hledané feseni problému nejmensich ctverct je
4

xlzﬁa

~|

Normalni systém mtize mit obecné vice nez jedno feSeni (a potom jiz mé tento systém nekonecné
mnoho feseni, viz kapitola 6). To nastane, pokud je matice AT A singuldrni. Pokud jsou ale napt.
vektory Z a ¢ dvé rizna feseni tohoto norméalniho systému, potom je

p= At = Ay,

protoze podle Véty 15 je vektor p urcen jednoznacné.

Véta 16. Necht A je m x n matice s hodnosti h(A) = n (tj. hodnost je pocet proménnyjch). Potom
ma metoda nejmensich ctverci prdavé jedno Tesent

&= (ATA) L ATD,
Vektor p € Im A, ktery je nejblize k vektoru praviych stran b, pak je

p=A(ATA)LATD.
Diikaz. Je-li h(A) = n, potom je matice AT A ¢tvercova matice fadu n a je regularni. Tedy existuje
k ni inverzni matice (AT A)~!, pomoci niZ vypoéitdme z norméalniho systému jediné feseni 7. 0

Ctvercova matice P := A(ATA)"tAT ¥adu m z Véty 16 je projekce prostoru R™ na podprostor
Im A. Obecné, ¢tvercova matice P je projekce, pokud spliuje

P*=PpP tj P-P=P

(Oveite si, ze matice A(ATA)7LAT tuto podminku spliiuje.) Projekce vlastné funguje tak, ze dany
vektor u zobrazi na vektor Pu, ktery se jiz pii dalsim zobrazovani v projekci P neméni.
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Projekce jsou obvykle singularni matice, jediné regularni projekce je jednotkova matice I (viz také
demonstrativni cvi¢eni).

Piiklad 126. Matice A v Piikladu 125 je typu 4 x 2 a pfitom je h(A) = 2. M4& tedy dany problém
nejmensich ¢tverci jediné reseni. 0

Piiklad 127. Ukolem fyzikalniho pokusu je zméfit tuhost pruziny (pruzinovou konstantu). Zavazi
o hmotnosti (postupné)
m=2,3,5,8,10 kg
prodlouzilo danou pruzinu o (postupné)
0 =6,8,14,22,26 cm.

(Méfeni ziejmé obsahuji drobné odchylky.) Podle Hookova zakona je prodlouzeni pruziny piimo
umeérné sile, kterd toto prodlouzeni zpiisobuje, tj.

k.l=m.g,

kde g = 10 m/s? je (zaokrouhlend) gravitacni konstanta a k je hledana pruzinova konstanta (a /
musime prevést na metry). Je tedy

006k = 20,
0.08k = 30,
0.14k = 50,
022k = 80,
0.26 k = 100.
Reseni tohoto systému metodou nejmensich ¢étverctt pak dava
0.06 20
0.08 30
(0.06 0.08 0.14 0.22 0.26) 1014 | k= (0.06 0.08 0.14 0.22 0.26) -1 50 |,
0.22 80
0.26 100
0.1456 k = 54.2.
Je tedy k ~ 372.25 N/m. O

Metoda nejmensich ¢tvercti se také pouziva pro nalezeni interpolacniho polynomu. Mame-li namé-
fena data

cas HtO‘tl“tn
hodnota || To [Ty | ... [ Tn

pak hleddme (napf. linearni, kvadraticky, atd.) polynom, ktery nejlépe — ve smyslu metody nejmensich
¢tvercll — tato data aproximuje.

Linearni aproximace — hleddme hodnoty k,q € R tak, ze data [to, Ty], ..., [tn, T)] lezi co nejblize
piimce y = kx + q. Tato metoda se také nazyva lineadrni regrese. Musi byt tedy ,splnén®“ systém

ktO + q = T07
ktl + q = T17

ktn + q = Tm
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neboli
to 1 To
tl 1 <]{;) T1
Do q) |
t, 1 T,

Reseni (k, q), tj. pfimka y = kz + ¢, nalezené metodou nejmensich ¢tvercii se nazyva regresni primka.

Priklad 128. Méfenim vysky ditéte se zjistilo, ze ve véku ¢ mésict dité méfilo y cm,

tmesica || 0] 1]3]6]9 12
yem | 50|53 57656872

Urcete regresni primku udavajici zavislost vysky ditéte na véku, kterd aproximuje tato data.

Reseni. Matice A a vektor b maji tvar

0 1 50

1 1 53

3 1 o7

A= 6 1]’ b= 65

9 1 68

12 1 72

Tedy normalni systém AT Az = ATb je
0 1 50
1 1 53
01 3 6 9 12 31.]€_0136912_57
1 1111 1 6 1 g) \1 1 111 1 65 |’

9 1 68
12 1 72

271 31\ (k) _ (2090

31 6 q) \ 365 )"
Protoze je |AT A] = 665 (vypocitejte si to!), je pomoci inverzni matice k matici AT A (spocitané pres
matici adjungovanou)

kN 1 (6 =31\ (2090 1 1225\ (1.84
q/) 665 \—31 271 365 ) 665 \34125) T \51.32/)"
Tedy hledand regresni piimka ma rovnici
y =184t 4 51.32.

Kvadratickd aproximace — hledame hodnoty a,b,c € R tak, ze data [ty, Tyl ..., [tn, Ts] leZi co
nejblize ke kvadratickému polynomu y = az? + bx + ¢ (oznadeni ,b“ je zde ndhodné, neplefte si ho s
oznacenim vektoru pravych stran b v normalnim systému). Musi byt tedy ,splnén“ systém

CLt% + bto + ¢ = To,
at? + bty + ¢ = Ty,

at? + bt, + ¢ = T,
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neboli
t§ to 1 TO
L I
: c
2 t, 1 T,

Priklad 129. Pfi méfeni volného padu télesa byla v ¢ase t sekund naméfena vyska y metra,

tsekund | 0 | 1]3]4
ym [ 100]95 5520

Metodou nejmensich ¢tvercti urcete kvadratickou aproximaci téchto dat.

Reseni. Matice A a vektor b maji tvar

0 01 100
1 11 95
A= 9 3 1|’ b= 55
16 4 1 20
Tedy norméalni systém AT Az = ATD je
01 9 16 (1) (1) } a 01 9 16 19050
013 4 bl=(01 3 4 ,
111 1 0 31 c 111 1 7
16 4 1 20
338 92 26 a 910
92 26 8 |-(b] =340
26 8 4 c 270

Nyni napi. Gauss—Jordanovou elimina¢ni metodou dostaneme jediné feSeni

(a,b,¢) = (=5,0,100), tj. y(t) =100 — 52,

Vsimnéte si, ze nalezena funkce vyhovuje ,namérenym® datim zcela presné. (]

12.4. Ortogonalni podmnoziny a podprostory. Ve vektorovych prostorech se skalarnim soudi-
nem se zajimame o ty baze, jejichz prvky jsou vzajemné ortogonalni vektory.

Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (-, -). Mnozina vektort {uy,...,ux} C V se
nazyva ortogonalni mnozina vektorti, pokud w; L u; pro vSechny indexy 7 # j.

Priklad 130.

(a) Mnozina vektoru {ey,...,e,} v prostoru R™ (s obvyklym skaldrnim souc¢inem) tvoii ortogo-
nalni mnozinu vektort, protoze

(€i,€ej) =e;-e; =0, pro vsechny i # j.
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(b) Vektory

1 -1 -1
Uy = 1 s Uy = 1 s Uz = —1
1 0 2

tvori ortogonalni mnozinu vektort, protoze

<U1,U2> =up - ug =0, <U17U3> =up - ug =0, <U2,U3> = uy - uz = 0.

(c) V prostoru Matays tvori ,vektory“ (= matice)

11 -1 1 -1 -1 00
(o) o= (G a) oG ) 2=
ortogonalni mnozinu. viz Priklad 121 v odstavci 12.1, kde jsme uvedli definici ptislusného

skalarniho soucinu.

(d) viz také Piiklad 123 v prostoru C|[—m, 7).

Tvrzeni 35. Necht'V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (-,-). Potom jsou nenulové vektory
v libovolné ortogondlni mnoZiné prostoru V' linedrné nezavislé.
Diikaz. Je-li {uy,...,ur} C V ortogonalni mnozina vektord, potom z rovnosti
a1u1+---+akuk:()

plyne (skaldrnim vynasobenim s vektorem u;)

ar (Ui, uz) + -+ aj (uj,ug) 4o+ ag {ug, ug) = (0,uy),

—— —— N——
=0 = a1 =0 =0

tj. dostaneme rovnost
aj flu;|> =0, tj. a;=0.

Protoze byl index j € {1,..., k} libovolny, plyne odsud linedrni nezavislost vektort us, ..., ug. O

Ortogonalni mnozina vektortu {uq,...,ux} C V se nazyva ortonormalni mnozina, pokud maji
vSechny vektory wu; velikost 1, tj. ||u;]| = 1, neboli pokud

(Uijuﬂ = 5z'j>

kde 0;; je Kroneckerova delta funkce, viz odstavec 8.4.

Ztejme plati jednoduché tvrzeni, ze z kazdé ortogondlni mnoziny lze vytvorit mnozinu ortonor-
maélni, protoze staci kazdy vektor ,znormalizovat®, tj. misto mnoziny {us, ..., u;} C V vzit mnozinu

{r e g
—— Uy, ey, Uk (-
[ | k]|
Priklad 131.

(a) Mnozina vektori {ey, ..., e,} v prostoru R" (s obvyklym skaldrnim sou¢inem) tvoii ortonor-
malni mnozinu vektort.
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(b) Matice

10 01 0 0 0 0
Ell = (O 0) ) ElZ = (O O) ) E21 = (1 O) ) E22 = (0 1)

tvori ortonormalni bazi vektorového prostoru Matyyo s obvyklym skaldrnim soucinem z Pri-
kladu 121(b). Viz také Priklad 95(c).

(c) V Prikladu 130(b) je

Jud]]? = (ur,wa) =3, JJual® = (uo,us) =2, ||usl|* = (us, uz) =6,

a proto jsou vektory

1 _ 1 _ 1
1 v3 1 V2 1 v6
vV i=—=uUr=| &, Uyi=-—F7U = -= |, v3i=—7us=| "5
1 \/g 1 f 2 \/§ 2 \65 3 \/6 3 l\/é
V3 V6
ortonormalni.

(d) V Prikladu 130(c) je

IAlI* = (A, A) =3, |B|*=(B,B)=2, |IC|*=(C,C)=6, |D|*=(D,D)=1,

a proto jsou ,vektory“ (= matice)

ortonormalni.

Piiklad 132. Fourierova analyza. Ve vektorovém prostoru C[—L, L] uvazujme skalarni souéin
1ot o . 1
(f,g9):= 7 f(z).g(x)dz tj. vahova funkce je w(x) = I
-L

Potom mnozina funkci
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tvori ortonormélni mnozinu, nebot plati vztahy

1 nmwx 1 [F nmwx
— —) == ——dr =0
<\/§’COS 7 ) L/_LCOS 7 dr=0,
1 nmwx 1 [t nmwT
—,sin—) = — in — dr =0,
<\/§,sm 17 ) L/_Lsm 7 dr=
( nrTr . mﬂx> 1 / L nTr . Mmnw J 0
cos —,sin ——) = — cos — sin xr =
L’ L L J_; L L ’
(si nrr . mﬂx> 1 [t onme | mmcd 5
sin —, sin ——) = — sin —— sin T = Omn,
L’ L L J_; L L
1 L
<cos$,cosmzx>zz /_Lcosn—zxc 08— dx—émn,
1 IR
— —dr=1
|51 = fﬁ 7 ja=n,
1 L
H Ccos mmH cos ,cos ?> =7 /_L cos? nzx dr =1,
nmwx nmwx nmwx 1 [F nmwx
sin — (sin —,sin —) = — / sin®? ——dx = 1.
|sin—=|* = (sin — )= )
O
Baze vektorového prostoru V, ktera tvori ortonormalni mnozinu, se nazyva ortonormalni béze.
Tvrzeni 36. Je-liu = (uy,...,u,) ortonormdlni baze vektorového prostoru V', potom jsou soutadnice

libovolného vektoru w € V v bdzi u ddny pomoci skalarniho soucinu vektoru w s bdzovymi vektory
U, t].
ay
wly=1| |, kde a={(ww), Yi=1...,n

Qn

Dikaz. Je-li
W=a1Uy+ -+ a;u; + -+ ap Up,
potom po skalarnim vynasobeni s vektorem u; dostaneme
2
(w,uz) = a1 (w,uy) +-+a; (uj,u) + -+ an (un,wy) = a5 ||lul]” = a;.
N—— —— ——

=0 2 =0 -1

Priklad 133. Urdete soutfadnice vektoru

g
I
— N

vzhledem k ortonormalni bazi v = (vy, va, v3) z P¥ikladu 131(c).
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Reseni. Podle Tvrzeni 36 plati pro souradnice vektoru w vzhledem k bazi v, ze

<'lU, Ul> ?
[wly = | (w,v2) | = | 75
(w, vs) —
6
Ovérte si, ze skutecné plati vztah
6 1 3
wW=—=-v1+ - Vg - V3.

Disledek 6. Skaldrni soucin dvou libovolnych vektori v,w € V, kde dim V' = n, je roven skaldrnimu
soucinu vektori jejich souradnic vzhledem k néjaké ortonormalni bdzi uw prostoru V', tj.

(v, W)y = ([v]y, [W]w)rn-

Dikaz. Je-li

ai
v=a1u o ajup o apuy,  tiovlu=1 |,

Qnp,

b1
w:b1U1+"'+bjUj+"'+bnuna tj-[w]y: ’

bn

potom po skaldrnim vynasobeni vektorti v a w dostaneme

(whyy =D aiby (wiu) = > a;b; 6 = Z@z’ b; = [v], - [w]

i=1 j=1 i=1 j=1

([0]u, [w]

>R7l .

e
1S

Dusledek 7 (Parsevalova rovnost). Norma libovolného vektoru w € V', kde dimV = n, je rovna
normé vektoru jeho souradnic vzhledem k néjake ortonormalni bazi uw prostoru V', tj.

|w]|| = H [w]EHT
pricemz norma || - ||2 na pravé strané je Euklidovskd norma v prostoru R™.
Priklad 134. V prostoru Matyyo je (Frobeniova) norma matice

()

IAlr = V(A A =Va2 + 2 + 2 + &2 =

rovia

= [ [z I,

2
kde E = (Ei1, Ers, Eo1, Eg) je standardni (ortonormaélni) baze prostoru Matyy.s. Viz také Pii-
klad 131(b) a Piiklad 122(b). O

QL O o
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Konec 9. pF¥ednasky (23.11.2009)‘

12.5. Ortogonalni matice. Ctvercova matice ) fadu n je ortogonalni matice, pokud jeji sloupce
tvori ortonorméalni mnozinu vektord v R"™; tj. pokud plati

QQ=1, t. Q'=q"

Ze vztahu QTQ = I plyne, Ze kazd4 ortogonalni matice je reguldrni a Ze determinant kazdé
ortogonalni matice je bud 1 nebo —1, nebot

1=111=Q"Q|=Q"|.1Ql = Q.

Priklad 135. Nejjednodussim prikladem ortogonélni matice je jednotkova matice I. Déle uvadim
nasledujici.

(a) Matice rotace v R? o tihel ¢ v kladném sméru

0= <cos<p —sinap)

siny  cosp

je ortogonalni matice a tedy plati

Ol = ( cos singp) .

—singp cosp

(b) Tzv. permutacéni matice, napf.

(1 0)

jsou ptiklady ortogonalnich matic. Permutac¢ni matice vzniknou z jednotkové matice I tak,
ze se prehazou jeji fadky (nebo sloupce). Tedy kazda permutacéni matice ma v kazdém radku
i sloupci pravé jednu jednicku, jinak samé nuly.

SO =
o O
O = O
O = OO
SO = O
= o o O
OO O

00 1
01 0],
100

(c) Matice

I S . O

V3 V2 V6

_ |+ i _ 1

R O

sV %

je ortogondlni, protoZe jeji sloupce tvofi ortonormalni bazi prostoru R?, viz P¥iklad 131(c).
O
Tvrzeni 37. Je-li (Q ortogonalni matice radu n, potom plati

(Qr,Qy) = (x,y) pro viechny vektory x,y € R", (35)

Qx| = ||x|]|l2  pro vSechny vektory x € R". (36)
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Diikaz. Diikaz je témér stejny (¢i odsud plyne) jako dikaz Dusledku 6. Oznacme sloupce matice )
jako vektory uy, ..., up,, tj.

Qz(ul un),

pfi¢emz tyto vektory tvofi ortonormalni bazi prostoru R"™ (ozna¢me tuto bazi jako u). Potom pro
kazdy vektor

T T
Tn T

neboli vektor x je vektor souradnic vektoru QQx vzhledem k bazi u, tj.
[Qz], = =.
Podobné pro vektor y € R™ je [Qyl], = vy, a tedy podle Dusledku 6 s V' =R" je

(Qz, Qy) = ([Qz]u, [Qylu) = (7, ).

Druhé c¢ast tvrzeni plyne z prvni ¢asti volbou y = x. 0

Priklad 136. Samozfejmé vime, 7e pii rotaci v R? (nebo obecné v R") se neméni délka (= norma)
vektoru. To je v souladu se vzorcem (36), ktery ovSem plati pro libovolnou ortogonalni matici @
(tedy i pro ortogonalni matice odpovidajici rotaci). O

Nésledujici tvrzeni je jednoduchym dtsledkem predchozich tvah, které aplikujeme na metodu
nejmensich ctverctl.

Véta 17. Necht je dana matice A typu mxn a vektor b € R™. Tvori-li sloupce matice A ortonormdlni
mnoZinu v prostoru R™, potom je vektor & = ATb vesenim problému nejmensich c¢tverci pro systém

Az =b.

Diikaz. Vsimnéte si, ze pokud tvoii sloupce matice A ortonormalni mnozinu v prostoru R™, potom
je nutné pocet téchto vektori nejvyse n, tj. n < m. A protoze jsou ortonormalni vektory linearné
nezavislé, je hodnost matice A v tomto ptipadé pravé n, tj. h(A) = n. Pro matici A pak plati

ATA =1 fadu n,
a tedy z Véty 16 o Teseni problému nejmensich ¢tverci dostavame

&= (ATA)ATH = A",

Vsimnéte si, ze z Véty 16 dale plyne, ze vektor p € Im A, ktery je nejblize k vektoru pravych stran
b, je
p=A(ATA)TATH = AATD.
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Priklad 137. Vyfteste problém nejmensich ¢tvercti Ax = b, kde

1
7 (1) 1
0 —= 2
A= 0 f y b= —1
V2
1 2
V2

Reseni. Mame m = 4 a n = 2. Protoze sloupce matice A tvoii ortonormalni mnozinu v prostoru R*,
h(A) = 2, je hledané Teseni tvaru

1
L 0 o L 3
p-an- (7 01 F)| 4] - (%)
V2 V2 5 V2

Vektor p € Im A, ktery je nejblize k vektoru pravych stran b, je potom

L 0
V2 1
0o L L 0 0o <+ 9
i Il Y G B
1? V2 oV2
2
1 1 3
CUUR (Y (D L
_oggo 2_?__1
R N S B B B
1001 2 : 3

Pritom vzdélenost vektoru b od prostoru Im A je pak

3 1 9 9 1 [20
v(b,Im A) = |[b—pll2 = ’s :\/Z+Z+Z+Z: T=Vs

1
2 2

12.6. Projekce vektoru na podprostor. Necht V' je (obecny) vektorovy prostor se skaldrnim
souCinem a W jeho (vlastni) podprostor. Ptiklad 137 motivuje problém nalezeni vektoru p € W,
ktery je nejblize k pfedem danému vektoru v € V (zfejmé mé smysl uvazovat pouze situaci, kdy
v & W, protoze v opa¢ném ptipadé je p = v € W), viz také Véta 15 pro prostor R™.

Véta 18. Necht W je podprostor vektorového prostoru V' a mecht je ddn vektor v € V. Je-li u =
(uy,...,ux) ortonormdlni baze podprostoru W, potom ma vektor p € W, ktery je nejblize k vektoru
v, tvar
p=ay-uy+---+ag-u, kde a;=v,u, i=1,... k.

Plati tedy, Ze

451 <U> U1>

plu=1|:]= :
ag <U7 uk>
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Diikaz. Protoze je V. =W @ W+, miiZzeme vektor v napsat jedinym zptisobem jako soucet
v=p+w, kdepeW, we W
ProtozZe jsou bazové vektory u; € W, je u; L w, tj. (u;,w) Vi=1,... k.

Na druhou stranu, vektor p € W miizeme vyjadrit jako linearni kombinaci bazovych vektort
Ugy - U, b

P=apuy + -+ ag g,

odkud jiz plyne vztah

<U7 Uz> = (p, Uz) + <w>ui> =m <U1, Uz> + - tag (Uk, Uz>
——

Vektor p € W ve Vété 18 se nazyva projekce vektoru v na podprostor W. Protoze je vektor p line-
arni kombinaci bazovych (tj. linedrné nezavislych) vektort, je tento vektor vzdy urcen jednoznacéné.

Poznamka 6. Z dikazu Véty 18 plyne, Ze pokud by baze podprostoru W nebyla ortonormaélni, ale
»jen* ortogondlni (tj. bazové vektory jsou navzajem kolmé, ale nemuseji mit velikost rovnu jedné),
potom pro koeficienty a; ve vyjadreni projekce p plati

o (v, u;) _ (v, uy)
b () il

Tedy projekce p vektoru v na podprostor W je pak tvaru

_ (v,uq) e (v, ug)
P (ur,ug) o - (g, up)

Definice 8. Cislo v(v, W) := ||v — p|| nazgvdme vzdalenost vektoru v od podprostoru W. Odchylka
vektoru v od podprostoru W (viz obr.) je definovana jako thel, ktery svird vektor v se svou projekci
p na podprostor W, tj. je to thel € [0, 5], pro ktery je

0

Pokud je vektor v kolmy na podprostor W, tj. pokud v € W+, potom je jeho projekce na podprostor
W nulovy vektor, tj. p = 0. A protoze je ||0|| = 0, pro odchylku takového vektoru v od podprostoru

W pak plati cos p = 0, tj. ¢ = 7 (samoziejme!).
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Priklad 138. V Prikladu 137 jsme vidéli, ze vektor

p= je projekce vektoru b= 1

2

DO DD [0 [0 | Lo

na podprostor W = Im A. Tuto projekci mtuzeme také vypocitat pomoci Véty 18 nasledovné:

Oznacme sloupce matice A jako u; a us, tj.

1
vz !
O —_—
Uy = 0 ; Uy = f
1 V2
7z 0
Potom je Im A = Span (uj,uz) a u := (u1,uz) je ortonormélni baze tohoto podprostoru. Podle

Véty 18 je pak projekce p vektoru b na Im A tvaru

1
.

V2

p = (b,ur) - us + (b,ua) - uy =

S
Gro otk
S

Il
D | QD |0 [0 | G2

Déle jsme vidéli, ze vzdalenost vektoru b od podprostoru Im A je
o(b,Im A) = b= p|| = V5.
Odchylka vektoru b od podprostoru Im A je pak thel ¢, pro ktery plati

lplla V5 1 V2

A S y —

ol vio vz 2’

cos p =

N

O

Piiklad 139. Urcete projekci funkce e v prostoru V' = [0, 1] na podprostor W = P; linearnich
polynomu (pro detailni vypocty viz MB102).

Reseni. Nejprve musime najit néjakou ortonormalni bazi podprostoru Py, napt. je to dvojice linear-
nich polynomu

w(@) =1, uslz) = V12 <a7 _ %)

1
fuallie = [ 120 = vI=1
0
1 1 2
lual e = /12<x—§)dx:ﬁ:1,
0

(ul,m):/()ll.\/E(x—%)dx:O.

nebot plati

Podle Véty 18 ma potom projekce funkce e na podprostor P; tvar

—x

p(z) = a1 ui(z) + agug(z), kde a; = (e ", uy), as= (e " ug).
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Jelikoz plati

1
-1

a1:<e_r,u1>:/ e lde = :

0 €

. L 1 12
ag = (e ux) = [ e . VI12(x—=)der=—(e—3),
0 2 2e

je hledand projekce p(x) tvaru

p(ﬁ):alul(l')—kaqu(x):6;1.1+\é—i_2(e—3),\/ﬁ(x_1)

12(e — 3) 17 — 5e

= T+ ~ —1.244 2 + 1.254.
e e
Tedy tato funkce p(x) je nejblizsi linearni funkce k funkei e™* ve smyslu normy || - || 2.
Vsimnéte si, Ze vzdalenost (v normé || - ||z2) funkce e od podprostoru Py, tj. od své nejblizsi

linearni funkce, je

2(e—3 17 — 5¢\?
U(e_xj'Pl) = He—m _ HL2 \// . ) xr — . ) dl‘

= —————~\/0033~0181
e

Uvédomte si, ze at zvolime ortonormalni bazi v podprostoru P; jakkoliv, projekce p(x) funkce e=®

na podprostor P; bude vzdy stejné, protoze je vidy urcena jednoznacneé. 0

12.7. Gram—Schmidtuv ortogonalizaéni proces. V minulém odstavci (a zejména pak v Pfi-
kladu 139) jsme vidéli, ze pro nalezeni projekce daného vektoru v na podprostor W potiebujeme
znat ortonormalni bazi podprostoru W. V tomto odstavci si ukdzeme, jak z libovolné baze pod-
prostoru W zkonstruovat bazi ortogonalni (a poté bazi ortonormalni). Tento proces se nazyva
Gram—Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces.

Pro popis tohoto ,jortogonalizacniho procesu® neni zfejmé potieba se omezovat na baze a podpro-
stor W, ale mtizeme uvazovat libovolnou mnozinu linedrné nezavislych vektort v prostoru V.

Necht jsou tedy dény linedrné nezavislé vektory uyq, ..., u, € V. V prvni fazi najdeme ortogonélni
mnozinu vektord vy, ..., v, takovou, ze
Span (vq, ..., v,) = Span (ug, ..., Uy),
tj. ortogonalni vektory vy, ..., v, generuji stejny podprostor jako ptivodni vektory uq, ..., u,.

1. krok Polozme [v; := uq], tj. prvni vektor se neméni.

2. krok Najdéme projekci p; vektoru us na podprostor W := Span (vy). Podle Poznamky 6 (kde
v i=ug) je
Ug, U
P11 = (i, 1)
<U17U1>

V1.

Potom vektor

<u2> 'U1> .
<’U17 'U1>
spliiuje podminky vy L v; a Span (vq, v2) = Span (us, us), viz obr.

‘U2 ::u2—p1‘:u2—
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3. krok Najdéme projekci ps vektoru ug na podprostor W := Span (v, v5). Podle Poznamky 6 (kde

v = ug) je
Uz, v ug, v
p2:< 3 1>.U1+< 3 2>_U2.
<U17U1> <U27U2>
Potom vektor
<U3,Ul> ) <U3>U2> )

‘03 ::ug—pg‘:ug—

1
<U1, Ul) <U2> U2>
spliiuje podminky v3 L vy, v3 L ve a Span (v, ve, v3) = Span (us, ug, us), viz obr.

(k +1). krok Pokud jiz mame zkonstruovany ortogonalni vektory vy, ..., v takové, ze
Span (vq, ..., v;) = Span (uq, ..., ug),
pak najdéme projekci pp vektoru wyy; na podprostor W := Span (vq,...,v;). Podle Po-
zndmky 6 (kde v := ugiq) je
(U1, v1) . (Up1, Vk)

’014—""'—7"(%.
<’U1>'U1>

Pk =
(Vg Vk)

Potom je vektor

<Uk+17111> Uy — e — <Uk+1,Uk> U
<U17U1>

kolmy na vSechny predchozi vektory vy, ..., v, a spliiuje podminku

Vg4+1 = Uk+1 — Pk ‘ = Uk+1 —

Span <Ula s >'Uk+1> = Span <u17 s >uk+1>‘
0J

Nyni jsme z linedarné nezavislych vektori uy, ..., u, zkonstruovali ortogonalni vektory vy, ..., v,,
které generuji stejny podprostor. Nakonec, pokud potfebujeme ortonormalni mnozinu vektort, staci
kazdy z vektoru vy, ...,v, ,znormalizovat®, tj. misto vektord vy, ..., v, vezmene vektory

1 1
Wy = —— V1, ..., Wy, =
o] [[on

“Up.

P¥iklad 140. Urcete ortonorméalni bazi podprostoru W = Span (uy, us, uz) C R*, pticemz

1 —1 4
1 4 —2
M T e BT 2
1 -1 0
Reseni. 1.krok. Polozime
1
. 1
V1 ‘= U = 1
1

2.krok. Ur¢ime projekci p; vektoru us na podprostor Span (vq), tj.

1

6

pl = <U27U1> .’Ul _= —
<U17U1>

1
4 |1
1

B[O | Lo [ Lo | Lo
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a poté polozime

3 5

RNOEE

Vg := Uy — P1 = 4 — 3 = g
1 % 25

a 2 T2

3.krok. Ur¢ime projekci py vektoru us na podprostor Span (vy, vs), tj.

< | < > 1 —53 1 1 2
Us, U1 Us, Vg 4 1 —10 5 1 -1 0
b2 = <'U1,U1> vt <'U2,’U2> .U2_Z. 1 +2—5 % o 1 * —1 o 01’
1 =5 1 1 2

a poté polozime

4 2 2

—2 0 —2

Vg 1= Uz — P2 = 9 - 0 - )
0 2 —2

Nakonec vektory vy, vy, v3 znormalizujeme. Protoze je

v1]] = /(v v1) =2, Jval| = /(va,v2) =5, us|| = /(vs, v3) =4,

hledana ortonormalni baze podprostoru W je

1 _1 1
2 2
1 ! 1 1 1 2
wy=5-v=|1], w=c-v=|1|, wy=—--v3=|[ ;°
2 5 ! 4 !
i ! !
2 2 2
O
Priklad 141. Urcete projekci vektoru
—1
2
R
4

na podprostor W z Piikladu 140, vzdalenost vektoru v od podprostoru W a odchylku vektoru v od
podprostoru W.

Reseni. Protoze jsme v Piikladu 140 jiz urcili ortonormalni bazi podprostoru W, je projekce p
vektoru v na podprostor W tvaru

1 _1 1 1
i 1 ! ?
p=(v,wr) - wr+ (V,wa) - wy+ (Vwg) - wg=4- [T +1- | 7 | +(=2)-| 2| =[]}
i A ! g
2 2 2 2
Vzdalenost vektoru v od podprostoru W je pak
-1 é %
3
oy =lo—slo= || 2 |- |3]] =|l| 7| =5 =3
g 3
4 2 2 2 2
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Odchylka vektoru v od podprostoru W je pak thel ¢, pro ktery plati

[p]l2 _ V21 _ VT
ol /30 V10

cos p = ~0.837, tj. ¢~ 0.58~0.1847 ~ g (hruby odhad).
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13. VLASTNI HODNOTY A VLASTNI VEKTORY

Je-li A ¢tvercova matice fadu n, pak uvazujme linearni zobrazeni L, : R" — R", které je dano
matici A (viz napf. odstavec 10.9). V tomto linedrnim zobrazeni nas zajimaji ,sméry“, které toto
zobrazeni ,preferuje“ (zachovava), tj. zajima nas, které vektory u € R"™ se zobrazi na sviij nasobek.
Cislo vyjadiujici tento nasobek pak mtizeme chapat jako ,pfirozenou frekvenci® zobrazeni L, a
ptislusny vektor (nebo vektory) jako ,pfirozené sméry* zobrazeni L 4.

13.1. Definice a priklady. V celé této sekci budeme uvazovat pouze Ctvercové matice fadu n.
Navic, i kdyz budeme nuceni obcas pracovat s komplexnimi ¢isly, prvky matice A budou vzdy realné.

Definice 9. Vlastni hodnota (téz vlastni ¢islo) matice A je ¢islo A € C, pro které existuje (alespon
jeden) nenulovy vektor u € C™ s vlastnosti

A-u=\-u. (38)
Vektor u se pak nazyva vlastni vektor matice A prislusejici vlastni hodnoté A.
Mnozina v8ech vlastnich vektort piislusejicich téze vlastni hodnoté A (spolecné s nulovym vekto-

rem) se nazyva vlastni prostor piislusejici vlastni hodnoté A a znacime ji Eigen(\) (z angl. ,eigen-
space®). O

Priklad 142.

(a) Uvazujme matici A a vektory u a v, kde

-3 2 1 2
=30 -0 -0
Potom plati

(3 Q) () o () -co
() (8) -+ ()2

Jsou tedy \; = —1 a Ay = 2 vlastni hodnoty matice A a jejich pfislusné vlastni vektory jsou
pravé vektory u (pro Ay = —1) a v (pro Ay = 2).

(b) Uvazujme matici A a vektory u a v, kde

A -1 1 B 1 B 1
“\-10 =3/ “T\-143i) "T\-1-3i)
Potom plati

Aru= (—_110 —13) | <—11+3¢) = nggi) = (=2+30) <—11+3z') = (=243 -,

A= (—_110 —13) | (—11—3z) = C?lgj) = (=2-30)- (—11—:%) =(=2=3) v

Jsou tedy A\y = —2 + 3¢ a A\y = —2 — 3¢ vlastni hodnoty matice A a jejich prislusné vlastni
vektory jsou pravé vektory u (pro Ay = —2+ 3i) a v (pro A\ = —2 — 3i).

O
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Nulovy vektor u = 0 vzdy vyhovuje rovnici A -u = X - u, a proto je v Definici 9 pozadavek na
existenci nenulového vlastniho vektoru.

Je-li u vlastni vektor matice A prislusejici vlastni hodnoté A\, potom je také libovolny jeho (nenu-
lovy) nasobek vlastni vektor prislusejici téze vlastni hodnoté, protoze

A(au) =a(Au) =a(Au) = A (au).

Podobné, jsou-li u,v vlastni vektory matice A prislusejici vlastni hodnoté A\, potom je také jejich
soucet vlastni vektor prislusejici téze vlastni hodnoté, protoze

A(u+v) = (Au) + (Av) = (Au) + (Av) = A (u +v).

Vlastni vektory prislusejici téze vlastni hodnoté tedy tvori (spolecné s nulovym vektorem) podprostor
vektorového prostoru R". To také zdivodnuje terminologii ,,vlastni prostor®.

Priklad 143.
(a) Pro matici A v Piikladu 142(a) je

Eigen(—1) — Span (1) — Span <G) >
Eigen(2) — Span (1) — Span < (g) >

(b) Pro matici A v Piikladu 142(b) je

. : 1
Eigen(—2 + 3¢) = Span (u) = Span <(_1 N 31.) >,

Eigen(—2 — 37) = Span (v) — Span < (_1 b 3@.) >
0

V Piikladu 142(b) vidime, Ze i kdyZ mé matice A pouze realné prvky, vlastni hodnoty (a vlastni
vektory) mohou byt komplexni. AvSak vlastni vektory piislusejici realnym vlastnim hodnotam jsou
vzdy realné.

Tvrzeni 38. Je-li \ redlnd vlastni hodnota matice A, potom jsou vsechny prislusné vlastni vektory
taktéz redalne.

Diikaz. Protoze je A € R, ma matice A — X I taktéz pouze realné prvky. Tedy ma homogenni systém
(A—AI)-u =0 realna feseni, tj. vlastni vektory u jsou realné. O

Ze vztahu (38) plyne, ze vlastni vektory jsou nenulové feseni homogenniho systému
(A=Al)-u=A-u—X-u=0, tedyje  Eigen(\)=Ker(A—\I).
Z Tvrzeni 10 v odstavci 8.10 pak plyne, Ze matice
A — A I musi byt singularni,
tj. podle Tvrzeni 7 v odstavci 9.2

aip — A a12 e A1p
921 99 — AL A9y,

A=NI|=| o =0 (39)

an1 A2 cen G — A
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Matici A—\ I dostaneme tedy tak, ze v matici A ode¢teme od kazdého diagonalniho prvku proménnou
A (¢i ¢islo A, pokud ho jiz jako vlastni hodnotu znéme).

Priklad 144.
(a) Pro matici A v Piikladu 142(a) je

—3 2\ (A 0\| [-3-x 2
=[5 9)-0 015

=(-3-N){4-XN)—-(-10)=X-2-2=A+1)(A—2).

(b) Pro matici A v Prikladu 142(b

b i( 13) (o )\ b

= (-1 —A) — (=10) = A + 4\ + 13.
O

V predchozich piikladech je vidét, ze vyraz |A — A I| je polynom v proménné . Pro matici fadu
n ma tento polynom stupen pravé n. Vyraz

p\) = [A—A1|
se proto nazyva charakteristicky polynom matice A a rovnice
p(A) =[A=AI[=0

se nazyva charakteristickd rovnice matice A. A protoze ma kazdy polynom stupné n pravé n korent
(pocitano véetné nasobnosti), plati tedy nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 39. Viastni hodnoty matice A jsou prdave koreny charakteristického polynomu.
Priklad 145. Urcete vlastni hodnoty a vlastni vektory matice
2 3
A= (O 2) |

2—X 3
0 2-A
a proto je A\; = 2 (nasobnosti 2) jedind vlastni hodnota této matice.

Resent.

A= \I| = = (2 -\,

Vlastni prostor pro \; = 2:

(A—)\ll\o):(A—2I\0):<8 ’ I 8)

Volbou volné proménné z; = ¢ dostaneme Feseni (¢,0) = ¢-(1,0), tj. vlastni vektor a prislusny vlastni

prostor jsou
1 . 1
Uy = (O) , Eigen(2) = Span <<O> >
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Definice 10. Algebraicka nasobnost vlastni hodnoty A je definovana jako nasobnost ¢isla A jakozto
kofene charakteristického polynomu. Geometrickd nasobnost vlastni hodnoty A je definovana jako
dimenze ptislusného vlastniho prostoru Eigen(\).

Lze ukazat, ze geometrickd nasobnost je vzdy nejvyse rovna algebraické nasobnosti, protoze pocet
linearné nezavislych vlastnich vektort ptislusejicich téze vlastni hodnoté A nemtize prevysit nasobnost
¢isla A jakozto korene charakteristického polynomu. Napt. v Piikladu 145 je geometrickd nasobnost
vlastni hodnoty A\ = 2 rovna dim Eigen(2) = 1, zatimco algebraickd nasobnost této vlastni hodnoty
je 2. (V dalsim uvidime, Ze tyto dvé nasobnosti jsou stejné pravé kdyz je matice A tzv. ,diagonali-
zovatelna“.)

Poznamka 7. Ma-li vlastni hodnota \ (algebraickou) nasobnost 1 (tj. jedna se o jednoduchy kofen
charakteristického polynomu), potom k ni piislusi (alespon jeden) vlastni vektor u # 0. Je tedy
geometrickd nasobnost této vlastni hodnoty alespon 1. Ale protoze, jak jsme vyse uvedli, nemize byt
geometrickd nasobnost vétsi nez algebraickd nasobnost, plyne odsud, Ze v tomto pfipadé jsou tyto
dvé nésobnosti stejné (obé jsou rovny 1). O

Postup pro nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektorti matice A je tedy nasledujici:

1. Najdeme koteny charakteristického polynomu, tj. vyresime charakteristickou rovnici
p(A) =|A—-XI|=0.

2. Pro kazdou vlastni hodnotu A najdeme (béazi prostotu) feseni homogenniho systému
(A=XI)-u=0.

7 definice vlastni hodnoty musi tento systém mit netrivialni feSeni.

Priklad 146. Urcete vlastni hodnoty a vlastni vektory matice

2 -3 1
A=11 -2 1
1 -3 2
Resend.
2-\ -3 1
A-=XI|=| 1 —2-X 1 |=---=-X(A=-1)% (Ovéftesi to!)
1 -3 2-)

a proto jsou A\; = 0 (nasobnosti 1) a Ay = 1 (nésobnosti 2) vlastni hodnoty této matice.

Vlastni prostor pro \; = 0:

2 -3 1] 0 10 -11]0
(A=X\T10)=(A10)=|1 -2 1 | Of~---~|0 1 =1 | O
1 -3 2| 0 00 0 |0
Volbou volné proménné z3 = t dostaneme FeSeni (¢,t,t) =t - (1,1,1), tj. vlastni vektor a pfislusny
vlastni prostor jsou
1 1
up= |1/, Eigen(0) = Span < 1 >
1 1
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Vlastni prostor pro Ay = 1:

1 -3 1] 0 1 -31 0
(A—XI|0)=A-TI]0)=[1 =3 1 ] 0ofl~[0 0 0] 0
1 -3 1] 0 00 010
Volbou volnych proménnych z3 = t, x9 = s dostaneme feseni (3s —t,s,t) =t-(—1,0,1)+s-(3,1,0),

tj. vlastni vektory a prislusny vlastni prostor jsou

-1 3 -1 3
up=10 1, us=1\|1], Eigen(1) = Span < 01, (1 >
1 0 1 0

Priklad 147.

(a) Jednotkova matice I fadu n ma pouze jedinou vlastni hodnotu A = 1 nésobnosti n, protoze
jeji charakteristicky polynom je

1—A 0 0 0
0 1—A 0 0
= XI|=| : : =0
0 0 1—A 0
0 0 0 1—A

Prislusny vlastni prostor je feSenim homogenniho systému

(I =1.110)=(0]0),

neboli kazdy (nenulovy) vektor je vlastni vektor. (Samoziejmé, protoze pro kazdy vektor u

plati [ -u=1-u.)

(b) Nulova matice 0 fd4du n ma pouze jedinou vlastni hodnotu A = 0 nasobnosti n, protoze jeji

charakteristicky polynom je

0—\I| =

—A
0
0
0

0
-2

0

0

t.

Eigen(1) = R",

0

0

: . (_1)n)‘n-
-2 0

0 —A

Ptislusny vlastni prostor je feSenim homogenniho systému

(0-0.1]0)=(0]0),

neboli kazdy (nenulovy) vektor je vlastni vektor. (Samoziejmé, protoZze pro kazdy vektor u

plati 0 -u=_0 -u.)

matice ¢islo

t.

Eigen(0) = R",
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13.2. Struktura charakteristického polynomu. Protoze je p(\) := |A — A I| polynom stupné n,
je tvaru
PA) =y A"+ A" el A g

Priklad 148. Pro matice fadu n = 2 je

AZ(Z Z) =] de'

tj.co=1,¢,=—(a+d), co =ad— bc. O

=(a—A)(d—X\) —bc=X—(a+d)\+ad— be,

Odtud vidime, ze absolutni ¢len tohoto polynomu, tj. koeficient ¢y, je
co=p(0) = |4~ 0.1] = |A]. (40)

Déle, koeficient ¢, u nejvyssi mocniny dostaneme tak, Ze ve vyrazu (39) vyndsobime vSechny
koeficienty u proménné \, protoze soucin diagonalnich prvki matice A — A I je zcela urcité jeden ze
s¢itancti v rozvoji determinantu |A — A [], tj.

¢, = (—1)".

Déle, kazdy polynom stupné n lze jednoznac¢né napsat jako soucin kofenovych ¢initelli, pficemz
jednotlivé kofenové ¢initele odpovidaji kofenim polynomu p()), tj. vlastnim hodnotdm matice A.
Tzn. Jsou-li Ay, ..., A\, vlastni hodnoty matice A (a kazda vlastni hodnota se zde vyskytuje tolikrat,
jaka je jeji algebraicka nasobnost — tedy celkem je n kofent pro polynom p(\) stupné n), potom je

POV = (=1)" (A= A) (A= Aa) .. (A= An). (41)

Tedy opétovnou volbou A = 0 dostaneme

Porovnanim se vzorcem (40) jsme tedy odvodili nésledujici dulezity fakt.

Tvrzeni 40. Determinant matice A je roven soucinu vSech jejich vlastnich hodnot. Tedy jsou-li
Ay .oy Ay vlastni hodnoty matice A (a kaZdd vlastni hodnota se zde vyskytuje tolikrdt, jakd je jeji
algebraickd ndsobnost), potom je

Priklad 149.
(a) V Prikladu 142(a) je

Il

I
[\
Il

V Piikladu 142(b) je

|A|:)\1)\2:(—2+3i).(—2—3i):4+9:13:'__110 _13‘

(b) V Prikladu 146 je

2 -3 1
Al =M dde=0.1.1=0=[1 -2 1.
1 -3 2
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(c) V Prikladu 147 je
I=M\=1"=1,  [0]=\ =0"=0.

Konec 10. pfednasky (30.11.2009) |

V Priikladu 148 jsme vidéli, ze pro matici fadu n = 2 je koeficient ¢; = —(a+d) = — tr A. Podobné
pravidlo lze odvodit i obecné, neboli koeficient ¢,,_; u mocniny A"~ ! v charakteristickém polynomu
ma tvar

Cn_1 = (—1)n_1 tr A= (—1)n_1 (a11 + aog + -+ a,m). (42)

Na druhou stranu, tento koeficient muzeme urcit ze soucinti ve vyjadieni (41). Zejména musi
koeficient ¢,_; u mocniny A"~ ! obsahovat

(—=1)"(=A1) ...ve viech zavorkich kromé& té prvni nasobime A (to dava mocninu A"~ 1),
(—=1)"(=Az) ...ve viech zavorkach kromé té druhé nasobime A (to dava mocninu \" '),
(=1)"(=A3) ...ve vSech zavorkach kromé té t¥eti nasobime A (to d4vd mocninu A"~ ),
(—=1)"(=A,) ...ve viech zavorkich kromé& té posledni ndsobime A (to dava mocninu A"~ ).

Celkové je tedy koeficient u A" ! roven souctu vyse uvedenych &isel, tj.
rt = (=1 (A0 o ()" () b (1) (SA) = (<17 a# dg oo A,

Porovnanim s vyrazem v rovnici (42) dostavame nésledujici.

Tvrzeni 41. Stopa matice A je rovna souctu vsech jejich vlastnich hodnot. Tedy jsou-li A1, ..., \,
vlastni hodnoty matice A (a kaZdd vlastni hodnota se zde vyskytuje tolikrdt, jakd je jeji algebraickd
ndsobnost), potom je

trA:)\1+)\2++)\n

Priklad 150.
(a) V Prikladu 142(a) je
tr A=A+ =(—1)+2=1=tr (ig i)
V Priikladu 142(b) je

trA=M+X=(-24+3i)+(-2-3i))=—-4=tr <__110 _13>

(b) V Prikladu 146 je

2 -3 1
trA:)\1+>\2+>\2:0+1—|—1:2:tr 1 -2 1
1 -3 2

(c) V Prikladu 147 je
trl=n.\=n.1=n, trO0=n.A\1=n.0=0.
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vvvvvv

tort je to, ze vlastni vektory prislusejici riznym vlastnim hodnotam jsou linedrné nezavislé.

Tvrzeni 42. Jsou-li A1, . .., \; navzdjem ruzné vlastni hodnoty matice A a uq, . .., uy jejich prislusné
vlastni vektory, potom jsou vektory uq, ..., u linedrné nezdvislé.
Dikaz. Linearni nezavislost vektord uq, ..., u, ukaZzeme indukci vzhledem k poctu téchto vektort.

Pro k = 1 tvrzeni ziejmé plati, protoze jeden vlastni vektor u; tvori sdm o sobé linearné nezavislou
mnozinu.

Predpokladejme tedy, ze tvrzeni plati pro libovolnou mnozinu k£ — 1 vlastnich vektora prislusejicich
riznym vlastnim hodnotam. Linearni zavislost ¢i nezavislost vektort uy, . .., u; uréime z jejich nulové
linearni kombinace, tj.

aiuy + agus + -+ -+ apup = 0. (43)
Chceme ukazat, ze musi platit a; = as = --- = a = 0.

Predné si uvédomme, ze prot =1,...k je
zejména pro i = 1 je pak (A — A\ I)u; = 0. Rovnici (43) tedy vynésobime zleva matici A — A\ [ a
dostaneme
0= (A—)\ll) (alul+a2u2+a3U3+---+akuk)
= a1 (A—)\1])U1+GQ(A—>\1])U2+CL3(A—)\1[)U3+"'+ak(14—>\1])uk
=0
:CLQ()\Q —)\1)U2+a3()\3—)\1)U3+---+ak()\k—)\1)uk.

Dostali jsme tedy nulovou linearni kombinaci vlastnich vektori us, ..., us, kterych je & — 1. Podle
indukéniho pfedpokladu je tato mnozina k — 1 vektorid linedrné nezavisla, a tedy musi platit
a2()\2—)\1):a3()\3—)\1) ::ak()\k—)\l)IO

Ale protoze jsou vlastni hodnoty A1, ..., \x navzajem ruzné, tj. Ao # A1, A3 # Ay, ..., A\ # A1, plyne
z predchoziho
as=as3=---=a; = 0.

Potom ale ze vztahu (43) plyne, Ze a; u; = 0. A protoze je u; # 0, je také koeficient a; = 0.

Ukézali jsme tedy, Ze vSechny koeficienty v linearni kombinaci (43) musi byt nulové, a proto jsou
vlastni vektory ug, ..., u; linedrné nezavislé. U

Piiklad 151. V Piikladu 146 mame
1
A =0, Eigen(0) = Span < 1 >,
1
-1

3
Ay =1, Eigen(1) = Span < 0], (1 >
1 0



137

Vidime, ze vlastni vektor

1
up = [ 1 prislusejici vlastni hodnoté \; =0
1
(¢i libovolny nenulovy nasobek vektoru ;) je linedrné nezavisly s kazdym z vektorta
-1 3
u =101, wug=11 prislusejicich vlastni hodnoté Ay =1
1 0

(¢i s libovolnou nenulovou linedrni kombinaci vektort uy a ug).

Uvédomte si také, ze vektory us a us jsou linedrné nezavislé a tedy celkoveé,

vlastni vektory wuq, us, uz jsou linearné nezavislé.

O

Dilezitym disledkem Tvrzeni 42 je situace, kdy jsou vSechny vlastni hodnoty matice A navzajem
rizné.

Dusledek 8. Mad-li matice A n navzajem ruznych vlastnich hodnot, potom je mnozina prislusnich
vlastnich vektori (o n prvcich) linedrné nezdvisla a tedy tvori bazi prostoru R™.

13.4. Dalsi zakladni vlastnosti. Dale plati nasledujici jednoduché tvrzeni.

Tvrzeni 43. Je-li A € C vlastni hodnota matice A a u € C" prislusny vlastni vektor, potom splriuji
vztah
(Au,u)y  uTAu

(wu) — ull3

A:

(44)

Diikaz. Vynasobenim rovnice Au = Au zleva vektorem u’ dostaneme vztah u’(Au) = AuTu, tj.
plati vztah (44). O

Priklad 152. Pro matici A v Prikladu 146 mame
1

TA
=0, w= (1), AT =),
1 [[u [l 3
-1 T
A 2
)\2:17 Uy = 0 5 2 u22 —_1:>\2.
1 [[uall3 2

O

V Prikladu 147 jsme popsali jednu specialni situaci, kdy hledame vlastni hodnoty diagonalni
matice I a 0, tj. pro které je jejich determinant roven soucinu prvki na hlavni diagonale. Protoze
toto pravidlo pro vypocet determinantu plati, jak jsme vidéli ve Vété 6 v odstavei 9.2; i pro (horni
nebo dolni) trojihelnikové matice, dostdavame odsud néasledujici.

Tvrzeni 44. Je-li A (horni nebo dolni) trojuhelnikovd matice, potom jsou jeji vlastni hodnoty rovny
prvkium na hlavni diagondle. Zejména toto pravidlo plati pro matice diagondlni.
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Priklad 153. ProtozZe je jednotkovéd matice I diagonélni a mé na hlavni diagonéale samé jednicky, je
A =1 jeji jedina vlastni hodnota nasobnosti n. Protoze je nulovad matice 0 diagonalni a ma na hlavni
diagonale samé nuly, je A = 0 jeji jedina vlastni hodnota nasobnosti n. O

Z vlastnosti kofenii polynomu vyplyva, ze pokud mé matice A pouze realné prvky, tak potom
pokud ma komplexni vlastni hodnotu A = a + (i, tak potom je vlastni hodnota i ¢islo komplexné
sdruzené A = a— i, tj. komplexni vlastni hodnoty se vyskytuji jako komplexné sdruzené pary. Pfitom
vlastni vektory prislusné komplexné sdruzenym vlastnim hodnotéam jsou také navzajem komplexné
sdruzené, viz Piiklad 142(b).

Pomoci vlastnich hodnot lze jednoduse charakterizovat regularni a singularni matice.
Tvrzeni 45.
(i) Matice A je singuldrni < X\ =0 je vlastni hodnota matice A.
(ii) Matice A je requldrni < vSechny vlastni hodnoty matice A jsou rizné od nuly.

Diikaz. (i) Je-li matice A singularni, potom (dle Tvrzeni 10) ma homogenni systém Au = 0 netrivialni
feSeni u. Tedy pro tento vektor u plati Au = 0. u, neboli u je vlastni vektor ptislusejici vlastni hodnoté
A = 0. Naopak, je-li A = 0 vlastni hodnota matice A, potom pro pfislusny vlastni vektor u (# 0)
plati vztah Au = 0.u = 0, tedy matice A je singularni podle Tvrzeni 10.

(i) Tato ¢ast plyne z ¢asti (i), protoze A = 0 nemuze byt vlastni hodnota regularni matice A.

Alternativné, dikaz obou ¢asti plyne z Tvrzeni 40 o vypoctu |A| pomoci vlastnich hodnot. O

Priklad 154. Matice

2 -3 1
A=11 -2 1
1 -3 2
v Prikladu 146 je singulérni, protoze A = 0 je jeji vlastni hodnota. Ovéfte si, ze |A| = 0. O

Tedy regularni matice maji nenulové vlastni hodnoty. Tzn. matice inverzni A~! m4 také nenulové
vlastni hodnoty, protoze je také rgularni. Jaky pak vztah mezi vlastnimi hodnotami matic A a A=1?

Tvrzeni 46. Necht A je requldrni matice. Cislo X\ € C je vlastni hodnota matice A < ¢islo % je
vlastni hodnota matice A",

Diikaz. Toto tvrzeni plyne pfimo ze vztahu

0=|A-X|=]AIT-XATY| = )AA(EI—A*)‘ = |AA|.‘<11—A—1)‘
pa(N)

1
:A".|A|.'XI—A‘1

1
_ n 1\ -1 _ -
=" . JA] .(-1) .‘A )\[',
70 #0 SN—r——
pA71(%)
kde jsme pouzili vétu o determinantu soucinu (Véta 6(ii)). Tedy ¢islo A € C je vlastni hodnota matice
A & dislo % je vlastni hodnota matice A~ OJ
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Priklad 155. Matice

-5 4
viz Priklad 142. Tedy vlastni hodnoty matice

A= (_3 2) mé vlastni hodnoty A\; = —1, Xy =2,

1
A_l jSOll )\1 = —1, >\2 = 5
(Ovéfte si to vypoctem této inverzni matice a jejich vlastnich hodnot!) O

V odstavei 10.11 (o reprezentaci linearni transformace pomoci matice) jsme se zabyvali podobnymi
maticemi, tj. A ~ B pokud B = T~! AT pro né&jakou regularni matici 7.

Tvrzeni 47. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Diikaz. Je-li B=T7'AT, potom je charakteristicky polynom matice B roven
pr(N) =B = XI|=|T"AT = M| =T (A= ATIT )T|=|T"".|A=N|.|T|
=|A—=XI|.|T|7H|T| =|A— M| =pa(N),

tj. charakteristické polynomy matic A a B jsou totozné. O

Kombinaci tohoto vysledku s Tvrzenim 40 a Tvrzenim 41 dostaneme ocekavany vysledek z konce
odstavce 10.11.

Dusledek 9. Podobné matice mayji stejné vlastni hodnoty a tedy i stejny determinant a stejnou stopu
(soucet prvkii na hlavni diagondle). Tj. je-li B=T"' AT, potom

|A| = |B|, tr A =tr B.

Predchozi disledek fikd, Ze vlastni hodnoty a vlastni vektory (tj. ,,preferované nasobky“ a ,pre-
ferované sméry“) linedrni transformace nezéaviseji na volbé baze, v niz tuto linedrni transformaci
reprezentujeme pomoci matice.

Jelikoz je charakteristicky polynom zalozen na vypoctu determinantu a determinant lze spocitat
rozvojem podle libovolného fddku nebo sloupce (viz Véta 5), maji matice A a AT stejny charakte-
risticky polynom a tedy i stejné vlastni hodnoty.

Tvrzeni 48. Matice A a matice AT maji stejny charakteristicky polynom a tedy i stejné vlastni
hodnoty.

Priklad 156. Ovéite si pfimym vypoctem, Ze matice

2 1 1
At=1-3 -2 -3
1 1 2
m4 charakteristicky polynom p(\) = —X(\ — 1)? a tedy vlastni hodnoty A\; = 0 (nésobnosti 1)

a Ay = 1 (algebraické nasobnosti 2), coz se shoduje s charakteristickym polynomem a vlastnimi
hodnotami matice

2 -3 1
A=11 -2 1],
1 -3 2

viz Priklad 146. ]
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13.5. Baze z vlastnich vektora. V Diusledku 8 jsme vidéli, Ze nékdy je mnozné zvolit béazi prostoru
R"™ z vlastnich vektorii matice A.

Uvazujeme linedrni transformaci L : R — R"™ zadanou matici A, tj. L(u) = A-u (tedy L =
La), viz odstavec 10.10. Tam jsme vidéli, ze maticova reprezentace takové linedrni transformace
zélezi na volbé baze u prostoru R™. Pokud ale zvolime béazi u ,Sikovné“, muze byt maticova repre-
zentace transformace L velmi jednoducha.

Tvrzeni 49. Ma-li matice A n linearné nezavislych vlastnich vektori uy, ..., u, a oznacime-li jako
w = (Uy,...,u,) prislusnou bazi, potom md linedrni zobrazeni L4 v této bazi diagondlni maticovou
reprezentaci. Navic, na hlavni diagondle jsou prdvé vlastni hodnoty prislusné (postupné) vlastnim
vektorim wuy, ..., U,.

Diikaz. Oznacme jako i, ..., A\, vlastni hodnoty ptislusné vlastnim vektorim wuy, ..., u,. (Uvédomte
si ale, ze zde neptredpokladame, Ze vSechny vlastni hodnoty jsou navzajem rtzné. To co zde potie-
bujeme, je pouze fakt, Ze linedrné nezavislych vlastnich vektort je celkem n.) Podle odstavce 10.10
musime najit matici D s vlastnosti, Ze pro kazdy vektor w € R™ plati

[La(w)]y = [Aw]y = D - [w]y.
Napiseme-li vektor w jako linearni kombinaci bazovych vektord wy, ..., u,, tj.
W=ayuy + -+ Qp Uy,
potom je
Aw =A(arur + -+ apuy) =a1 Aug + -+ ag Auy = ar Ay ug + -+ + ap Ay Uy
A tedy pro soufadnice téchto vektoru plati
ax A1 aq AM ... O a;

[wly=1 ], Awl, =1  |={: - :+|-|:]=D [ww

an A, Gy, 0 ... M\, an

-~

g

=:D
Hledand matice D je tedy diagonalni a na své diagonile ma vlastni hodnoty matice A (v poradi
odpovidajicimu pofadi vektort us, ..., u, v bazi u). O

Piiklad 157. Uvazujme linearni transformaci L : R? — R? z Prikladu 113 v odstavci 10.10. Je to
transformace zadana matici
A;:<—2 —1)
0 2 )

Pfitom ve standardni bazi e = (ej, e3) prostoru R? je pravé matice A, = A reprezentaci této linedrni
transformace. Dale jsme v Piikladu 113 ukazali, Ze tato transformace ma v bazi u = (uq, us), kde

=) -0

-8 —12
B_&_<5 8).

Je snadné nahlédnout, Ze vlastni hodnoty a vlastni vektory matice A jsou

)\1 = —2, v = ((]5) s a )\1 = 2, Vg = (_14) .

maticovou reprezentaci
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Tedy v béazi v = (v1,v2) ma tato linedrni transformace maticovou reprezentaci
A1 0 -2 0
p=n.=(5 3)=(3 2)

Z Véty 11 v odstavci 10.7 (o matici prechodu) pak plyne, Ze matice pfechodu od béaze v k bézi e je

T = (v [vae) = ((1) _14) :

a tedy podle Véty 14 plati multiplikativni vztah

el g . (-2 0\ _[1 (-2 -1\ (1 1
perrarn (3=l ) (0264

Ptredchozi vztah znamend, 7e matice A a D jsou podobné (jak jiz vime z Dusledku 4 v od-
stavei 10.11). Piseme ho obvykle v obraceném poradi, tj. jako

A=T-D-T7},

a pak vidime, ze je matice A tzv. ,diagonalizovatelna®. (]

N

13.6. Diagonalizovatelné matice. Je-li A ¢tvercovd matice fadu n, potom nas zajima,
Kolik linearné nezavislych vlastnich vektord matice A vlastné ma?
Vidéli jsme piiklady matic, které maji pravé n (tj. maximalni pocet) linearné nezavislych vlastnich
vektort (napft. Priklad 146), ale i ty, které maji méné nez n linedrné nezavislych vlastnich vektoru

(napt. Priklad 145).

Pokud méa matice A plny pocet (tj. n) linedrné nezavislych vlastnich vektorii, potom lze tuto matici

,diagonalizovat“. Oznacme jako Ai,..., A, vlastni hodnoty (nemusi byt nutné vSechny navzajem
ruzné) a jako ug,...,u, prislusné linedrné nezavislé vlastni vektory (jako sloupcové vektory!), a
polozme
| | A ... 0
Pi=1u ... u,]|, D:=1: -.
| | 0 ... A\

Matice P se nazyva matice vlastnich vektort a matice D se nazyva matice vlastnich hodnot.

Poznamka 8. Podobné jako v Pfikladu 157 je matice P matici pfechodu od béze u = (uq, ..., u,)
slozenou z vlastnich vektorti matice A ke standardni bazi e prostoru R". Je tedy matice P vzdy
regularni. Naproti tomu je matice D regularni < 0 neni vlastni hodnota matice A, tj. pravé kdyz

Potom vynasobenim matice P zleva matici A dostaneme
| | | | | |
A-P=A-(u ... u,| =Au ... Au, | = Mur ... M\ uy,

| | A ... O
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Vsimnéte si, ze nasobeni matice P diagonalni matici D zprava presné odpovida sloupcovym elemen-
tarnim dpravam, jak jsme si je popsali v odstavci 8.10, zejména pak v Prikladu 65. Vyse uvedny

vypocet pak lze prepsat jako
A=PDP"

Priklad 158.
(a) V Piikladu 157 je (P :=T)

-2 -1 11
AZ(O 2), P:(’Ul 'Ug):<0 _4),
(1 (M0 _ (=20
P‘(o-i’D_0A2_02'

Ovéite si platnost vtahu A = PDP~ 1!

(b) V Prikladu 146 je

2 =31 1 -1 3
A= 1 -2 1 y P = (Ul U9 Ug) = 1 0 1 y

1 -3 2 1 1 0
-1 3 -1 A0 0 0 0O
Pt=1 -3 2|, D=0 X 0]=]010
1 -2 1 0 0 X 0 01

Ovéite si platnost vtahu A = PDP~ 1!
(]

Definice 11. Ctvercova matice A fadu n se nazyvéa diagonalizovatelna, jestlize je podobnd diagonalni
matici, tj. jestlize existuje diagonalni matice D a regularni matice P takové, ze plati

A=PDP™' neboli D =P AP (45)

Proces nalezeni diagonalni matice D a regularni matice P se nazyva diagonalizace matice A OJ

Priklad 159. Matice A z Prikladu 158 jsou diagonalizovatelné. Kazda diagonalni matice je auto-
maticky diagonalizovatelnéd (polozime P := I), tj. napf. jednotkovd matice I a nulovad matice 0 jsou
diagonalizovatelné. 0

Déle z Dusledku 8 bezprostiedné plyne nasledujici.

Disledek 10. KazZda matice A, ktera md n navzdjem ruznych vlastnich hodnot, je diagonalizova-
telnd.

V predchozim textu jsme tedy ukazaji, ze pokud ma matice A plny pocet (tj. n) linedrné nezavislych
vlastnich vektort, potom je diagonalizovatelna a ze proces diagonalizace zahrnuje vypocet vlastnich
hodnot a vlastnich vektori matice A. Jak nyni ukazeme, plati i obracené tvrzeni, tj. existence plného
poctu vlastnich vektord je nutna a postacujici podminka pro diagonalizovatelnost matice A.

Tvrzeni 50. Ctvercovd matice A ¥adu n je diagonalizovatelnd < matice A md plny pocet (tj. n)
linearné nezdvislych vlastnich vektori.
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Diikaz. Vzhledem k predchozimu jiz staci ukazat jen obraceny smeér, tj. ,=%. Pfedpokladejme proto,
Ze existuje diagonéalni matice D a regularni matice P takové, ze plati vztah (45). Ozna¢me diagonalni

prvky matice D jako di,...,d, a soupce matice P jako ui, ..., uy,, tj.
di ... 0 | |

D = oo , P=1lu ... wu,

0 ... d, | |

Potom ale stejné jako v pfedchozim plati

| | | |
A-P=A-lu ... u,|=\|Auw ... Au,|,

| | | |
| | di ... 0 | |
P-D={u ... u|-|: . t|=diu ... dyu,
| | 0 ... d, | |

A protoze ze vztahu (45) plyne rovnost AP = PD, dostavame, Ze
Aulzdlul, Vizl,...,n,

neboli vektory uq,...,u, jsou vlastni vektory matice A pfislusejici vlastnim hodnotam A\, = d;. A
protoze je matice P regularni, plyne z Tvrzeni 12 v odstavci 8.14, Ze jsou vektory uq, ..., u, linedrné
nezavislé. 0

Piiklad 160. Podle predchoziho tvrzeni neni matice

()

z Prikladu 145 diagonalizovatelné, protoze ma pouze jeden linedrné nezavisly vlastni vektor

u ()

O

Z Tvrzeni 50 a Tvrzeni 42 (o linearni nezavislosti vlastnich vektort) plyne nésledujici algoritmus
pro nalezeni maximéalniho poc¢tu linearné nezavislych vlastnich vektord matice A.

1. Najdeme vSechny navzajem riizné vlastni hodnoty matice A, oznacme je jako Aq,..., \x.

2. Pro kazdy index i = 1,.. .,k (tj. pro kazdou vlastni hodnotu );), najdeme bazi ozna¢me jako
bazi prislusného podprostoru vlastnich vektort.

3. Potom sjednoceni vSech vektort z takto nalezenych béazi je maximalni mnozina linedrné ne-
zavislych vlastnich vektord matice A. Ma-li tato mnozina n prvki, potom je matice A dia-
gonalizovatelna. Ma-li tato mnozina méné nez n prvkd, potom matice A diagonalizovatelna
neni.
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Priklad 161. Najdéte maximélni mnozZinu linearné nezavislych vlastnich vektort matice

4 =2 1
A=12 0 1
2 -2 3

a rozhodnéte, jestli je tato matice diagonalizovatelna.

Reseni. Matice A ma vlastni hodnoty \; = 2 (algebraické nasobnosti 2) a Ay = 3 (ndsobnosti 1) a
béaze prislusnych vlastnich prostort jsou

1 -1 1
Eigen(2) = Span < 11,10 >, Eigen(3) = Span < 1 >
0 2 1

(Ovétte si to vlastnim vypoctem!) Celkem ma tedy matice A tii linedrné nezavislé vlastni vektory, a
proto je matice A diagonalizovatelna.

Navic plati, Ze A = PDP~! kde

1 -1 1 -2 3 -1 2 00
P=1|1 0 1|, P'=|-1 1 0], D=|020
0 2 1 2 -2 1 00 3

V Definici 10 jsme zavedli pojmy algebraické nasobnosti vlastni hodnoty A (= nasobnost ¢isla A
jakozto kofene charakteristického polynomu) a geometrické nasobnosti vlastni hodnoty A (= dimenze
prislusného vlastniho prostoru) a uvedli fakt, ze pro kazdou vlastni hodnotu matice A je jeji geomet-
ricka nasobnost vzdy nejvyse rovna algebraické nasobnosti. Z vyse uvedeného algoritmu pro nalezeni
maximalni mnoziny linearné nezavislych vlastnich vektorti pak ziejmé plyne, tyto dvé nasobnosti
jsou si rovny prave v piipadé diagonalizovatelnych matic.

Tvrzeni 51. Ctvercovd matice A 7ddu n je diagonalizovatelnd < pro kaZdou vlastni hodnotu
matice A je jeji geometrickd ndasobnost rovna ndsobnosti algebraicke.

13.7. Mocniny diagonalizovatelnych matic. Vzorec (45), tj.
A=PDP™!

Ize dobfte vyuzit k viypoc¢tu mocnin diagonalizovatelnych matic. Napf. pro druhou mocninu matice A
plati

A*>=A-A=(PDP).-(PDP ) =PD(P 'P)DP = PD*P*,
pricemz druhad mocnina diagonalni matice je opét diagonalni matice, jejiz diagonalni prvky jsou
druhymi mocninami piivodnich prvki, tj.

Al ... O At ... 0 A0
D2=1|: -. S B R =1 : -. :
0 ... X\, 0 ... A\, 0 ... A\
Podobné se ukaze pomoci matematické indukce, ze
M0
A* = pPDFPTY kde DF=|: .. . (46)
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Piiklad 162. Uréete matici A* pro matici

4 -2 1
A=12 0 1],
2 -2 3
viz Priklad 161.
Reseni. 7 Piikladu 161 méme
1 -1 1 -2 3 -1 200
A=PDP! kdeP=|1 0 1|, P'=|[-1 1 0], D=|0 20
0 2 1 2 -2 1 00 3
Potom je
280 0
DF=10 2¢ 0|,
0 0 3
a proto plati
1 -1 1 2k 0 0 -2 3 -1
A*=pPDFPp1 =11 0 1]-l0 28 0o]-|-1 1 0O
0 2 1 0 0 3k 2 -2 1
2.3k -2k 2 (2k —3k) 3k _ 2k
=[2.(3F—2F) 3.2k 2.3k 3k 2k
2.(3F—2F) 2. (2F—3F)  3F

Vzorec (46) plati i pro zaporné mocniny matice A. Zejména jej lze pouzit pro rychly vypocet
inverzni matice A~! k regularni matici A, tj.

AP0 = ... 0
A =PD'PY, kde Dl=| : .. | =] :
0 At 0 v
Priklad 163. Pro matici
4 =2 1
A=12 0 1
2 =2 3
2 Prikladi 161 a 162 je
1 -1 1\ /Lo o0\ [~2 3 -1 .
At=pDlPp1=[1 0 1 010 -1 1 0 |= _% 5 6
0 2 1 00 3 2 -2 1 -+ 11
(Ovéite si vipodet inverze a platnost vztahtt AA™! =T = A~1Al) O
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Poznamka 9. Vzorec (46) lze v podstaté zobecnit na ,libovolnou funkeci matice“ A. Presnéji, je-li
f: R — R néjaka redlna funkce, potom mizeme definovat matici f(A) € Mat,,«, jako

f(A) ... 0
f(A):==P-f(D)- P, kde f(D):=|( : . i |,
0 ... f(\)
kdykoliv vSechny funkce f(\;) maji smysl.

Napf. ma-li matice A vSechny vlastni hodnoty nezaporné, tj. pokud A\; > 0 V i, potom ,druha
odmocnina“ z této matice je matice

ViMoo, 0
B=VA=P-vD-P', kde VvD:=| : -

Pro tuto matici B pak zfejmé plati vztah
B*=B-B=A.
O

13.8. Cayley—Hamiltonova véta. Posledni dtilezity vztah, ktery 1ze bezprostiedné vyvodit z moc-
niny diagonalizovatelné matice, je tzv. Cayley—Hamiltonova véta, kterd iika, ze kazda (tzn. nejen
diagonalizovatelna) matice A  je kofenem* svého charakterictického polynomu.

Véta 19. Je-li A ctvercovd matice Tadu n a
pA) = (=1)" X"+ A" e A
jejgi charaktericticky polynom, potom plati identita
p(A) = (—1D)"A"+c, 1 A" e Ad el =0.

Diikaz. Pro diagonalizovatelné matice je dikaz je pfimym dusledkem aplikace vztahu (46). Nejprve
vypoctéme hodnotu charakteristického polynomu na diagonalni matici D. Tedy je

p(D) :(_1)nDn+Cn—an_1+"'+01D+Col

AP0 A0 A ... 0
-0 0 i ren | 0 0 s ra s el
0w 0 o 0o
p(M) ... 0 0 ... 0
=1 ¢ i =E o =0
0 ... p(A\) 0 ... 0

protoze jsou vlastni ¢isla matice A kofeny polynomu p(\).

Dale je

( l)nA + Cp— 1An 1 '—|—01A+C()]
(-1)" PD"P~* +cn1PD" P4 4 PDP 4o PP

p(A)

{( 1) Dn+0n anl '+01D+C()I}'P_1
p

)-Pt=0
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Pro obecné matice (bez predpokladu jejich diagonizovatelnoti) se ditkaz provede pomoci Jordanova
kanonického tvaru matice A. Toto téma zde ale neprobirame. (]

Priklad 164. Pro matici

4 =2 1
A=12 0 1
2 =2 3

z Prikladi 161, 162 a 163 je jeji charakteristicky polynom tvaru
p(A) = =X+ 7TA% — 16) + 12,

a tedy plati
p(A) = —A*+7A* —16 A+ 121 =0.

(Ovéfte si to pfimym vypoctem!) O

Cayley—Hamiltonova vétu lze vyuzit k vypoctu n—té mocniny matice A pomoci mocnin nizsiho
fadu, nebot podle této véty plati

(—1)”14”:—(Cn_lAn_1+"'+ClA+Col), tJ An:(—l)n_l (Cn_lAn_1+"'—|—ClA+Col).

Priklad 165. Pro matici

4 =2 1
A=1(2 0 1
2 -2 3

z Ptikladd 161, 162, 163 a 164 je
AP =TA>—16 A+ 121.

(Ovéfte si to pfimym vypoctem!) O

13.9. Iterované procesy. viz prilozeny soubor <iterovane procesy.pdf> s anglickym textem.
Tento text je prevzat z [1].

Konec 11. prednasky (7.12.2009) |

Prvni z uvedenych iterovanych procesi (stéhovani populace mezi méstem a predméstim) je spe-
cialni piripad tzv. Markovova procesu (téz Markovova fetézce). V takovém procesu se systém muze
nachazet v n riznych stavech s riznou pravdépodobnosti. V jistém okamziku je ve stavu s prav-
dépodobnosti a; pro stav ¢ a k prechodu z mozného stavu ¢ do stavu j dojde s pravdépodobnosti

ti;.
Mizeme tedy Markoviv proces zapsat takto: V case k je systém popsan pravdépodobnostnim
vektorem
ay
Tp =
Qp,

To znamena, ze vSechny komponenty vektoru x; jsou realna nezaporna cisla a jejich soucet je roven
jedné. Komponenty udavaji rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych moznosti stavi systému. Roz-
déleni pravdépodobnosti pro ¢as k + 1 bude dano vynasobenim vektoru x; pravdépodobnostni (téz
stochastickou) matici 7" = (¢;;), tj.

Tp+1 = T- T -


https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2006/MB101/um/iterovane_procesy.pdf?fakulta=1433;obdobi=3523;kod=MB101
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Protoze predpokladame, ze vektor x zachycuje vSechny mozné stavy, budou vSechny sloupce matice
T tvoreny také pravdépodobnostnimi vektory. Vsimnéme si, ze kazdy pravdépodobnostni vektor z;
je opét zobrazen na vektor se sou¢tem soutradnic jedna, nebot

n

Z( ]Zi;tijaj ):i( ZZ:;tU )a]:;ajzl.

i=1 = j=1
——
1—t4 komponenta soucet prvkla v j—tém
vektoru xy41 sloupci matice T'
je roven 1

Protoze je soucet prvki v kazdém sloupci matice T vzdy roven 1, (tj. soucet vSech Fadkt je roven
radkovému vektoru v := (1,...,1), je

1 soucet prvkd v 1. fadku matice 77
7T =77 [ 2| = :
1 souc¢et prvki v n—tém fadku matice 77
soucet prvkia v 1. soupci matice T’ 1
soucet prvki v n—tém sloupci matice T’ 1

Je tedy A = 1 vlastnim ¢islem matice 77 a tudiZ i matice T' (viz Tvrzen{ 48) a k ni musi existovat
vlastni vektor zy. Abychom mohli podrobnéji pochopit chovani Markovovych procest, uvedeme si
docela snadno pochopitelné obecné tvrzeni o maticich, tzv. Perronovu—Frobeniovu vétu. Jeji dikaz
vsak uvadét nebudeme.

Véta 20. Necht A je redlnd ctvercovd matice fddu n s kladnymi proky. Pak plati:

(1) Exituje redlné vlastni c¢islo \, matice A takové, Ze pro vSechna ostatni vlastni ¢isla A plati
IA] < An.
ii astni ¢islo \, ma algebraickou ndsobnost jedna.
ii) Vlastni cislo A i algebraick isobnost jed
(i) Vlastni podprostor prislusejici vlastni hodnoté \,, obsahuje vektor se vsemi souradnicemi klad-
nymi.
(iv) Plati odhad

min a;; < A\, < max aij. (47)
1<j<n 4 T 1<j<n 4 1
1= 1=

Pro pravdépodobnostni matice A pak z Perronovy-Frobeniovy véty dostavame, ze A\,, = 1 je nejvétsi
vlastni hodnota matice A, nebot se na levé i pravé strané nerovnosti (47) bere minimum i maximum
ze samych jednicek (soucet prvki v kazdém sloupci pravdépodobnostni matice je roven jedné).

Dusledek 11. Je-li A pravdépodobnostni matice, potom \ = 1 je jeji vlastni hodnota a pro vsechny
ostatni vlastni hodnoty plati odhad || < 1.

Nésledujici priklad je pfevzat z [3].

Piiklad 166. Mlsny hazardér. Hazardni hrac¢ sazi na to, kterd strana mince padne. Na zacatku
hry ma tii kremrole. Na kazdy hod vsadi jednu kremroli a kdyz jeho tip vyjde, tak k ni ziska jednu
navic. Pokud ne, tak kremroli prohrava. Hra konci, pokud vsechny kremrole prohraje, nebo jich ziska
pét. Jaka je pravdépodobnost, ze hra skonc¢i do ¢tvrté sazky?
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Regeni. Pied j-tym kolem (sdzkou) miiZeme popsat stav, ve kterém se hra¢ nachazi, ndhodnym
vektorem

=

0
1

(4)
(4)
2(9)
(7)
(J)

s

ke
I
pSTiaS

3

4
ps(J)

kde p; je pravdépodobnost, Ze hrac¢ méa prave ¢ kremroli. Pokud ma hrac¢ ptred j-tou sazkou ¢ kremroli

(1 =1,2,3,4), tak po sazce ma s poloviéni pravdépodobnosti i — 1 kremroli a s poloviéni pravdé-

podobnosti i + 1 kremroli. Pokud dosdhne péti kremroli nebo pokud vSechny prohraje, jiz se pocet

kremroli neméni.

i~

Vektor X, proto ziskdme z vektoru X; vynasobenim matici

1 % 0 00O

004: 000

1020300

A=109 102 0f
0 00 % 00
0 00O % 1
neboli
po(j+1) I (1) 000 Po(i) po(jz‘i‘%@(j)
pi(j+1) 0.0 3 000 fply) o oar)
X,y = p(J+1) | _ 10 3 0 5 00 p2(7) | _ ?pl(])%-?pg(])
) [Tl 0020 2 o [ ml) | T | el + i)
pa(j+1) 000 % 00 Pa(J) %p?,(])
ps(j+1) 0000351 p5(J) $04(7) + p5(5)
Na zacatku mame
Xo = s tedy VektOI' X4 = A4X0 =

SO = OO O
®iww O5lon O 5w~

popisuje situaci po ¢tyfech sdzkach. Tedy pravdépodobnost, Ze hra skon¢i do ¢tvrté sazky (vcetné)
— tj. pravdépodobnost, zZe bude hra¢ mit nula nebo pét kremroli — je rovna souc¢tu prvni a posledni

hodnoty ve vektoru Xy, tj. 3 +2 = 1.

vvvvv

nostni, tedy ma soucet prvki v kazdém sloupci 1. Nema ale vlastnost vyzadovanou v Perronoveé-
Frobeniové vété (Véta 20) a snadnym vypoctem zjistite (nebo pfimo uvidite bez pocitani), ze existuji
dva linedrné nezavislé vlastni vektory prislusné k vlastnimu ¢islu A = 1 — piipad, kdy hraci neztistane
74dné krémrole, tj. z = (1,0,0,0,0,0)7, nebo piipad kdy ziska 5 kremroli a hra tim padem konéi
a vechny mu uz ztstavaji, tj. = (0,0,0,0,0,1)T. Viechna ostatni vlastni ¢isla (ptiblizné 0.8, 0.3,
—0.8, —0.3) jsou v absolutni hodnoté mensi nez jedna. Proto komponenty v prislusnych vlastnich
podprostorech pfi iteraci procesu s libovolnou poc¢ateéni hodnotou vymizi (viz Diisledek 11) a proces
se blizi k limitni hodnoté pravdépodobnostiho vektoru tvaru z, := (a,0,0,0,0,1—a)?, kde hodnota
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a zévisi na po¢tu kremroli, se kterymi hrac¢ zac¢ind. V nasem piipadé je to a = 0.4. (Kdyby zacal se
4 kremrolemi, bylo by to a = 0.2 atd.) O

13.10. Symetrické matice. Ctvercovd matice A fadu n je symetrickd, pokud AT = A, viz odsta-
vec 8.9. V tomto odstavci ukazeme, ze symetrické matice maji vétsinu téch ,,dobrych“ vlatnosti, které
studujeme v souvislosti s vlastnimi hodnotami a vlastnimi vektory.

Hlavni vysledek tohoto odstavce je uveden v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 52. Necht A je redlnd symetrickd matice vddu n. Potom vlastni hodnoty a vlastni vektory
matice A maji nasledujici vlastnosti.

(i) VSechny vlastni hodnoty matice A jsou redlné.

(ii) Pro kaZdou vlastni hodnotu \; je jeji algebraickd a geometrickd nasobnost stejnd, tj. je-li k;
(algebraickad) nasobnost vliastni hodnoty X\;, potom je

dim Eigen(\;) = k;.

(i) Vlastni vektory prislusné riznym vlastnim hodnotdm jsou ortogonalni, tj.

Eigen(\;) L Eigen();) pro A\; # A;.

(iv) Matice A md n linedrné nezdvislyjch vlastnich vektori, které tvori bazi prostoru R"™. Tuto bazi
lze navic vybrat tak, aby byla ortogondlni (ortonormdlni). Tedy plati primy soucet

R" = Eigen(A\) & - - - & Eigen(\y),

kde A1, . .., \i jsou vsechny navzdajem ruzné vlastni hodnoty matice A.

Poznamka 10. Jak jsme jiz vidéli napt. v Prikladu 142(b), v teorii vlastnich ¢isel a vlastnich vektort
mizeme pouzivat komplexni ¢isla (i kdyz je vychozi matice A realnd). Musime proto trochu upravit
pouzivany skalarni soucin (viz odstavec 11.1 a 12.1).

Pro vektory u,v € C" (jako sloupcové vektory) definujeme jejich skaldrni soudin (u,v) jako
(obecné) komplexni ¢islo

T

(u,v) :==u" - UL U1+« + Uy Uy,

U=
kde 9; je ¢islo komplexné sdruzené s ¢islem v; (tedy vektor v je vektor komplexné sdruzeny s vektorem
v), tj. pro v; = a + i je v; = a — i, pficemz i* = —1.

Potom, srovnejte s definici ,realného“ skalarniho soucinu v odstavci 12.1, vlastnost pozitivni defi-
nitnosti (u, u) > 0 je zachovana, symetrie se zméni na vlastnost
(u,v) = (v, u),
a linearita v prvni i ve druhé slozce zustane také zachovana, zatimco ,vytykani“ z druhé slozky
zahrnuje komplexni sdruzenost, tj.

(au,v) = a(u,v), (u, av) = a(u,v). (48)

Potom pro symetrickou matici A zfejmé plati

(Au,v) = (Au)" - o =u" - AT o =u" - A-v=u" - Av = (u, Av). (49)
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Vsimnéte si, ze norma indukovana timto skalarnim soucinem je

ulls = V{u,u) = VuT -7 = ViT - u

a spliiuje vlastnosti normy z odstavce 12.1. Zejména je vyraz u - u realné cislo. Pro realné vektory
se vySe uvedeny skalarni soucin a norma shoduji se skalarnim soucinem a normou z odstavce 11.1
a 12.1.

Tento komplexni skalarni souc¢in budeme potiebovat pouze pro ditkaz faktu, ze vlastni hodnoty
symetrické matice A jsou redlné. Z Tvrzeni 38 pak plyne, Ze i vSechny vlastni vektory jsou realné a
jsme tedy pak jiz v predchozi situaci realného skalarniho soucinu. O

Diikaz Tvrzeni 52. (i) Protoze je matice A redlné, jeji piipadné komplexni vlastni hodnoty se vyskytuji
v komplexné sdruzenych parech A, \, pficemz piislugné vlastni vektory jsou také komplexné sdruzené,
viz odstavec 13.4. Tedy je-li A € C vlastni hodnota a v € C" piislusny vlastni vektor, potom je A
také vlastni hodnota a u je prislusny vlastni vektor, tj. plati

Au = \u, A =\, ull3 = (u,u) > 0.
Potom je
A (u,u) = Au,u) = (Au,u) = (Au)" - = u" ATa = v Au =o' - (@) = X (u” - a) = X (u,u).
0 >0
>

A tedy je A = ), neboli A € R.
(ii) Dukaz této ¢asti nebudeme uvadét.

(iii) Je-li Au = Au a Av = pwv, pfi¢emz vlastni hodnoty A # p jsou realné (podle ¢asti (i)) a
prislugné vlastni vektory u, v jsou také reélné (podle Tvrzeni 38), potom je

A (u,v) = Au,v) = (Au,v) = (Au)" v =uT ATv = u" Av = v (pv) = p (v’ - v) = p{u,v).

Tedy plati, ze
A=p)(u,v) =0, tj. (u,v) =0, mnebot A — p #0.
Jsou tedy vlastni vektory u a v ortogonalni.

(iv) Pro kazdou vlastni hodnotu \; najdeme ortogonélni bazi prislusného vlastniho prostoru pomoci
Gram—Schmidtova ortogonalizacniho procesu (viz odstavec 12.7). Podle ¢asti (ii) ma tato baze k;
prvki. Vsechny tyto bazové vektory znormalizujeme. Potom souhrn vSech téchto bazovych vektori
pro vSechny vlastni hodnoty tvoii ortonormalni bazi prostoru R", protoze soucet nasobnosti vSech
vlastnich hodnot je pravé n. O

Tedy kazda symetrickd matice ma uplny (a to dokonce ortogonalni — ¢ili po normalizaci kazdého
vektoru i ornonormalni) systém vlastnich vektort. Tedy podle Tvrzeni 50 v odstavci 13.6 plati né-
sledujici.

Dusledek 12. Kazdd symetrickd matice A je diagonalizovatelnd, tj. A = PDP™!, pFicem# matice
P i D jsou rediné a matici P lze vybrat tak, aby byla ortogondini, tj. aby spliiovala P~ = PT, neboli
platt

A= PDP".

Dikaz. Pokud vybereme systém vlastnich vektorti jako ortonormalni, tvori tyto vektory sloupce
matice P, kterd je ortogonalni, viz odstavec 12.5. 0
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Priklad 167. Pro matici

o 1 1 -1
1 0 -1 1
A= 1 -1 0 1
-1 1 1 0

urcete jeji vlastni hodnoty, vlastni prostory, jeji diagonalizaci, a ortonormalni bazi prostoru R* slo-
zenou z vlastnich vektorti matice A.

Reseni. (a) Vlastni hodnoty: Matice A je symetrickd, a proto musi mit redlné vlastni hodnoty. Pro
vypocet determinantu pouzijeme nejprve upravy — napi. (—1)-krat 4. fadek pficteme k 1. fadku
(vytvorime tak dvé nuly v prvnim fadku) a dale 4. fadek pri¢teme ke 2. a 3. fadku (vytvofime tak
dvé nuly v prvnim sloupci), tj.

-2 1 1 -1 1-XA 0 0 A—1

1 A -1 1 0 1-XA 0 1-2)
PO=IA=AMI=1 1 7 N 115 0 0 1-A1-2A
111 - 11 1 )

(nyni vytkneme vyraz (A —1) z 1., 2. a 3. fadku)
—- -1 0 0 1

=(A—1)° 0 -1 0~ =A-1P*<(-1)|0 -1 —1|—|0 0 -1

0 0 -1 -1
11 1 1 —A] |1 1 1
=A=' H{ED (FA=2) = (D} = (A= 1)* (A +3)

Vlastni hodnoty jsou tedy A\; = 1 (nésobnosti k; = 3) a Ay = —3 (nésobnosti ky = 1).

(b) Vlastni vektory: Pro je

~1 1 1 -11]0 “1 11 =110
B /1 -1 -1 1 | O 0 00 0 | O
A=MT0)=A=T[0=1 1 1 1 1 [ o|~|lo 00 0 |0
-1 1 1 -1 1] 0 0 00 0 | O
Volné proménné jsou tedy t¥i (zo = r, x3 = s, x4 = t), a proto je feSeni tohoto homogenniho systému
r+s—t 1 1 -1
r 1 0 0
U= s =r 0 +s- 1 +t- 0
t 0 0 1
Je tedy
1 1 —1
) 1 0 0 ) )
Eigen(1) = Span ol 111 0 , dim Eigen(1) = 3.
0 0 1
—— N N —
=:Up =iUz =iUs
pro 5=
3 1 1 =110 1 -1 -1 =3 1] 0
1 3 -1 1 0 0 1 0 1 0
A=xrjo=@+srio= |1 % G0 1 o~ 00 T
-1 1 1 3 10 0O 0 0 0 |O
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Volna proménné je jedna (x4 = t), a proto je FeSeni tohoto homogenniho systému

t 1
—t -1
u = | = t- 1
t 1
Je tedy
1
Eigen(—3) = Span < :} >, dim Eigen(—3) = 1.
1
——
= Uy

Vsimnéte si, ze uy L uy, ug L uy, ug L uy (tj. vlastni vektory pfislugné riznym vlastnim hodnotam
jsou ortogonélni), tj.

Eigen(1) L Eigen(—3), R* = Eigen(1) ® Eigen(—3).

(c) Diagonalizace matice A: Plati A= PDP~!, kde

11 -1 1 MO0 0 0 100 0
P:u|u|u|u|_100—1 p_ |0 M0 0o _fo10 0
S 01 0 -1}/ 0 0 X\ O 001 0
B 00 1 1 0 0 0 X 000 —3

Vypoététe si matici P~! a ovéite platnost vztahu A = PDP~ 1.

(d) Ortogonalizace vlastnich vektort: Sta¢i ortogonalizovat pouze vektory u, us, us, protoze vek-
tor uy je jiz na né kolmy. Podle Gram-Schmidtova ortogonalizac¢niho procesu (viz odstavec. 12.7)
polozime

V1 ‘= U =

OO = =

Potom uréime projekci p; vektoru us na podprostor Span (vy), tj.

1 1
<UQ,U1> 1 %
b1 = U= 3 = )
<'U1,U1> 2 0 0
0 0
a poté polozime
1 1 1
0 1 !
Vg-=U2=P1= ||~ (2) = 12
0 0 0

Potom ur¢ime projekci ps vektoru ug na podprostor Span (vy, vs), tj.

<U3,’U1> ) <U3,’U2> o —1

1
P2 = <’U1,’U1> U1 + <U2,’U2> 2= 7 ' 0
0
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a poté polozime

V3 '= U3z — P2 =

= o O
I
I
= 0=

(e) Normalizace vlastnich vektortu: Nakonec vektory vy, ve, v3, uy znormalizujeme. Protoze je

||U1|| = <U17U1> = \%7 ||U3H = <U37U3> = %7
Joall = Vo wd = /3wl = e =2,

hledanéa ortonorméalni baze podprostoru R* je

2 -
2
V2 V3 Vi
wy =2 v = (2) ) w3—7'v3= & )
0 Ji
2
6 1
2 _ V6 1 !
W2 =[5 V2= VK wy=-ug=| %
3 12
0 2
(f) Jin4 diagonalizace matice A: Plati A = PDPT kde
vz V6 V3 1
o v _ve v
P = w1 Wy W3 Wy = (2) \/_g & _i
B O
0 0 5 3

je ortogonalni matice. Vypoctéte matici P! a ovéite platnost vztahit P~ = PT a A = PDPT. O

13.11. Pozitivné a negativné definitni a semidefinitni matice. Specialni nize uvedené syme-
trické matice hraji dilezitou roli v diferencidlnim poétu vice proménnych (viz pozdéji MB103) pfi
urcovani extrému funkei. Symetrickd matice A se nazyva

e pozitivné definitni, piseme A > 0, jestlize

(Au,u) >0 pro vSechny vektory u € R", u # 0,

e pozitivné semidefinitni, piseme A > 0, jestlize

(Au,u) >0 pro vSechny vektory u € R",

e negativné definitni, piseme A < 0, jestlize

(Au,u) < 0 pro vSechny vektory u € R", u # 0,

e negativné semidefinitni, piseme A < 0, jestlize

(Au,u) <0 pro vSechny vektory u € R"
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Priklad 168.

(a) Matice I je pozitivné definitni, matice —I je negativné definitni. Nulova matice 0 je soucasné
pozitivné semidefinitni i negativné semidefinitni.

Nakonec uvedme charakterizaci pozitivné, resp. negativné, (semi)definitnich matic pomoci jejich
vlastnich hodnot ¢i tzv. vedoucich hlavnich minorti, resp. pomoci hlavnich minort. Vedouci hlavni
minory C¢tvercové matice A jsou determinanty podmatic, které vzniknou z matice A vynechanim
poslednich nékolika (postupné n — 1, n — 2, az 0) jejich fadka a sloupcu (viz obr.). Tedy kazda
¢tvercova matice A = {a;;}7,_, fddu n ma pravé n vedoucich hlavnich minorii a tyto vedouci hlavni
minory maji tvar

4y ail G122 0A13 air ... dan
|au | = an, ;| Q21 G2 Gz, ..., Lo = 1AL
(21 A22 a a a
31 (32 433 ap1 A,

Oproti tomu hlavni minory matice A jsou determinanty podmatic, které vzniknou z matice A vy-
nechanim stejné skupiny fadku a sloupcu (viz obr., tedy nemusime vynechavat jen skupinu poslednich
fadki a sloupcti, jak tomu je u vedoucich hlavnich minori). MuZeme tedy napfiklad vynechat prvni
a tieti fadek a sloupec a takto vytvorit hlavni minor (takovyto hlavni minor ale zfejmé neni vedouci
hlavni minor). Takze hlavni minory vySe uvedené matice A jsou napf. vSechny diagonalni prvky

}all}zall, }022} = Q22, ..., }ann} = Qnn,
dale pak rtzné kombinace determinantti fadu 2 tvaru

a2 A23
agz2 a33

a11 Aaig
31 Aa33

a11 A1z
Q21 A22

Ap—1n—-1 An—1n

Y ) ) MR Y

Apn—1 Anpn
dale vSechny rtzné kombinace determinantd radu 3 tvaru
Qi; A5 Qi
aji aj; ajr|, proi,jke{l,...,n}, i<j<k,
Qi Ak Okk

a tak dale, no a nakonec je samoziejme hlavnim minorem samotny determinant matice A.
Ztejmé je kazdy vedouci hlavni minor soucasné hlavnim minorem, ale obracené to neplati.

Tvrzeni 53. Necht A je symetrickd matice Fadu n.
(i) Matice A je pozitivné definitni
< wsechny jeji vlastni hodnoty jsou kladnée, tj. A\; > 0 Vi,
& vSechny jeji vedouct hlavni minory jsou kladné.
(ii) Matice A je pozitivné semidefinitni
& vSechny jeji vlastni hodnoty jsou nezdporné, tj. \; > 0 Vi,

& wSechny jeji hlavni minory jsou nezaporne.



156

(iii) Matice A je negativné definitni

& vSechny jeji vlastni hodnoty jsou zaporné, tj. \; < 0 Vi,

& wsechny jeji vedouct hlavni minory stridaji znaménka, pocinaje zapornym.
(iv) Matice A je negativné semidefinitni

< wsechny jeji vlastni hodnoty jsou nekladné, tj. \; < 0 Vi,

& vSechny jeji hlavni minory lichého stupné jsou nekladné a vsechny jeji hlavni minory
sudéeho stupné jsou nmezaporne.

Diikaz. Protoze je matice A symetrickd, ma podle Tvrzeni 52 realné vlastni hodnoty a prislusny
systém vlastnich vektorii tvoii ortonormdlni bazi u = (ug,...,u,) prostoru R". Vlastni hodnoty
matice A usporadejme je podle velikosti, tj.

)\min = >\1 < )\2 <-..-< )\n = >\maxv

pfi¢emz v tomto vy¢tu jsou véechny vlastni hodnoty matice A tolikrat, jaka je jejich ndsobnost. Cisla
Amin @ Amax 0znacuji nejmensi a nejvétsi vlastni hodnotu.

Pro dtikaz ¢asti (i) staci ziejmé ukazat, ze A je pozitivné definitni < Ay, > 0. Necht w € R™,
w # 0, je libovolny vektor. Potom v bazi u vlastnich vektort je
W= ap Uy + -+ Qp Up,
Aw =Alayuy + -+ apuy) =ay Aug + -+ an Auy = a3 Ay ug + -+ 4 ap Ay U,

neboli plati

a1 ap A\
[w]g = Sl [Aw]ﬂ =

Ap Qp, )\n

A tedy pro skalarni sou¢in (Aw,w) podle Dusledku 6 v odstavci 12.4 plati

(Aw, w) = ([Awly, [w]y) = ; a; Ai 2 Amin ; a; = Amin || [ui]:\b : (50)

Je tedy (Aw,w) > 0, pravé kdyz Apmim > 0 (pro pozitivni defininitnost matice A). Podobné,
(Aw,w) > 0, pravé kdyz Apim > 0 (pro pozitivni semidefininitnost matice A).

Dikaz pro negativni (semi)defininitnost matice A se provede stejné, ale misto nejmensi vlastni
hodnoty A, se pouzije nejvétsi vliastni hodnota Apay a misto znameni ,,>“ se ve vztahu (50) pouzije
znameni ,<“. Potom je (Aw,w) < 0, pravé kdyZ Apax < 0 (pro negativni defininitnost matice A), a
podobné je (Aw,w) < 0, pravé kdyz Apmax < 0 (pro negativni semidefininitnost matice A).

Tvrzeni o vedoucich hlavnich minorech (pro pozitivni a negativni definitnost) a o hlavnich minorech
(pro pozitivni a negativni semidefinitnost) ponechavame bez dikazu. 0J
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Priklad 169. Symetrickd matice fadu n = 2 mé tvar

A:(g 3).

Potom je matice A pozitivné definitni, pokud (podle kritéria o vedoucich hlavnich minorech, viz
Tvrzeni 53(i))

a>0, |A| = ad — b* > 0, vedouci hlavni minory jsou kladné,
zatimco matice A negativné definitni, pokud (podle kritéria o vedoucich hlavnich minorech, viz Tvr-
zeni 53(iii))

a <0, |A| = ad —b* > 0 vedouci hlavni minory st¥idaji znaménka, pocinaje zapornym.

O

Priklad 170. Symetrickd matice fadu n = 2 méa tvar

a b
)
Potom je matice A pozitivné semidefinitni, pokud (podle kritéria o hlavnich minorech, viz Tvr-
zeni 53(ii))

a>0, d>0, |Al=ad—b >0, vSechny hlavni minory jsou nezaporné,

zatimco matice A negativné semidefinitni, pokud (podle kritéria o hlavnich minorech, viz Tvr-
zeni 53(iv))

a<0, d<0, v8echny hlavni minory stupné 1 (lichy stuperl) jsou nekladné,
|A| = ad — b* > 0, v8echny hlavni minory stupné 2 (sudy stuperi) jsou nezadporné.
[
Priklad 171. Matice
0 1 1 -1
1 0 -1 1
A= 1 -1 0 1
-1 1 1 0
z Piikladu 167 neni ani pozitivné (semi)definitni ani negativné (semi)definitni, protoze ma jednu
vlastni hodnotu kladnou (A; = 1) a jednu vlastni hodnotu zdpornou (Ay = —3). O
[Konec 12. prednasky (14.12.2009) |
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