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Organizacni pokyny

Prasvitky
e prubézna aktualizace v IS Studijni materialy
Odpovédniky v IS
e priklady na procviceni k jednotlivym prednaskam
Hodnoceni
@ vnitrosemestralni pisemna prace
o body zapocitany 20% do vysledné znamky
o termin: na paté (26.10.) nebo 3esté (2.11.) prednasce,

upfesnéno do 12.10.
e 50 minut, cca 5 pfikladdi z obsahu probéhlych prednasek

@ zavéreCna pisemna prace
o body zapoéitany 80% do vysledné znamky

e podle dosazenych procent:
A (100,89), B (89,79), C (79,69), D (69,60), E (59, 55)
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Obsah predmétu

@ Sitové grafy
o 2-3 prednasky, Rudova

@ Planovani a rozvrhovani na sitovych grafech i
o 4 prednasky, Rudova

© Modelovani siti
o Hladka & Matyska
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Obsah prvni ¢asti predmétu

@ Uvod do technik diskrétni matematiky pro podporu
navrhu a fizeni komunikacénich siti

@ Grafové teoreticky koncept
© Ukazky aplikaci v komunikacnich sitich
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Pro¢ diskrétni matematika a sité?

e Teorie grafil je dtikladné rozpracovana a nabizi mnoho
vyuzitelnych algoritma.
o Graf predstavuje velmi pfimocarou reprezentaci sité na
vsech arovnich OSI modelu, napf.:
e Sitové prvky a jejich fyzické propojeni na nejnizsi vrstve,
o sitové aplikace a TCP spojeni mezi nimi na transportni vrstvé,
e procesy distribuovaného vypoctu a jejich komunikace na
aplikacni vrstvé.
e Grafy nachazeji vyuziti i v navrhu sitovych protokoli a
jejich formalni verifikaci.
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Diskrétni matematika

o Diskrétni struktury
o grafy
e hypergrafy
e kombinatorika
e Algoritmy
e proceduralni popis "krok za krokem" problémii, které nelze
fesit bezprostfedné
o slozitost, NP - tézké problémy
e Matematicka optimalizace
e vyvoj a implementace pro podporu rozhodovani
e problém navrhu siti, identifikace tzkych mist
e obchodni aspekty siti
o modeluje se grafy
e Distribuované vypocty
o sit jako distribuovany systém
o priklad smérovaci algoritmy, P2P sité
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Matematické modelovani

e Matematické struktury pro komunikacni sité a jejich
rozhodovaci problémy

e Koncept neorientovanych grafii v sitich
e Kombinatoricka optimalizace
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Matematické modelovani — mnoziny a parametry

Zakladem modelovani jsou definice mnozin a parametri

Mnozina S je neusporadany soubor prvki stejného typu,
typ mize byt velmi obecny

Kardinalitou S rozumime pocet prvki, prazdna mnozina
ma kardinalitu 0

e Parametrem rozumime neménnou hodnotu reprezentujici
numericky vstup do reseného problému

e Napf. sirka pasma vyjadrena v Mb/s
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Nejjednodussi diskrétni strukturou pro modelovani sitovych
probléma jsou grafy. Intuitivné se graf sklada z:

e Vircholii (uzlii), znazornovanych schematicky jako ,body”,
e hran spojujicich vrcholy.
Co Ize reprezentovat grafem?
e Mapu mést a silni¢niho spojeni,
e atomy v molekule a jejich vazby,
e vodovodni, elektrické sité
a zejména
@ pocitaCové sité.
Oznacovan také jako jednoduchy graf.
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Grafy a sité - priklady
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Formalni definice grafu

Graf G je usporadana dvojice mnozin (V, E), kde
e V je mnozina vrcholii a
e E je mnozina hran — dvouprvkovych podmnozin V

Vrcholy spojené hranou se nazyvaji sousedni. Hrana se
oznacuje jako incidentni k vrcholaim, které spojuje.

e
G =1{a,b,c,d e f}
C V={ {a b},
(e}
S le.f} )
b f
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Orientovany graf

Hrany v grafu, jak byly definovany, spojuji dva rovnocenné
vrcholy. Takové grafy se také nazyvaji neorientované. U hran
ovéem miizeme vyznacit smér, kterym vedou — hrany i graf se
poté nazyvaji orientované.

Graf, jehoz hrany jsou usporadané dvojice vrcholi, se nazyva
orientovany.

O hrané (u, v) fikame, ze vychazi z vrcholu u a vstupuje do v.
Graficky se orientace hrany oznaci sipkou ve sméru, kterym
hrana vede.
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Orientovany graf - priklady

Kde najdeme orientované grafy v sitich?

e Webové stranky — graf odkazii

@ DNS - hierarchicka struktura domén, serveri

e Smérovani — graf cest paketd k cili

o

{a,
{
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Multigraf

Definice grafu povoluje nejvyse 1 hranu mezi kazdou dvojici
vrcholt a pozaduje, aby hrana spojovala rtizné vrcholy. Tato
omezeni odstranuje multigraf:

Multigraf je graf, jenz nahrazuje mnozinu hran multimnoZinou
(smi obsahovat nasobné prvky) a umoziuje existenci smycek —
hran spojujicich vrchol sam ze sebou.

Multigraf [épe odpovida realnym fyzickym sitim, kde se Casto
vyskytuji redundantni linky.

Smycky mohou znazornit napf. loopback — rozhrani prijimajici
zpravy, které samo vysila.
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Ohodnoceni grafu

Vrcholiim a hrandm je mozné priradit napf. Cislo Ci barvu.

Prirazeni prvkii kone¢né mnoziny vrcholiim & hranam grafu
nazyvame jejich ohodnocenim.

Hranové ohodnoceny graf

192.168.1.101

192.168.1.1

Vrcholové ohodnoceny graf

192.168.1.103
192.168.1.102
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Priklady ohodnoceni na sitich

e Ohodnoceni sitovych zafizeni L2 a L3 adresami (viz ARP
protokol)

o Sitka pasma, latence, cena prenosu za jednotku dat jako
ohodnoceni linek — hran

e Ohodnoceni vrcholt nazvem stavu, hran typem zpravy pfi
abstraktnim navrhu protokolt (MSC — Message Sequence
Charts)

‘ Application 1 ‘ ‘TCP service 1 ‘ ‘TCF“ service 2 ‘ ‘ Application 2

TCP_DATA_REQ ACK TCP_DATA_IND
'xyz' " xyz wyz' Y
TCP_DATA_CFM ACK TCP_DATA_RSP
3 [window update] 3

Obrazek: MSC datového prenosu pro TCP
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Stupen vrcholu

Stupném vrcholu v neorientovaném grafu nazyvame pocet
hran incidentnich k vrcholu.

e Pocet klientt pripojenych k Wi-Fi AP

e Pocet uzavrenych spojeni spojovaného protokolu

(napf. TCP)
Stupen vrcholu u znacime deg(u).
2\/ deg(a) =1 deg(c) =1
- § deg(b) =2 deg(d) =0
% deg(a) =3 deg(c) =4
e g deg(b) =1 deg(d) =0
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Stupen vrcholu v orientovaném grafu

V pripadé orientovaného grafu rozlisujeme vstupni a vystupni
stupen.

Vistupnim (vystupnim) stupném vrcholu u neorientovaného
grafu nazyvame pocet hran vstupujicich do, resp. vychazejicich
z vrcholu u a znacime jej deg™(u), resp. deg=(u).

e V grafu odkazi mezi webovymi strankami reprezentuje
vstupni stupen pocet odkazil na vedoucich stranku.

C vrchol deg™ deg*
3 d a 2 0
b 1 2
c 1 1
e d 0 2
b e 1 0
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Sledy v grafu

Definice
Sledem v grafu (neorientovaném grafu) nazyvame posloupnost

vrcholi a hran
Vo, €1, V1,... ,€n, Vpy,

kde kazda hrana e; spojuje vrcholy v;_1, v;, resp. vede z v;_;
do Vi.

Sled v grafu je tedy ,trasou”, na které se mohou vrcholy i
hrany opakovat. Se sledy se Ize setkat i v realnych sitich:

o Cesta paketu siti (nékteré smérovaci algoritmy nezabranuji
zacykleni paketu v pritbéhu vypoctu).
Samostatny vrchol je také sledem.
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Cesty v grafu

Cesta v grafu je sled bez opakovani vrcholii.

V cesté se v disledku neopakovani vrcholii nemohou opakovat
ani hrany.

o Cesty definujici smérovani paketti mezi dvojicemi sitovych
prvka.

b,es,c,e,d, e, b je
sledem v grafu, ale
nikoliv cestou —
vrchol b se opakuje.
a,e,b,e,d e, eje
sledem i cestou

v grafu.
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Souvislost grafu

Definice

Neorientovany graf se nazyva souvisly, pokud mezi jeho
kazdymi dvéma vrcholy vede cesta.

Definice

Nahradime-li vsechny hrany orientovaného grafu G
neorientovanymi a ziskame-Ii tak souvisly graf, G je slabé
souvisly.

Orientovany graf je silné souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma
Jjeho vrcholy vedou cesty v obou smérech.

a C Tento graf je souvisly; po odebrani
vyznacené hrany by souvisly nebyl,
odebrani jedné z nevyznacenych hran

b d by jeho souvislost zachovalo.
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Souvislost grafu — priklady

o Internet na fyzické vrstvé tvori souvisly graf. (?7)

e Internet na IP vrstvé tvori slabé souvisly (ovsem silné
nesouvisly) orientovany graf (adresy za NAT).

e Orientovany graf webovych stranek neni silné ani slabé
souvisly.

Grafy na obrazcich jsou:
© Nesouvisly
@ Slabé souvisly
© Silné souvisly
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Isomorfismus grafi

Grafy, lisici se napf. nakreslenim, oznacenim vrchold a hran,
ohodnocenim, se nemusi lisit svoji strukturou — mohou byt
isomorfni.

Isomorfismus mezi grafy G, H je bijektivni zobrazeni vrcholi,
které zachovava hrany — tj. pokud vede v grafu G hrana mezi
vrcholy u, v, pak v grafu H vede hrana mezi vrcholy f(u), f(v).
Pokud mezi grafy G, H existuje isomorfismus, nazyvaji se
isomorfni.

Isomorfismus (jelikoz je relaci ekvivalence) tak definuje tfidy
graft, které Ize povazovat za totozné.
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Isomorfismus grafi

e Co musi isomorfni grafy splhovat?
e Musi mit stejny pocet vrchold.
e Musi mit stejny pocet hran.
e Jejich vrcholy musi mit stejné stupné.

e V mnoha pripadech je snadné dokazat, ze grafy isomorfni
nejsou pomoci téchto (a nékterych dalsich) invarianta.
Jsou-li tyto invarianty shodné, je nutno vyloucit vsechny
mozné isomorfismy.

e Diukaz isomorfie dvou grafii vyzaduje pfimo nalezeni
konkrétniho isomorfismu mezi témito grafy.
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Podgrafy

Graf H je podgrafem grafu G, pokud plati nasledujici
podminky:

@ Vircholy grafu H tvori podmnozinu vrcholi grafu G.
@ Hrany grafu H tvori podmnozinu hran grafu G.
© Hrany grafu H maji oba vrcholy v H.

Graf G je poté nadgratem grafu H.

a < a C

b d b d
Vyznaéené vrcholy a hrany Vyznaéené vrcholy a hrany netvori
tvofi podgraf. podgraf.
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Indukované podgrafy

Podgraf H se nazyva indukovany, pokud obsahuje vsechny
hrany, které mezi jeho vrcholy vedou v nadrazeném grafu G.

e Lokalni sit je indukovanym podgrafem Internetu na fyzické
vrstvé.

e Samostatné vrcholy libovolného grafu tvori jeho podgraf.

a C a C
N8 Ne TN
Vyznacené vrcholy a hrany Vyznacené vrcholy a hrany netvofi

tvofi indukovany podgraf. indukovany podgraf.
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Implementace grafu

Jak efektivné ulozit graf v paméti pocitace ¢i aktivniho
sitového prvku?

Vrcholy oznacime Cisly 1...n. Pro ulozeni hran mame dvé
zakladni moznosti:

e matice sousednosti,
e seznamy sousedii.

Matice sousednosti

e matice E o rozmérech n x n pro n vrcholi grafu
o E; =1 pokud hrana (i,/) patfi do grafu
o E£; =0 jinak
@ pro neorientovany graf je symetricka
pro orientovany graf nemusi byt symetricka
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Matice sousednosti

a b c d e
a 001 00
b 00 1 1 0
c 1 1 0 0 1
d 01 0 0O
e 001 00

V této podobé je matice sousednosti vhodna jen pro reprezentaci
jednoduchého grafu. Multigraf Ize reprezentovat matici sousednosti, jejiz
prvky udavaji pocet hran mezi kazdymi dvéma vrcholy:

a C

b d
Obdobné Ize ukladat jednoduchy hranové ohodnoceny graf.
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Matice sousednosti pro orientovany multigraf

o Q0 T w

OO O OO
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Seznamy soused

Pro kazdy vrchol existuje samostatny seznam soused(, s nimiz
je tento spojen hranou (i do nich vede orientovana hrana).
e Lze implementovat pomoci 2 jednorozmérnych poli:

e V jednom jsou uloZeny vsechny seznamy za sebou, sefazené
podle &isla vrcholu

e Druhé uchovava indexy, na kterych zacinaji v prvnim poli
sousedé kazdého vrcholu
e Nasobné hrany v multigrafu jsou zadany nasobnym
uvedenim vrcholu v seznamu sousedi

o Pro fidké" grafy (vyrazné méné nez n? hran) jsou
seznamy sousedil vyhodnéjsi z hlediska pamétové

narocnosti nez matice sousednosti. Takovych grafti je mezi
sitémi vétsina.
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Seznamy sousedl — priklad

b d

Pole indexti do seznamu sousedi:

a b c d e
1 2 6 10 13

Seznam soused(:

1 2 3 4

5 9 10 11 12 13 14
c ¢c c d d e

7 8
b b b b d ¢ e
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Cviceni

@ Nakreslete vsechny neisomorfni grafy na:

@ 3 vrcholech
@ 4 vrcholech
® 5 vrcholech

(2] Doke.lite, ze plati 3 .\ deg(y) = 2|E(G)| pro
neorientovany graf.

© Mohou dva grafy, orientovany a neorientovany, mit stejné
matice sousednosti a zaroven stejné poCty hran? Jak
takové grafy vypadaji?

@ Uvazme orientovany graf, ktery reprezentuje relace na
mnoziné vrcholi tak, ze hrana spojuje pravé ty prvky,
které jsou spolu v relaci. Jakou strukturu bude mit graf
reprezentujici:

@ tranzitivni relaci
@ relaci ekvivalence
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