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Predmluva

V letech 1992-94 prednésel Petr Hajek logiku pro studenty informatiky na Mate-
maticko-fyzikalni fakulté UK a ja jsem vedl cviceni. K této vyuce jsme napsali
ucebni text [32], ktery v8ak byl velmi struény a na desitkdch mist se odvoléval na
skripta P. Stépanka [88]. Tehdy Petr nadhodil, Ze by bylo dobré vSechny chybéjici
dtikazy vypracovat, a poridit tak kompletni skripta ¢i knihu. Protoze jsem chtél,
aby néjaky ucebni text doprovéazel i kurs logiky, ktery u¢im na FF UK, rychle jsem
tuto myslenku pfijal za svou.

Tak vznikl projekt napsat spolecné knihu o logice, kterd je urcena nikoliv Cte-
naram, ktefi se chtéji naucit logicky myslet, nybrz ¢tenaitim, ktefi logicky myslet
uz davno uméji, a to zpravidla proto, Ze udélali néjakou zkuSenost s univerzitni
matematikou. Zejména by méli mit uréitou predstavu o teorii mnozin a o pro-
gramovani. Rozumélo se pfitom, Ze kniha polozi diraz na ty ¢asti logiky, jejichz
vyzkum ma v prazském ¢i stfedoevropském prostfedi dobrou tradici, zejména na
problematiku Gédelovych vét o netplnosti a obecné metamatematiky teorii obsa-
hujicich aritmetiku, na souvislosti logiky a teoretické informatiky a na (nékteré)
neklasické logiky.

Po vice nez péti letech, kdyz byl text uz témér hotov, Petr usoudil, Ze nemtize byt
spoluautorem, nebot jeho podil je prilis maly. To je formalistické stanovisko — Petr
sice fakticky napsal pouze oddil 5.2 o Godelové fuzzy logice, avsak podstatné vétsi
¢ast a mozné vsechno inspiroval. Chci mu tedy alespori co nejsrdecnéji podékovat
za jeho prispévek, za stdlou podporu a za vSechna ta léta, kdy byl mym ucitelem.

Za cenné poznamky k textu chci podé€kovat koleglim, studentiim a prateltim
Tomé&si Auerovi, Kamile Bendové, Radku Honzikovi, Petru Jansovi, Petru Jirk,
Janu Krajickovi, Ladislavu Nebeskému, Michalu Pelisovi, Petru Savickému, Jifimu
Sgallovi, Hané Skfivanové, Jifimu Vankovi a Marté Vlasakové. Mnoha dalsim stu-
dentim dékuji za podnétné poznamky a otazky, které kladli pri mych hodinéach.
Za z4jem a podporu dékuji Pavlu Pudlakovi, Petru Stépankovi a Petru Vojtasovi.
Zv1ast chei podékovat Janu Stépankovi, ktery velkou ¢ast textu prepsal na poéitadi
a mél pritom uzitecné pripominky, a Emilu Jefabkovi, ktery odhalil fadu zavad
v pripravnych verzich.

Dékuji také Grantové agentufe UK, kterd grantem podpofila pfipravu knihy,
Edi¢éni radé AV CR, kterd dotovala jeji vydani, a Vladimiru Petkevicovi, ktery
finalni text v kratké dobé precetl a mél uzitecné poznamky k vyuzivani a zneuzivani
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¢estiny. Nakonec a predevsim dékuji své rodiné. Hané za zazemi, které mi vytvarela,
a za rady a poznamky, které mi byly mnohokrat uziteéné v pedagogické praci,
a dceram Idé a Sylvé za to, Ze mi obcas pfipomnély, jak nékteré véci vypadaji
z pohledu studenta.

Vitézslav Svejdar, biezen 2002
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Uvod

The reader (... ) learns the language of say predicate logic in much the same way
as the notion of polynomial; he is not tempted to that misplaced pedantry which led
to the odd idea that logic is the hygiene of mathematics (... ).

(G. Kreisel, J. L. Krivine v [51])

V matematice jsou velmi ¢asto uzivany symbolické zapisy. Mohou oznacovat vy-
roky, napiiklad VaVy(z -y = y - x), vlastnosti objekti, napiiklad Jv(v? = z), nebo
vztahy mezi objekty, naptiklad x € y. Lze fici, ze jejich uziti je vSeobecné a pro
matematiku typické. Zdaleka to vsak neznamend, Ze se vyskytuji jen v matema-
tice. Symbolické zapisy vyroki, vlastnosti a vztaht mezi objekty budeme nazyvat
formulemi.

Uvazujme nyni téchto pé&t formuli (axiomil):

Axl:  VaVy(z <y = Jv(v+z=1y)),

Ax2: VaVyVz(z + 2 <y+ 2z — z <y),

Ax3:  VaVyVz((z +y) +z =2+ (y + 2)),

Axd: Vavy(z-y <z & z-y<y),

Ax5: VaVyVz(z <z & 2<y — z<z-y),

a polozme si otazku, zda z uvedenych formuli vyplyvd nasledujici formule D
VavVe((a+¢) - (b+¢) < (a-b) + ),

tj. zda formule D je dusledkem axiomt Ax1-Ax5. Na prvni pohled by se mohlo zdat,
7e nez se na tuto otdzku pokusime odpovédét, musime védét, o ¢em se mluvi (zda
napiiklad o ¢islech nebo o jinych objektech) a jaky vyznam maji symboly +, - a <
vyskytujici se v nasich formulich. Pak budeme moci rozhodnout o pravdivosti vSech
formuli. Naptiklad o formulich Ax1-Ax3 lze Fici, Ze plati v oboru nezapornych ¢isel,
pokud symboly + a < maji obvykly vyznam. Formule D by platila, kdyby + a -
oznacovalo operace spojeni a prisek v néjaké booleovské algebte. Kazda z operaci
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spojeni a prusek je totiz v kazdé booleovské algebte distributivni viici druhé. V tom
pfipadé by platily i formule Ax1 a Ax3—-Ax5, ale neplatila by formule Ax2.

Na otéazku, zda D vyplyva z Ax1-Ax5, lze ve skutecnosti odpovédét kladné i
bez informace, o ¢em se mluvi a jaky vyznam maji symboly +, - a <. Formuli D
lze totiz z formuli Ax1-Ax5 odvodit nasledujici uvahou:

Necht a, b a ¢ jsou dény. PiSme d misto (a + ¢) - (b+ ¢). Mame ovéfit, ze
d < (a-b)+ec K clze néco pfi¢ist zleva (totiz a) tak, aby vysledek byl a + c.
Z predpokladu Ax1 tedy plyne ¢ < a+c. Ze stejného dlivodu plati také ¢ < b+-c.
V tom pripadé ale vzhledem k Ax5 plati ¢ < d. Pouzijme nyni Axl ve sméru
zleva doprava: existuje g takové, ze g+c = d. Podle Ax4 pouzitého na = := a+c
ay:=b+coplatig+c<a+caqg+c<b+c Ted pouZijme Ax2: mame
g<aaq<b Axbdivd ¢ <a-b. To je témér to, co jsme potrebovali, nebot
Axl a Ax3 davajig+c<a-b+caqg+cjed.

Misto odvozeni se také iika dikaz. Ctenai se pii svém studiu matematiky jisté uz
setkal s vétsim mnozstvim dilkazi vice nebo méné podobnych nasemu piikladu.
S trochou nadsazky mizeme fici, ze matematika se neskladd z niceho jiného nez
z dukazi.

Prestoze zduraziujeme, Ze nase formule D vyplyva z Ax1-Ax5 bez ohledu na
vyznam symbolid +, - a <, prozradme, kde méa nas priklad ptivod. Vsechny predpo-
klady Ax1-Ax5 plati v oboru nenulovych pfirozenych (piipadné celych) éisel, pokud
+ znamend nasobeni a x -y je nejvétsi spolecny délitel ¢isel x a y. V tom ptipadé <
musi znamenat relaci délitelnosti (Ax1 je vlastné jeji definice) a formule D vyjad-
fuje ne zcela trivialni fakt, totiz viceméné to, ze v oboru pfirozenych nebo celych
Cisel pro operace nejvétsi spoleény délitel a nasobeni plati distributivni pravidlo.

Intuitivné je témér jasné, jaka posloupnost symboli je a jaka neni formuli, ¢ili
jaka posloupnost symbolti je spravné utvorenym zapisem néjakého vztahu mezi
objekty ¢i spravné utvofenym zapisem néjakého (pravdivého nebo nepravdivého)
vyroku. Neni prekvapivé, Ze na této intuici lze zalozit formalni definici syntakticky
spravné formule. Lze néco podobného jako o formulich ¥ici i o dikazech, t;j.

e Lze formdlné definovat pojem dukazu?

Uvidime, Ze odpovéd na tuto otdzku je ANO. To se mize zdat prekvapivé, vime
prece, ze nalézt dikaz urcitého tvrzeni Casto vyzaduje zna¢nou davku invence a
nelze predem fici, jaké obraty budou v onom dtikazu pouzity. Pfesto je tomu tak;
ukazuje se, Ze vSechny dosud vytvorené diukazy vyhovuji definici, kterd se sklada
z nékolika jednoduchych pravidel. Tento fakt lze pokladat za dilezity objev a
uspéch logiky.

Formalni definice formule a dikazu umoznuje s formulemi a dikazy zachazet
jako s matematickymi objekty, to znamené fesit problémy, které se jich tykaji, a
dokazovat o nich tvrzeni. Pfedstavme si napiiklad, ze méme odpovédét na otazku,
zda existuje diikaz néjakého konkrétniho tvrzeni z néjaké dané mnoziny pfedpo-
kladd. Tvrdime-li, Ze ano, mizeme se piipadné obejit bez jakékoliv logické teorie
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a diikaz prosté napsat. Ctenaf si to mfize vyzkouset na tomto cvideni: formule
VavtVe((a-b) +c<(a+c¢)-(b+c)) a VavbVe(a<b & b<c¢ — a<c)

jsou také odvoditelné z nasich predpokladi Ax1-Ax5. Teorie pracujici s pojmem
formalniho dukazu a obsahujici jeho pfesnou definici je ale nezbytna, tvrdime-li,
ze ne, dané tvrzeni neni dokazatelné z dané mnoziny predpokladt. Péknym pii-
kladem tohoto druhu je tvrzeni znamé jako hypotéza kontinua: kaZdd nespocetnd
podmnozZina mnozZiny R vsech redlngych cisel md tutéZz mohutnost, jako celd mno-
Zina R. Po mnoho desetileti selhdvaly vSechny pokusy dokazat hypotézu kontinua
z axiomu teorie mnozin a otazka, zda takovy dikaz existuje, byla velmi znamym
otevienym problémem. AZ v roce 1963 dokdzal P. Cohen, Ze odpovéd na tuto
otéazku je negativni, hypotézu kontinua z axiom teorie mnozin dokézat nelze.!
Definice dukazu spolu s faktem, Ze formule a dukazy jsou dosti konkrétnimi
objekty, skladajicimi se ze znakil, umoznuji kromé otazek o dokazatelnosti jednot-
livych formuli polozit také otazky tykajici se mnozin dikazti nebo mnozin formuli:

e FEzxistuje algoritmus, ktery pro danou posloupnost znaki rozhodne, zda je nebo
neni dukazem z dangch predpokladi?

Kazda posloupnost symbol vyhovujici definici dikazu je dikazem a zdtraznili
jsme, ze dikaz je diikazem bez ohledu na vyznam symbolt v ném obsazenych.
To znamend, Z%e typickou odpovédi na tuto otdzku je ANO. Pfesnéji, odpoveéd
je ANO za podminky, Ze existuje algoritmus schopny rozhodovat o tom, co je a
co neni predpokladem, tj. za podminky, Ze mnozina predpokladi je algoritmicky
rozhodnutelna. Tato podminka je ovSem automaticky splnéna ve vSech pfipadech,
kdy mnozina piedpokladt je koneénd. Domysleno trochu déle, odpovéd ANO na
nasi otadzku znamena, ze kdybychom autora jakéhokoliv diikazu prinutili napsat jeho
diikaz dostateéné podrobné, mohl by pak spravnost dikazu zkontrolovat pocitac.

Zkontrolovat spravnost jiz existujictho dikazu mize byt uzitecné, ale v dobé,
kdy dtikaz jesté nemame, bychom jisté€ velice uvitali informaci, zda hledany dikaz
existuje. Uvidime, ze na otazky

e Ezistuje algoritmus, ktery pro danou formuli rozhodne, zda je nebo neni doka-
zatelnd z danych predpokladi?

o FEuxistuje algoritmus, ktery pro danou formuli rozhodne, zda plati v urcitém
konkrétnim oboru, napriklad v oboru redlnych cisel nebo v oboru prirozenych
cisel?

neexistuje zadnd typickd odpovéd. Pro nékteré mnoziny predpokladi nebo ¢iselné
(nebo jiné) obory je odpovéd ANO a pro jiné NE.

Odpovéd ANO na otézku po algoritmické rozhodnutelnosti znamen4, ze méame
algoritmus, ktery spravné vyfesi vSechny instance dané tlohy. Odpovéd NE vsak
znamena vic nez to, ze jej nemame. Nemame jej z dobrého divodu, totiz proto,

17Za predpokladu, Ze existuje viibec néjaké tvrzeni, které nelze z axiomi teorie mnozin dokézat.



12 Uvod

ze neexistuje. Ve 30. letech dvacatého stoleti, tedy diive, nez byly vyvinuty elek-
tronické pocitace, vznikly teoretické modely pocitact a o nékterych ulohach vysky-
tujicich se v logice bylo skutecné dokazano, ze nejsou algoritmicky rozhodnutelné.
Od té doby logika tizce souvisi s teoretickou informatikou. Mezi pojmy algoritmus,
vypocet a diikaz existuji ¢etné analogie, algoritmicky zajimavé tlohy casto vznikaji
pravé v logice a logické metody se naopak uplatnuji v informatice. Jsme presvéd-
Ceni, Ze pojem algoritmu dnes patii spolu s pojmy dilkaz a dusledek k zakladnim
logickym pojmuim.

Umluva, 7e s formulemi a diikazy zachézime jako s éisly, funkcemi, mnozinami
a ostatnimi matematickymi objekty a v iivahach o nich uzivime matematické pro-
stfedky, na prvni pohled nebudi Zddné podezieni. Uz v kapitole 1 se ale ¢tenar
mozna pozastavi nad dikazem véty o kompaktnosti ve vyrokové logice, ve kterém
pouzijeme topologické pojmy a vlastné i Tichonovovu vétu o kartézském soucinu
topologickych prostorti. Ctenafe by mohlo napadnout, Ze nez si dovolime uzivat
metod teorie mnozin pfi studiu konkrétnich objekt, méli bychom teorii mnozin
prozkoumat hloubéji a nezpochybnitelnym zptisobem prokézat opravnénost jejich
prostfedkid. Pfipadné bychom to mohli udélat ve vice krocich: v kazdém kroku
bychom pomoci prostredkd, o kterych dosud vime, Ze jsou opravnéné a nezpochyb-
nitelné, prokazali spravnost, opravnénost a nezpochybnitelnost dalsich prostredki,
které by pak bylo dovoleno uzivat v pristim kroku. Toto je zhruba obsah tzv.
Hilbertova programu (budovani matematiky a logiky). V kapitole 4 se sezndmime
s Godelovymi vétami o netplnosti, z nichZ slavnou Druhou vétu o nedplnosti inter-
pretujeme tak, ze Hilbertiv program je neproveditelny. 7Z matematickych metod
nelze vydélit ty, které jsou finitni, tj. nezpochybnitelné a nezavislé na formalnich teo-
riich. Teorie mnozin nebo néktera jina formalni teorie nutné hraje v logice dvojakou
roli: poskytuje prostifedky k vyzkumu logickych objekti, tedy i formélnich teorii,
a zaroven jako formalni teorie je pfedmétem vyzkumu.

e Lze se v dukazech turzeni o konkrétnich objektech, jako jsou formule, dikazy
a prostredki, jako jsou funkce na nekonecnych mnozZindch, prostory ruzného
druhu nebo treba ordindlni indukce ¢i ordindlni rekurze?

Odpovéd na tuto ponékud vagni otdzku tedy zni NE.

Bohuzel, chtélo by se dodat. Ma ale dobry smysl fici bohuzel, kdyz se nepodafilo
udélat néco, co udélat nelze?

V kapitole 4 a v oddilu 5.3 uvidime, Ze Godelovy véty o neuplnosti lze chapat
také pozitivneé, tj. jako néco, co lze hloubéji prozkoumat a osvétlit a co muze slouzit
jako nastroj k feseni problému.

Takze formule, dikazy, dusledek, tlohy a algoritmy. To, co vypada jako ro-
zumny plan vyzkumu, nemusi byt vzdy také proveditelné a nékdy lze dokazat, ze
proveditelné neni. A netyka se to jen Hilbertova programu. O tom to vSechno bude.



1
Vyrokova logika

Vsechny dilezité matematické véty maji tvar ekvivalence. (J. Krajicek)
Nebo jsou to spodni odhady. (J. Sgall)

1.1 Formule a sémantika vyrokové logiky

V prikladu obsazeném v tvodu jsme vidéli, ze v symbolickych zapisech vyroki,
vlastnosti a vztaht se uplatnuji symboly nékolikerého druhu: symboly pro relace
mezi objekty a pro operace s objekty (napiiklad < a +), proménné z, y, ...,
pomocné symboly, totiz zavorky, a konecné logické symboly, které muzeme rozdélit
na logické spojky (&, V, — a —) a kvantifikditory (V a 3). Slozitéjsi formule jsou
sestaveny z jednodussich pomoci logickych spojek a kvantifikatoria. V této kapitole
se zabyvame wvgrokovou logikou, ve které se z logickych symboli uvazuji pouze
logické spojky. Kvantifikatory se ignoruji spolu se vsim, co k nim patii. Formule
zacinajici kvantifikatorem a také formule jako v-v < z, jez neobsahuji zadné logické
symboly, se ve vyrokové logice povazuji za dale nedélitelné. Slozit&jsi vyrokové
formule jsou tedy sestaveny z jednodussich pomoci logickych spojek.

Predpokladejme, Ze jsme pevné zvolili neprazdnou mnozinu symbold At neobsa-
hujici zddny ze Sesti symbol (, ), &, V, —, 7. Prvkiim mnoZziny At fikejme vgrokové
atomy nebo jen atomy. Nasledujici definice Fika, které z vyraza sestavenych z prvki
mnoziny At U {(,), &, V, —, =} jsou vyrokovymi formulemi.

Definice 1.1.1 Mnozina vsech vyrokovych formuli je nejmensi mnozina vyrazi
splnugict podminky

o kaZdy vyrokovy atom je vyrokovd formule,

o je-li ¢ vyrokovd formule, pak —¢ je vyrokovd formule,

o jsou-li ¢ a ¢ vyrokové formule, pak (p &), (V) a (¢ — ) jsou vyrokové
formule.
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Jsou-li p, ¢ a r vyrokové atomy, pak ((pV —q)—r), dale =(p & —p) a oviem také
p a —p jsou piiklady vyrokovych formuli. Vyrazy

-(p), p&-q, pVg—r

podle nasi definice vyrokovymi formulemi nejsou, ale prinejmensim druhy a tfeti
z nich posuzujme shovivavé. Domluvme se, ze plné vnéjsi par zavorek je povoleno
vypoustét, a déle, ze spojkdm & a V pfisuzujeme vySsi prioritu nez spojce —.
Vyraz pV ¢ — r je tedy pfipustny zépis pro vyrokovou formuli ((p V q) — 7).

Formule oznacujeme malymi feckymi pismeny nebo velkymi latinskymi pismeny
ze zacatku abecedy. Mnoziny formuli oznacujeme velkymi latinskymi pismeny 7T,
S, T, ... nebo velkymi feckymi pismeny.

Spojky &, V, — a — nazyvame konjunkce, disjunkce, implikace a negace. For-
mule ¢ & ¥, © V1, ¢ — 1, - Cteme ,p a P (pfipadné ,p et ), ,» nebo ¥
(piipadné ,p vel ¥“), ,pokud ¢, pak 1 (pfipadné ,p implikuje ¥“ nebo neutrélné
»p Sipka ¥“) a ,non ¢“ (pfipadné ,neni pravda, Ze ¢“ nebo ,ne ). V literatute
se vyskytuji i jiné znacky pro logické spojky: A pro konjunkci, | pro disjunkci, >
nebo = pro implikaci, ~ pro negaci.

Terminy konjunkce, disjunkce, implikace a negace vztahujeme nejen na samotné
logické spojky, ale i na formule, které jsou z nich utvofeny. Rikédme napiiklad, Ze
formule —¢ je negaci formule ¢. Ma-li formule x tvar ¢—1), pak formuli ¢ nazyvame
premisou a formuli v zdvérem implikace .

Definice 1.1.2 Pravdivostni ohodnoceni je kaZdd funkce v z mnoziny vsech vy-
rokovych formuli do mnoziny {0,1}, kterd pro libovolné formule ¢ a v spliuje
podminky

v(p &) =1, pravé kdyz v(p) =1 a v(v) =1,
v(p V) =1, prave kdyz v(e) =1 nebo v(y) =1,
o v(p =) =1, prdve kdyz v(e) =0 nebo v(¢) =1,
o v(—p) =1, pravé kdyz v(p) = 0.

e}

@]

Zdpis v(p) = 1 ¢teme ,formule ¢ je splnéna (pravdivostnim) ohodnocenim v* nebo
»(ohodnoceni) v spliiuge formuli p“. Misto v(p) =1 se nékdy pise také v = .

Sémantika klasické vyrokové logiky je zalozena na predstavé, ze kazdému vyroku
1ze prisoudit prave jednu ze dvou pravdivostnich hodnot 1 a 0. Hodnota 1 reprezen-
tuje pravdu, 0 nepravdu. Podminky v definici 1.1.2 urcuji, jak souvisi pravdivost
vyrokové formule s pravdivosti jejich komponent. Lze je schematicky znazornit
nasledujicimi tabulkami:

&
1
0

o =<
R
o = |o

1 0 — |1 0
1 0 1|11 0
0 0 011 1
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kterym fikdme pravdivostni tabulky logickych spojek. K tabulce implikace pro jis-
totu poznamenejme, ze radky se vztahuji k premise a sloupce k zavéru implikace,
tj. ze v(p—1) = 1 plati pravé (pouze) tehdy, plati-li soucasné v(p) =1 av(v)) = 0.
7 tabulky disjunkce je zfejmé, Ze spojku ,nebo“ chapeme v obvyklém, tj. nevylu-
¢ovacim smyslu: disjunkce ¢ V 9 je néjakym ohodnocenim v splnéna i v pfipadé,
kdy jsou jim splnény obé formule ¢ a ).

Piiklad 1.1.3 Je-li ¢ formule (—p V q) & (—p — q) a v je ohodnoceni takové, ze
v(p) = v(q) = 0, pak plati v(—p) =1 av(—p—¢q) =0, a tedy v(¢) = 0.

Kazdé pravdivostni ohodnoceni je jednozna¢né uréeno svymi hodnotami na vy-
rokovych atomech, a ty mohou byt voleny libovolné a navzajem nezavisle. Néekdy
se pravdivostni ohodnoceni definuje trochu jinak nez v 1.1.2, totiz jako libovolna
funkce z mnoziny At vSech vyrokovych atomd do {0,1}. Pravdivostni tabulky
pak jednoznacné urcuji rozsifeni v libovolného ohodnoceni v na vSechny vyrokové
formule. Je zfejmé, Ze takovato definice se od nasi 1isi jen nepodstatné.

O nékterych formulich lze Fici, Ze jsou automaticky pravdivé, tj. pravdivé diky
své logické struktuie. Rika se také, Ze jsou logicky platné. Ve vyrokové logice
takovym formulim rikdme tautologie.

Definice 1.1.4 Rekneme, Ze vijrokovd formule ¢ je splnitelna, jestliZe existuje
pravdivostni ohodnoceni v takové, Ze v(p) = 1. Formule ¢ je tautologie, jestliZe
v(p) =1 pro kaZdé pravdivostni ohodnoceni v. MnoZinu vsech splnitelngch vijroko-
vych formuli a mnoZinu vsech tautologii znac¢ime SAT resp. TAUT.

Priklad 1.1.5 V piikladu 1.1.3 je uvedena formule ¢ a pravdivostni ohodnoceni v
takové, Ze v(p) = 0. Formule ¢ tedy neni tautologie. Pro libovolné ohodnoceni v
takové, ze v(p) = 0 a v(q) = 1, plati v(¢) = 1. Formule ¢ je tedy splnitelna.

Slovem ,libovolné“ v predchozim piikladu chceme zdtraznit, Ze pravdivostni
ohodnoceni je definovano na mnoziné vsech vyrokovych formuli, tj. je definovano
i na atomech jinych nez p a ¢, a mize tedy existovat mnoho (dokonce nespocetné
mnoho, je-li mnozina At vSech vyrokovych atomt nekoneénd) ohodnoceni v s vlast-
nosti v(p) = 0 a v(q) = 1. Je ale zfejmé, Ze pravdivostni hodnota v(p) zévisi
na ohodnoceni jen téch atomu, které se ve ¢ vyskytuji. Chceme-li urcit, zda né-
jaka formule je tautologie, sta¢i probrat vSechny funkce z F' do {0,1}, kde F je
(kone¢nd!) mnozina vSech vyrokovych atomi, které se vyskytuji v dané formuli.
Ukazme si postup na formuli B = ~(pVqg—p&r) — (r — q). Mnozina F vSech
atomu vyskytujicich se v B méa v naSem pfipadé tfi prvky a vSech funkci z F
do {0,1} je osm. Oznacme C formuli p V ¢ — p & r a utvoime tabulku jako na ob-
razku 1.1.1. V zahlavi tabulky jsou vSechny podformule formule B a v prvnich tfech
sloupcich jsou vsechny moznosti, jak lze prifadit pravdivostni hodnoty atomtm p,
q a r. Radky tabulky odpovidaji pravdivostnim ohodnocenim a pravdivostni ta-
bulky logickych spojek jednoznac¢né urcéuji, jak v daném fadku na zakladé prvnich
ti1 hodnot stanovit pravdivostni hodnoty ostatnich (neatomickych) formuli. Pro
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Obrazek 1.1.1: Tabulkova metoda

prehlednost jsme nepodstatné hodnoty ponechali nevyplnéné. Ve vsech ptipadech,
kdy v(q) = 1 nebo v(r) = 0, plati v(r — ¢) = 1, a tedy v(B) = 1 bez ohledu na
hodnotu v(—=C). A ve zbyvajicich dvou pfipadech rovnéz plati v(B) = 1 diky tomu,
ze v(—C) = 0. Zjistili jsme, Ze formule B je tautologie. Pfi uréovani pravdivostnich
hodnot jsme ovSsem mohli postupovat ¢isté mechanicky, ¢ili systematicky vyplnit
v8echny hodnoty v tabulce bez ivah o tom, které jsou a které nejsou podstatné.

Praveé popsany postup, kterym lze zjistit, zda dana formule je nebo neni tauto-
logii nebo splnitelnou formuli, se nazyva tabulkovd metoda. Diky ni mizeme Fici,
ze problém urcit, zda dand formule je tautologie, je algoritmicky rozhodnutelny.
Tabulkova metoda ale neni prilis efektivnim algoritmem. Vyskytuje-li se v dané
formuli n vyrokovych atomt, prislusna tabulka méa 2™ fadka. Velikost pravdivostni
tabulky formule, ktera se vejde do jediného radku, muze znac¢né presahnout velikost
primérné knihy!

Definice 1.1.6 Rekneme, Ze vyrokovd formule ¢ je (tautologickym) disledkem
mnoziny formuli T nebo Ze ¢ vyplyva z T, a piseme T = @, jestlize ¢ md pravdi-
vostni hodnotu 1 pri kazdém pravdivostnim ohodnocent v, které prirazuje hodnotu 1
vsem formulim v T. Symbolicky:

TEe e YVoVpeT(w)=1) = v(p)=1).

O mnozine T v této souvislosti mluvime jako o mnoziné predpokladd nebo o mno-
Ziné axiomu. Formule ¢ je dusledkem formule 1, jestlize {1} = p. Formule ¢ a
jsou ekvivalentni, jestliZe ¢ je dusledkem 1 a zdrovern v je dusledkem .

Znaménko | jsme jiz dfive pouzili v jiném vyznamu. V kontextu v = ¢ vlevo
od [ stoji pravdivostni ohodnoceni a zapis znamend, %e ono ohodnoceni splituje
formuli ¢. V kontextu T |= ¢ vlevo stoji mnozina formuli a znaménko | zna-
menda disledek. Mohlo by se zdat, ze kolizi bychom se mohli vyhnout tak, ze
znaménko = bychom vyhradili pouze pro vztah disledku a misto v = ¢ bychom
vzdy psali v(¢) = 1. Ve vyrokové logice je to asi pravda, ale se znaménkem = bu-
deme pracovat i v predikatové logice a tam je jeho uziti ve vice vyznamech natolik
roz§ifené, ze je asi ménit nelze.



1.1 Formule a sémantika vyrokové logiky 17

Priklad 1.1.7 Piedpokladejme, Ze mnozina At vSech vyrokovych atomi je neko-
necna spocetnd, At = {pg, p1,p2, ... }, polozme T = {p, —=pm;n < m} a uvazujme,
které formule tvaru p,, — p,, vyplyvaji z T. Kdyz n < m, pak p, — p,, vyplyva
z T'; je ziejmé, Ze kazdy prvek jakékoliv mnoziny 71" vyplyva z T. Kdyz n = m, pak
Pn— Pm také vyplyva z T, nebot mé pravdivostni hodnotu 1 p¥i kazdém pravdivost-
nim ohodnoceni, které pfifazuje hodnotu 1 vSem prvkam z T (a pii kazdém jiném
pravdivostnim ohodnoceni ovem také). Kdyz n > m, pak pravdivostni ohodnoceni
v, pro které plati v(p;) = 0 pro i < m, a v(p;) = 1 pro ¢ > m, spliiuje vSechny
formule v T, ale nesplnuje formuli p,, — p,,. Formule p,, — p,, tedy pro n > m
nevyplyva z T.

Véta 1.1.8 (a) TU{Y} E ¢, pravé kdyz T = ¢ — .

(b) Je-li T koneénd, pak T = ¢, pravé kdyz {\T} = ¢, kde AT je konjunkce
véech formuli v T (v libovolném potadsi).

(c) 0| @, pravé kdyZ ¢ je tautologie.

(d) Formule ¢ a v jsou ekvivalentni, prdvé kdyZ pro kaZdé pravdivostni ohodno-
cent v plati v(v) = v().

Duikaz ponechavame za cviceni.

Z tvrzeni (a)—(c) plyne, Ze je-li T konecna, pak T |= ¢, pravé kdyz AT — ¢
je tautologie. To znamend, ze tloha, zda dana formule vyplyva z dané konecné
mnoziny predpokladi, je algoritmicky rozhodnutelna a k jejimu feSeni lze uzit ta-
bulkovou metodu.

Snadno 1ze ovérit, ze kazdé dvé formule umisténé ve stejném radku nasledujici
tabulky jsou spolu ekvivalentni (pro kazdou volbu formuli A, B a C):

AV (BVC) (AvB)vC asociativni zédkony
A& (B&O) (A& B)&C

AV (B&C) (AVB)& (AVO) distributivni zakony
A& (BVC) (A& B)V (A& Q)

-(A & B) -~AvV-B de Morganovy zakony
-(AV B) -A&-B

——A A zékon dvojné negace.

V poslednim sloupci je u kazdé ekvivalence uveden tradi¢ni nazev. A kdyz uz jsme
u vyjmenovavani tradiénich ,zadkoni“: —(A & —A) (pfesnéji fedeno fakt, ze kazda
formule tohoto tvaru je tautologii) se nazyva zdkon sporu a AV —A se nazyva
princip vylouceného tretiho (lze se setkat i s latinskym nézvem tertium non datur).
Domluvme se, ze vzhledem k platnosti asociativniho zakona budeme c¢asto vy-
poustét zavorky ve vyrazech obsahujicich nékolik konjunkci nebo nékolik disjunkci
za sebou a napiiklad misto AV ((BV C) V D) budeme pséat jen AV BV CV D.
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Nazvéme literdlem kazdou formuli tvaru p nebo —p, kde p je vyrokovy atom.
Disjunkce nékolika literalfi se nazjva klauzule. Rekneme, ze formule A je v kon-
Junktivnim normdlnim tvaru, jestlize A je konjunkci klauzuli. Formule A je naopak
v disjunktivnim normdlnim tvaru, jestlize A je disjunkci formuli, z nichZ kazda je
konjunkci literald.

Priklad 1.1.9 Formule p i —p V ¢ jsou klauzule, takze formule p & (—p V q) je
v konjunktivnim normdlnim tvaru. Formule —-pV—¢Vr je (jedno¢lennou) konjunkei
klauzuli a zaroven je disjunkci t¥i (jednoc¢lennych) konjunkei literald. Je to tedy
formule, kterd je jak v konjunktivnim, tak v disjunktivnim norméalnim tvaru.

Véta 1.1.10 KazZdd vyrokovd formule je ekvivalentni s jistou formuli, kterd je v dis-
Junktivnim normdlnim tvaru, a také s jistou formuli, kterd je v konjunktivnim nor-
malnim tvaru.

Dukaz Dokézeme indukei podle poétu vyskyti logickych spojek v A, Ze libovolna
formule A je ekvivalentni s néjakou formuli v disjunktivnim a také s néjakou (jinou)
formuli v konjunktivnim normaélnim tvaru. Kdyz A neobsahuje logické spojky, pak
A je atomem, a tedy formuli v konjunktivnim i v disjunktivnim normalnim tvaru.

Neni-li A atomem, pak A je tvaru =B, BVC, B&C nebo B—C. Probereme vSechny
¢tyti pripady. Kazda z formuli B, C' obsahuje méné logickych spojek nez A, a dle
indukéniho predpokladu je tedy kazd4a z nich ekvivalentni s formuli v konjunktivnim
i s formuli v disjunktivnim normélnim tvaru. Existuji tedy klauzule E4,.., E,,
Eni1,.., Enym a formule v disjunktivnim normélnim tvaru D takové, ze B je
ekvivalentni s F1 & .. & E,,, déle C je ekvivalentni s F,, 11 & .. & E, 1, a konecné
B je ekvivalentni s D.

Utvofme z D formuli D’ tak, Ze navzijem zaménime konjunkce a disjunkce, od-
stranime vSechny negace, a naopak pripiSeme negaci ke kazdému atomu, ktery ji
dosud nemél. Je ziejmé, ze pii kazdém pravdivostnim ohodnoceni maji D a D’
opa¢né pravdivostni hodnoty. ProtoZe D je ekvivalentni s B, znamend to, Zze D’
je ekvivalentni s =B. Navic D’ je konjunkci klauzuli. Dokézali jsme, Ze —B je
ekvivalentni s néjakou formuli v konjunktivnim norméalnim tvaru.

Necht A je tvaru B & C. Pak A je ekvivalentni s formuli
Ei1& .. &E, & E1 & .. & By,

ktera je v konjunktivnim normalnim tvaru.
Necht A je tvaru BV C. Pak A je ekvivalentni s formuli

(B1& .. & EL)V (Bpsr & .. & Enim)

a snadno lze ovéfit, ze také s formuli /\1<i<n<j<n+m(Ei V Ej), kterd je v konjunk-
tivhim normalnim tvaru.

Je-li A tvaru B — C, pak A je ekvivalentni s =BV C. Vime uz, ze =B je ekviva-
lentni s formuli v konjunktivnim normalnim tvaru, a z predchoziho odstavce vime,
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jak k disjunkci dvou formuli v konjunktivnim normalnim tvaru nalézt ekvivalentni
formuli také v konjunktivnim normalnim tvaru.

Dokézali jsme, Ze ve vSech ¢tyfech pripadech je formule A ekvivalentni s formuli
v konjunktivnim normélnim tvaru. Ponechéavame na ¢tenafi, aby domyslel, ze A je
ekvivalentni také s formuli v disjunktivnim normalnim tvaru. QED

Neni pravda, ze konjunktivni nebo disjunktivni normaélni tvar formule je urcen
jednoznacné, a nepomuze dodat ,,az na poradi ¢lenti v konjunkcich a disjunkcich®.
Jednoduchym piikladem je formule (p — ¢q) & (¢ — 7) & (r — p), na kterou nés
upozornil P. Savicky. Ta je ekvivalentni jak s formuli (—pV q) & (—qV ) & (—r V p),
tak s formuli (—p VvV r) & (—r V q) & (=g V p).

Nékdy je vyhodné pracovat s mensim poc¢tem nez se ¢tyfmi logickymi spoj-
kami. V tom ptipadé lze jen nékteré z nich prohlésit za zakladni (tj. za opravdové
symboly) a formule obsahujici ty ostatni povaZovat za zkratkovité zapisy formuli
obsahujicich jen ony zékladni. Lze dokonce vystacit s jedinou logickou spojkou, po-
kud si pro tento ucel zvl4st definujeme novou logickou spojku jinou nez &, V a —.
O tom jsou nékterd cviceni. Nékdy je naopak vyhodné seznam logickych symbola
jesté rozsifit, napiiklad o ekvivalenci = nebo o tzv. logické konstanty T a L (pravda
a nepravda, verum a falsum), které se syntakticky chovaji jako atomy, ale pii kaz-
dém pravdivostnim ohodnoceni mé konstanta T povinné hodnotu 1 a konstanta |
naopak hodnotu 0. Konstanty T a L lze povazovat za ,nuladrni“ logické spojky.

Je dobré si uvédomit, ze mluvime-li o jazyce matematiky, chceme-li jej zkoumat
matematickymi prostfedky a chceme-li si pfitom poméhat symbolickymi zapisy,
nelze se vyhnout uziti né€kterych slov a symboli na dvou rtznych drovnich. Ve vy-
rocich o logickych symbolech a formulich se mohou vyskytnout tfeba implikace
a kvantifikdtory. Napfiklad v symbolickém zapisu v definici dasledku se vysky-
tuji kvantifikdtory Vv a Vi, které nemaji vyznam formélnich symboli (to pfijde
aZz v predikdtové logice), ale zkratek. Lze také Fici, Ze kvantifikitory jsou tam
pouzity na metamatematické trovni. Jen v pfipadé implikace a ekvivalence odlisu-
jeme graficky forméalni symbol od metamatematické zkratky: formalni symbol je —
(a pfipadné =, pokud jsme ekvivalenci zahrnuli do seznamu formdlnich symboli),
na metaturovni piSeme = a <.

Cvideni

1. Urcete, které z nasledujicich vyrokovych formuli jsou splnitelné a které jsou

tautologie:

(p—q9) —a)—q, -p—-(pV (p&q)),
-p—-=(pVa), (p—(gVr)—(qgV(p—r)),
—p—~(p& q), (P—q) —(g—r)—(—r),
p—p&(pVa), (p—q)&q—p,
p—pV(p&aq), -p—(p&q),

(r—q)V(g—np), (p—q) —p) —p
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Formule ¢ je splnitelnd, praveé kdyz —¢ neni tautologie. Kdyz ¢ — x i x — ¢
jsou tautologie, pak i ¢ — 1 je tautologie. Dokazte.

. Rozhodnéte, zda plati

(a) Kdyz ¢ je tautologie a 1) vznikne z ¢ nahrazenim nékterych vyskyta
atomu p toutéz formuli x, pak v je tautologie.

(b) Kdyz ¢ je tautologie a ¥ vznikne z ¢ nahrazenim vsSech vyskytd atomu p
toutéz formuli x, pak v je tautologie.

(c) KdyZ ¢ je tautologie a 1) vznikne z ¢ nahrazenim vsSech vyskyti atomu p
libovolnymi (i rznymi) formulemi, pak 1 je tautologie.

(d) Kdyz v resp. 1o vznikne z ¢ nahrazenim nékterych vyskytd atomu p for-
muli y; resp. x2 a x1 a X2 jsou ekvivalentni, pak 1; a 15 jsou ekvivalentni.

. Predpokladejte, ze i ekvivalence = se povazuje za zakladni logickou spojku, a

navrhnéte pro ni pravdivostni tabulku tak, aby platilo toto: ¢ je ekvivalentni
s 1, pravé kdyz formule ¢ = v je tautologie.

. Dokazte vétu 1.1.8.

. Dokazte, Ze jsou-li A a B libovolné vyrokové formule, pak formule A & B je

ekvivalentni s formuli =(A — —B). S pouzitim cvifeni 3 zduvodnéte, ze kdyz
¥ vznikne z ¢ nahrazenim vSech podformuli tvaru A & B formuli =(A — —B),
pak ¢ a 1 jsou ekvivalentni. Navrhnéte podobné zamény i pro ostatni logické
spojky a zdavodnéte, ze kazda formule ¢ je ekvivalentni s formuli ¢, ktera
neobsahuje jiné logické spojky nez

(a) —a -

(b) & a —

(c) Van-.

. Pro libovolnou mnozinu vyrokovych formuli I' ozna¢me CI(I") (od anglického

closure) mnozinu vSech tautologickych dusledktt mnoziny I'. Rozhodnéte, zda
pro kazdou mnozinu formuli I" resp. pro kazdé dvé mnoziny I' a A plati

(a) T' C CI(I),

(b) CI(CUT)) = CUT),

(¢) C{TUA) =CIT)uClA).

Pokud v (b) nebo v (c¢) je odpovéd ne, rozhodnéte, zda plati alesponn néktera
inkluze.

. Booleovskd funkce m proménnych je libovolnd funkce f z {0,1}" do {0,1}.

Naprtiklad rovnosti

f(OvO):O’ f(oal):()v f(170):17 f(171):0

urcuji jednu z booleovskych funkci dvou proménnych. Kolik je booleovskych
funkci n proménnjch? Rekneme, Ze vyrokova formule neobsahujici jiné atomy
nez po, . .,pPn_1 definuje booleovskou funkci f, jestlize pro kazdé pravdivostni
ohodnoceni v je v(p) = f(v) (to je napsdno trochu nepfesné, ale snad je tomu
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10.

11.

12.

13.

rozumét: formule —(py — p;1) definuje funkei dvou proménnych zminénou vyse).
Dokazte, ze kazdou booleovskou funkci definuje néktera vyrokova formule.

Navod. Nejprve uvazujte funkce, které maji jen jednu hodnotu 1 a jinak samé
hodnoty 0. Pak uvazujte disjunkce formuli definujicich takové funkce.

Zduvodnéte, Ze na predchozim cviceni lze zalozit alternativni diikaz tvrzeni,
ze kazda formule je ekvivalentni s néjakou formuli v disjunktivnim normaélnim
tvaru.

Dokazte, ze neni pravda, ze kazda formule je ekvivalentni s néjakou formuli
sestavenou jen z logickych spojek &, V a —.

Navod. Dokazte, ze kazda formule sestavena jen ze dvou atomu pg a p; pouze
s uzitim spojek &, V a — definuje booleovskou funkci, kterd méa v bodé [1,1]
hodnotu 1. O formulich nap¥. —py V —p; nebo pg & —py to ale pravda neni, a
zaddné z nich tedy neni ekvivalentni s formuli sestavenou z py a p; jen uzitim
spojek &, V a —.

Uvazujte smyslenou logickou spojku |, jejiz pravdivostni tabulka vznikne za-
ménou nul a jedni¢ek v pravdivostni tabulce disjunkce:

111 0
110 0
010 1

Tato spojka se nékdy nazyva Pierceovou $ipkou a lze ji ¢ist ,ani-ani“: A | B
je ekvivalentni s A & = B. Dokaite, ze kazda vyrokova formule je ekvivalentni
s formuli neobsahujici jinou logickou spojku nez |.

Necht ¢ je libovolnd vyrokova formule. Ozna¢me ¢q(T) resp. ¢q(L) formuli,
ktera z ni vznikne nahrazenim vsech vyskytd atomu ¢ logickou konstantou T
resp. L. Dokazte, ze ¢ — ¢q(T) V @q(L) je tautologie.

Dokazte, ze pro klasickou vyrokovou logiku plati véta o interpolaci, kterou lze
nejsnaze formulovat pro pripad, kdy se pripoustéji logické konstanty T a L:
jsou-li  a 1 dvé vyrokové formule takové, ze p — 1 je tautologie, pak existuje
vyrokova formule w (zvand interpolant formuli ¢ a 1) splitujici podminky:

o w obsahuje pouze atomy vyskytujici se zaroven v obou formulich ¢ a ¥
(plus ptipadné konstanty T a L),

o obé formule p — w i w — ¥ jsou tautologie.

Néavod. Necht ¢1,..,q, jsou vSechny atomy, které se vyskytuji ve ¢ a nevy-
skytuji se v ¢. Vezméte za w disjunkci vSech 2" formuli, které vzniknou z ¢
dosazenim konstant T a L za atomy qi,..,q,. Fakt, ze ¢ — w je tautologie,
odvodte z predchoziho cviceni. Déle si v§imnéte, Ze je-li a kterykoliv z 2™ dis-
junktt formule w, pak formuli o — 9 1ze ziskat z formule ¢ — 1) opakovanym
uzitim cviceni 3(b).
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1.2 Véta o kompaktnosti

Predpokladejme, ze T je mnozina, jejimiz prvky jsou uzaviené podmnoziny in-
tervalu [0, 1] chédpaného jako podmnozina mnoziny R vSech redlnych ¢éisel. Ma-li
kazdych konedné mnoho prvkiéi mnoziny T neprazdny prinik, tj. plati-li ([ F # 0
pro kazdou kone¢nou mnozinu F' C T', pak existuje alespon jedno realné ¢islo, které
je soudasné prvkem vSech prvkid mnoziny T, tj. plati (T # 0.

Praveé uvedené tvrzeni se v topologii nazyva princip kompaktnosti, realny inter-
val [0, 1] je z topologického hlediska kompaktni mnoZinou. Nahradime-li v principu
kompaktnosti terminy podle nasledujici tabulky:

uzaviend podmnozina intervalu [0, 1] vyrokové formule
mnozina uzavienych mnozin mnozina vyrokovych formuli
prinik mnoziny je neprazdny mnozina je splnitelna,

dostaneme rovnéz pravdivé tvrzeni, které se nazyva vétou o kompaktnosti ve vyro-
kové logice. Uvadime dvé (ekvivalentni) verze.

Véta 1.2.1 (o kompaktnosti ve vyrokové logice) (a) Je-li T mnoZina vyro-
kovych formuli takovd, Ze kazZdd koneénd mnozZina F C T je splnitelnd, pak T je
splnitelnd.

(b) Je-li T mnoZina vgrokovych formuli a ¢ je vyrokovd formule takovd, Ze T = ¢,
pak existuje koneénd mnoZina F C T takova, Ze F = .

Podminka T |= ¢ podle definice znamen4, ze mnozina T'U{—¢} neni splnitelna.
V tom piipadé a plati-li tvrzeni (a), existuje koneénd mnozina F C T U {—¢}
vyrokovych formuli, kterd neni splnitelnd. Af uz formule —¢ je nebo neni v F,
také (F — {—p}) U {—p} je nesplnitelnd mnozina. To opét podle definice disledku
znamena F — {-¢} = ¢. Mnozina F — {—¢} je ovSem kone¢nou podmnozinou
mnoziny T. Dokézali jsme, ze (b) plyne z (a), a zbyva tedy dokézat (a).

Uvedeme dva rizné dikazy bodu (a). K prvnimu z nich pouZijeme docasny
pomocny pojem konecné splnitelné mnoziny a pomocné tvrzeni o tomto pojmu.

Rekneme, Ze mnoZina S vyrokovych formuli je konecné splnitelnd, jestlize kazda
kone¢nd F' C S je splnitelna. Véta o kompaktnosti fika, Ze mnozina S je konecné
splnitelna, pravé kdyz je splnitelna. Pred dokoncéenim dikazu véty o kompaktnosti
se na tento fakt nespoléhejme. Po ném pojem konec¢né splnitelnosti ztrati smysl.

Lemma 1.2.2 Necht S je mnoZina vgrokovijch formuli a ¢ je vjrokovd formule.
Je-li S konecné splnitelnd, pak alespori jedna z mnozin S U {¢} a S U {—p} je
konecné splnitelnd.

Dukaz Kdyby ne, pak existuji koneéné mnoziny Fi, Fy C S takové, ze Fy U {p} a
F5 U {—¢} nejsou splnitelné. Snadno lze ovéfit, ze v tom pfipadé ani F; U F, neni
splnitelna. QED
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Duikaz véty o kompaktnosti Je-li mnozina At vSech vyrokovych atomi kone¢na
nebo spocetnd, je mnozina vSech vyrokovych formuli nekoneéné spocetna a mizeme
ji sefadit do posloupnosti. Nebudeme-li trvat na indexovani pfirozenymi cisly a
pripustime i ¢isla ordinalni, mizeme ji sefadit do posloupnosti v kazdém pripadé.
Pfedpoklddejme tedy, Ze € je limitni ordinalni ¢islo a ze {1, ; @ < €} je posloupnost
vSech vyrokovych formuli. Dale predpokladejme, Ze T je mnozina vyrokovych for-
muli, jejiz kazda koneéna podmnozina je splnitelna, tedy ze T je konecné splnitelna.
Definujme posloupnost mnozin { S, ; a < € } a mnozinu S nésledujici rekurzi:

Sy = T,
g B So U{t¥a}  kdyz S, U{tbs} je koneéné splnitelna
ottt = So U{—s} jinak,
Sy = |JSa,  kdyz A <e je limitni,
a<
s = S
a<e

Pro a = 0 je mnozina S, kone¢né splnitelnd podle predpokladu véty. Kdyz S,
je kone¢né splnitelna, pak je podle lemmatu i S,41 koneéné splnitelna. Kdyz A
je limitni a vSechny S, pro a < A jsou konec¢né splnitelné, pak i Sy je koneéné
splnitelnd, nebot libovolnd koneénd podmnoZina mnoziny Sy je podmnoZinou uZ
nékteré S, pro a < A. Dokézali jsme indukci, ze kazdd mnozina S, je konecné
splnitelna. Uvahou stejnou jako v piipadé limitniho indexu lze zdtvodnit, Ze i cela
mnozina S je koneéné splnitelna.

Postupné dokazeme, ze S mé jesté nasledujici vlastnosti:

(i) ¢ € S, pravé kdyz ~¢ ¢ S,

(ii) ¢ — 1 € S, pravé kdyz ¢ ¢ S nebo ¢ € S,
(ili) o V¢ € S, pravé kdyz ¢ € S nebo ¢ € S,
(iv) p& e S, pravée kdyz p € Sayp € S.
(i) Kdyby platilo ¢ € S a = € S, pak {p, ¢} by byla nesplnitelnou kone¢nou
podmnozinou mnoziny S a S by nebyla konecné splnitelnd. ¢ ¢ S a —~¢ ¢ S
soucasné také platit nemlze: ¢ mé v enumeraci { ¥, ; @ < € } néjaky index,
© =1qa, a Uz vV Set1 (a tim spiSe v S) je jedna z formuli ¢, —¢. (ii) Necht ¢ € S,
p—1 € Say¢S. Pak podle (i) plati - € S. Ale {p, ¢ — 1, 7} je nesplnitelnd
kone¢nd podmnozina mnoziny S. (iii) Kdyz ¢ Vo € S, o ¢ S a ¢ ¢ S, pak opét
podle (i) plati ~¢ € S a —p € S. Pak ale {p V¥, —~p, )} je nesplnitelnou koneénou
podmnozinou mnoziny S. VSechny zbyvajici tvahy v (ii), (iii) a (iv) jsou podobné
a prenechavame je Ctenafi.

Definujme nyni{ funkci v z mnoziny vSech vyrokovych formuli do {0,1} pfedpisem

vip)=1& pesb.
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Podminky (i)—(iv) fikaji, Ze funkce v je pravdivostnim ohodnocenim. Pro vSechny
formule ¢ € T plati v(y) = 1, protoze plati T C S. Mnozina T je tedy splnitelnou
mnozinou vyrokovych formuli. QED

V kapitole o predikatové logice se setkdme s aplikaci vyrokové véty o kompakt-
nosti a také s jeji predikdtovou verzi. V tomto oddilu ukazeme jesté skolni pfiklad
na uziti véty o kompaktnosti v oblasti mimo logiku, totiz dikaz tvrzeni, ze kazdy
nekonecny graf, ktery nelze obarvit n barvami, obsahuje konecény podgraf, ktery
rovnéz nelze obarvit n barvami. Pak ukadzeme alternativni — topologicky — d-
kaz véty o kompaktnosti, ktery bude velmi snadny pro ¢tenare obeznameného se
zékladnimi topologickymi pojmy. Nebudeme se ale spoléhat na predbézné znalosti
a v8echny potiebné definice uvedeme a uvedeme také dikaz (pro nase potieby po-
stacujici verze) Tichonovovy véty, kterd tvrdi, Ze kartézsky souéin kompaktnich
topologickych prostort je opét kompaktni topologicky prostor. Zbytek tohoto od-
dilu lze cist selektivné a ¢tenaf, ktery se nezajimé o mimologické souvislosti véty o
kompaktnosti, jej mtze zcela vypustit.

Dvojice (G, R) je neorientovany graf, jestlize R je symetrickd a antireflexivni
relace na mnoziné G, tj. jestlize R spliiuje podminky VaVy(x Ry = y R x)
aVz—(x R x). Graf (G', R') je podgraf grafu (G, R), jestlize plati inkluze G’ C G
aR CH{lr,yl;2€G & ye G & = Ry} Funkece h z G do {1,..,n} je
obarveni grafu (G, R) n barvami, plati-li VaVy(x Ry = h(z) # h(y)). Cisla1,..,n
reprezentuji n barev. Obarveni je pfidéleni barev vrcholiim grafu tak, aby vrcholim
spojenym hranou nikdy nebyla pfidélena taz barva.

Priklad 1.2.3 Uvazujme tvrzeni jestlize pro kaZdy konecny podgraf grafu (G, R)
existuje jeho obarveni n barvami, pak i pro cely graf (G, R) existuje jeho obarvent
n barvami. Toto tvrzeni dokdZeme prevedenim na vétu o kompaktnosti. Necht
graf (G, R) je ddan. MiuZeme si zvolit mnozinu T vyrokovych formuli a dokonce i
mnozinu At vyrokovych atomi. Zvolme ji takto:

At={py;;2€6G&1<i<n}

Kazda dvojice [z, ], kde z je vrchol grafu a i je barva, méa v mnoziné At atom p, ;,
ktery reprezentuje tvrzeni vrcholu x byla pridélena barva i. Za mnozinu T zvolme
sjednoceni néasledujicich t¥i mnoZin vyrokovych formuli:

{Pz1V .. VDgn;2€G} ; Kazdy vrchol méa néjakou barvu,
{Pei—pojii#7} ; ale jen jednu,
{ Dai — Dy TRY } ; sousedni vrcholy maji rizné barvy.

Necht v je libovolné pravdivostni ohodnoceni splitujici vSechny formule mnoziny 7.
Z ohodnoceni v mizeme sestrojit funkci h takto: h(x) definujeme jako ono 4, pro
které plati v(py;) = 1. Je zfejmé, Ze &islo i je jednozna¢né uréeno a ze h je
obarveni grafu (G, R). Zdtvodnili jsme, Ze je-li T splnitelna, pak graf (G, R) lze
obarvit n barvami. Podobné lze zdtvodnit, Ze existuje-li pro libovolny konecny
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podgraf grafu (G, R) obarveni n barvami, pak kazd4 kone¢nd ¢ast F' mnoziny T je
splnitelna. Nase tvrzeni tedy bezprostfedné vyplyva z véty o kompaktnosti.

Nyni sméfujme ke strucnému vycétu nejzakladnéjsich topologickych pojmu a
k topologickému ditkazu véty o kompaktnosti. Ozna¢me P(A) mnozinu vSech pod-
mnozin mnoziny A, tj. poten¢ni mnozinu mnoziny A. Nadéle pfedpokladejme, ze
A je vzdy neprazdnd. Mnozina 7 C P(A) je topologie na A, jestlize 0 € T, A€ T
a 7 je uzaviena na kone¢né pruniky a na libovolna sjednoceni. Je-li 7 topologie
na A, pak dvojice (A, T) je topologicky prostor a prvkim topologie 7 fikdme ote-
viené mnoZiny prostoru (A, 7). Mnozina X C A je uzaviend, plati-i A — X € T,
tj. je-li jeji komplement otevienou mnozinou.

Piiklad 1.2.4 Mnoziny {0}, A} a P(A) jsou krajni piiklady topologii na mnoziné A.
Druhé z nich fikdme diskrétni topologie. Kazda z mnoZin () a A je jak otevienou,
tak uzavienou mnozinou libovolného prostoru (A, T).

Priklad 1.2.5 Necht (A, <) je (ne nutné linedrné) uspofddand mnozina, tj. < je
reflexivni, tranzitivni a slabé antisymetrickd relace na mnoziné A. Prohlasme mno-
7inu X C A za otevienou, jestlize pro kazdé a € X plati {y; a <y} C X. Snadno
Ize ovérit, ze takto definovand mnozina vSech otevienych mnozin je uzaviend na
libovolna sjednoceni a také na libovolné — nejen koneéné — priniky, a je to tedy
topologie.

Pi¥iklad 1.2.6 Necht P je neprazdna mnozina. Oznaéme 27 mnozinu vSech funkci
z P do dvouprvkové mnoziny {0,1}:

2P ={f; f: P—{0,1}}.

Prohlagme mnozinu X C 2% za otevienou, jestlize pro kazdou funkci g € X existuji
prvky @1, @, € P takové, 7e { f; f(z1) = g(w1) & .. & f(za) = glwa) } C X.
Mnozina X je tedy oteviend, jestlize s kazdym prvkem g obsahuje vSechny funkce,
které se s funkci g shoduji na jisté kone¢né mnoziné. Piedpokladejme, 7e X a Y
jsou dvé mnoziny funkci oteviené v pravé uvedeném smyslu. Necht g € X NY.
Protoze g € X, také vsechny funkce, které se s funkci g shoduji na jisté konecné
mnoziné {xy,..,x,}, jsou v.X. Protoze g € Y, také vSechny funkce, které se
s funkci g shoduji na jisté koneéné mnoziné {y1,..,ym}, jsou v Y. Pak ale vSechny
funkce, které se s funkei g shoduji na mnoziné {z1,..,zn,y1,..,Ym}, jsou jak v X,
tak v Y. Tim je ovéfeno, ze prunik dvou otevienych mnozin je opét oteviena
mnozina. Snadno lze ovérit, ze libovolné sjednoceni otevienych mnozin je opét ote-
vienou mnozinou. Pravé definované mnoziné otevienych mnozin se fika produktovd
topologie na mnoziné 2°. Topologicky prostor (27, 7), kde 7 je produktova topo-
logie, zna¢ime obvykle pouze 2° a nazyvame kartézskou mocninou prostoru {0,1}
(vybaveného diskrétni topologit).

Rekneme, Ze topologicky prostor je kompaktni, jestlize kazda mnoZina uzavie-
nych mnozin, jejiz kazda konec¢na ¢ast ma neprazdny prunik, ma neprazdny prinik.
Rekneme, Ze mnozina F C P(A) je filtr na mnoziné A, jestlize
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e AcF, 0¢F,
o Y € F kdykoliv X CY a X € F,
o T je uzaviend na konecné priniky.

Mnozina U C P(A) je ultrafiltr na A, jestlize U je filtr a jestlize navic pro kazdou
mnozinu X C A plati, Ze jedna z mnozin X a A— X je vU. Je znamo, Ze dusledkem
axiomu vybéru je tvrzeni, ze kazdy filtr je obsazen v néjakém ultrafiltru.

Piiklad 1.2.7 Je-li A nekonecné, pak mnozina vSech jejich podmnozin, jejichz
komplement je konecny, je filtr. Je-li A libovolna, pak mnozina vSech jejich pod-
mnozin, které obsahuji néjaky pevné zvoleny prvek a € A (tj. mnozina vSech nad-
mnozin mnoziny {a}), je ultrafiltr. Nazyvame jej trividlnim ultrafiltrem. Kazdy
koneény prostor je kompaktni. Vezméme za (A, <) mnozinu vSech redlnych éisel
s obvyklym uspofddanim. KaZdy interval tvaru (—oo,a) je uzavienou mnoZinou
v topologii z prikladu 1.2.5. Prunik vSech takovychto intervalti je prazdny, ale
prinik libovolnych koneéné mnoha je neprazdny. Topologicky prostor definovany
v piikladu 1.2.5 tedy v pfipadé, kdy (A, <) je mnozina v8ech redlngch ¢isel, neni
kompaktni.

Piiklad 1.2.8 Rozmysleme si, Ze kazda kartézskd mocnina tvaru 2° je kompakt-
nim topologickym prostorem. Necht C je néjakéd mnozina uzavienych mnozin pro-
storu 2F. Kazdy prvek mnoziny C je tedy uzaviena mnozina (funkei z P do {0,1}).
Predpokladejme, ze kazda konec¢na ¢ast mnoziny C ma neprazdny prunik. Ovérime,
ze i (1C # 0. Oznaéme F mnoZinu vSech nadmnozin vSech koneénych primniki
mnozin z C. Je ziejmé, ze F je filtr. Oznacme U (néktery) ultrafiltr obsahujici F.
PlatiC C U.

Definujme pomoci ultrafiltru ¢/ funkci go : P — {0, 1} pfedpisem
gole) =1 & {fe2”; fr) =1}l

Mnoziny { f € 27; f(x) = 1} a {f € 2F; f(z) = 0} jsou navzajem komplementarni,
a tedy neni-li prvni z nich v U, tj. plati-li go(«) = 0, musi (podle definice ultrafiltru)
byt v U druha z nich. Tedy { f € 2F; f(z) = go() } je v U pro kazdé = € P.
Vzhledem k uzavienosti ultrafiltru ¢ na konecéné pruniky plati také

{fe2; f(z1) =golz1) & .. & f(zn) =go(zn) } €U

pro libovolnou kone¢nou mnozinu {z1,..,z,} C P. Dokézali jsme, Ze kazda ote-
vienad mnozina prostoru 2, jejimz prvkem je funkce go, je v U.

Necht nyni X € C je libovolnd. Vime X € Y. Kdyz go ¢ X, pak 2P — X je
oteviend mnozina obsahujici go, a tedy podle pfedchoziho 2 — X € U. To ale
neni mozné vzhledem k podminkdm v definici ultrafiltru: zadny filtr neobsahuje
navzajem disjunktni mnoziny. Dokazali jsme g9 € X. Toto plati pro kazdou X € C.

Tedy go € (C, takze (C # 0.
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Topologicky dukaz véty o kompaktnosti Kazda funkce z mnoziny At vSech
vyrokovych atomii do {0,1} ma jednoznaéné urcené rozsifeni definované na mno-
ziné vsech vyrokovych formuli. To znamena, Ze pro tcely tohoto dikazu mtizeme
pravdivostni ohodnoceni ztotoznit s prvky prostoru 24t

Pro libovolnou formuli ¢ ozna¢me Mod(p) = { f € 24%; f(¢) = 1}. Mod(yp) je
mnozina vSech pravdivostnich ohodnoceni, ktera spliuji formuli ¢, presnéji fec¢eno
mnozina v8ech funkei z At do {0, 1}, jejichZ jednoznaéné urdené rozsifeni na vSechny
vyrokové formule splituje formuli ¢.

Necht ¢ je libovolnéd vyrokova formule a nechf py, .., px jsou vSechny atomy, které
se v ni vyskytuji. Je-li f € Mod(y), tj. je-li ¢ splnéna ohodnocenim f, pak ¢ je
také splnéna kazdym ohodnocenim g, které se s f shoduje na mnoziné {ps,..,px}.
Tim je ovéfeno, Ze kazd4d mnoZina tvaru Mod(p) je otevienou mnoZinou pro-
storu 24t, Kazda mnozina tvaru Mod(y) je vSak zaroveii také uzavienou mnozinou
prostoru 24, protoZe je komplementem oteviené mnoziny Mod(—¢).

Predpokladejme, ze T je néjakd mnozina vyrokovych formuli, jejiz kazda konecna
podmnozina je splnitelnd. To znamend, ze kazda mnozina tvaru

Mod(p1) N .. N Mod(p,)

je neprazdnd, pokud {¢1,..,0n} C T. Splnitelnost celé mnoziny T znamend
N{ Mod(p); ¢ € T} # 0 a plyne bezprostiedné z kompaktnosti prostoru 24
a uzavienosti mnozin Mod(y;). QED

V prvnim dikazu véty o kompaktnosti jsme pouzili pfedpoklad, Ze mnozinu
vsech vyrokovych formuli 1ze dobfe uspotradat. Pouzili jsme tedy axiom vybéru AC.
V druhém, topologickém, dikazu jsme pouzili predpoklad

UF: Kazdy filtr na P(A), kde A # (), je obsazen v n&jakém ultrafiltru,

ktery lze také povazovat za axiom teorie mnozin. Bez dikazu jsme ponechali im-
plikaci AC — UF, ale diikaz vlastné plyne z cviceni 8. V ptipadé, kdy mnozina At
vSech vyrokovych atomt je nekonecnd spocetnd, lze vétu o kompaktnosti dokazat
v teorii mnozin bez dodate¢nych axiomi.

Cviceni
1. Necht T je mnozina vyrokovych formuli takova, ze kazdé pravdivostni ohod-

noceni splituje nékterou formuli v 7. Pak existuje koneénd mnozina formuli
{¢1,--,pn} C T takovd, ze v1 V .. V @, je tautologie. Dokazte.

2. Necht (A, <) je linedrné usporddand mnozina, tj. < je uspofddani na mno-
ziné A, které navic spliiuje podminku Vavb(a < b V b < a). Necht (c,d)
oznacuje mnozinu { a; ¢ < a < d }, dale (¢, +00) oznacuje mnozinu {a; c < a}
a (—o0,¢) ozna¢uje mnozinu { a; a < ¢ }. Mnozindm tvaru (c,d), (c,+00)
a (—oo,c) tikejme oteviené intervaly. Ozna¢me 7 mnozinu véech X C A
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spliiujicich podminku, Ze pro kazdé a € X existuje otevieny interval I C X
takovy, Zze a € I. Dokazte, ze 7 je topologie. 7 se nazyva intervalovou topo-
logi? na uspofadané mnoziné (A, <).

3. Dokazte, ze mnozina vSech redlnych ¢isel s intervalovou topologii ani mno-
zina vSech racionélnich ¢isel z intervalu [0, 1] s intervalovou topologii nejsou
kompaktni prostory.

4. Dokazte, ze je-li F C P(A) filtr a X C A libovolna, pak existuje filtr, ktery
obsahuje mnozinu F U {X} nebo mnozinu F U {A — X }.

5. Ultrafiltr U na A je trividlni, pravé kdyz U obsahuje néjakou kone¢nou mno-
zinu. Dokazte.

6. Necht A je nekonefnd mnozina. Mnozina vSech ¢asti mnoziny A, které maji
koneény doplnék, se nazyva Frechetuv filtr na mnoziné A. Dokazte, Ze zadny
ultrafiltr obsahujici Frechettv filtr neni trivialni.

7. Znamena-li Mod totéz, co v topologickém ditikazu véty o kompaktnosti, jaké
vztahy plati mezi mnozinami Mod (¢ & 1), Mod(¢ V 1), Mod(¢) a Mod(¢)?

8. Utzijte vétu o kompaktnosti pro vyrokovou logiku k dikazu tvrzeni, ze kazdy
filtr na libovolné mnoziné A je obsaZen v nékterém ultrafiltru.

Néavod. Necht je dan filtr F na mnoziné A. Zvolte mnoZinu vyrokovych atomi
tak, aby obsahovala atom px pro kazdou X C A. Atom px chéapejte jako
tvrzeni mnozina X je prvek ultrafiltru U, kde U je hledany ultrafiltr. Definujte
mnozinu formuli T' vyjadiujici fakt, ze U je ultrafiltr obsahujici filtr F. Mno-
zina T bude mimo jiné obsahovat formuli =px — pa_x pro kazdou X C A.

9. Zduvodnéte, ze tvrzeni

(i) obecnd véta o kompaktnosti ve vyrokové logice,
(ii) kazdy filtr na libovolné mnoziné A je obsazen v nékterém ultrafiltru,

(iii) kazdy topologicky prostor tvaru 2F je kompaktni

jsou v teorii mnozin bez axiomu vybéru navzajem ekvivalentni.

1.3 Hilbertovsky vyrokovy kalkulus

V Gvodnim oddilu této kapitoly jsme logicky platné vyrokové formule, tj. tautolo-
gie, definovali pomoci sémantického pojmu pravdivostniho ohodnoceni. Z definice
tautologie jsme odvodili algoritmus zvany tabulkova metoda, ktery rozhoduje o
tom, zda dand formule je tautologii. Vidéli jsme také, ze tabulkovd metoda neni
prilis efektivnim algoritmem; pocet pravdivostnich ohodnoceni, ktera je nutno vzit
v ivahu pfi zpracovani néjaké formule ¢, roste exponencialné s poctem atomu ve .
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V tomto oddilu uvidime, Ze tautologie 1ze definovat také syntakticky, totiz jako
formule, které lze odvodit mechanickou aplikaci jistych strukturalnich pravidel. Ji-
nymi slovy, tautologie jsou presné ty formule, které lze formdlné dokdzat pomoci
pravidel jistého dtkazového systému neboli kalkulu. Misto strukturalni pravidla
budeme tikat odvozovaci pravidla; slovy ,strukturdlni“ a ,mechanickd“ jsme chtéli
zduraznit, Ze odvozovaci pravidla jsou aplikovatelné na libovolné formule predepsa-
ného tvaru bez ohledu na jejich pravdivostni hodnoty ¢i smysl.

Odvozovaci pravidlo mize vypadat napiiklad takto:

X1: Yo, W—op [ e

Toto pravidlo umoziiuje prohlasit za odvozenou (formalné dokdzanou) formuli ¢,
kdykoliv se ndm pro libovolnou formuli ¢ podafilo (nezivisle na sobé) dokézat
formule ¥ — ¢ a =) — ¢. Pravidlo X1 je pravidlo se dvéma ptedpoklady a je
aplikovatelné teprve poté, kdy byly odvozeny alesponi dvé formule. Jind pravidla
mohou mit jiny pocet predpokladi. Je ale zfejmé, ze abychom vibec mohli odvodit
néjakou formuli, jsou nutna také néjaka pravidla s nulovym poc¢tem predpokladi.
Teém fikdme vyrokové ariomy a mohou byt zvoleny naptiklad takto:

X2: [/ o= (e V),
X3: /o=@ Ve).

Snadno lze ovérit, ze pravidlo X1 je korektni v tom smyslu, ze z tautologii
umoziiuje odvodit opét pouze tautologie. Pravidla X2 a X3 jsou aplikovatelna
kdykoliv, a rovnéz umoznuji odvodit pouze tautologie; jsou to tedy také korektni
pravidla. Vime-li uz, ze vSechna pravidla X1-X3 jsou korektni, mizeme ve tfech
krocich

L: = (pVp) ; X2
2: = (pV p) ; X3
3: pV-p ; X1nal, 2

dokazat, ze kazda formule tvaru ¢ V —p je tautologie. To jsme samoziejmé védéli;
diilezité ale je, Ze nyni jsme to dokézali bez probirani pravdivostnich hodnot. Uvahu
o pravdivostnich hodnotach jsme totiz uéinili a priori pfi zdavodnéni korektnosti
pravidel X1-X3.

Kalkulus tedy chapeme jako mnozinu odvozovacich pravidel. Kalkulus je ko-
rektni vaci sémantice klasické vyrokové logiky, jestlize kazda formule v ném do-
kazatelnd je tautologie. A kalkulus je uplng, jestlize je korektni a navic vSechny
tautologie jsou v ném dokazatelné. Casem se budeme zabyvat i jingmi logikami,
nez je klasickd vyrokova logika. V obecném pripadé kalkulus je korektni, jestlize
neumoziiuje dokdzat zddnou formuli, kterd vzhledem k néjaké sémantice nema byt
dokazatelnd, a je uplny, jestlize navic umoznuje dokéazat kazdou formuli, kterd vzhle-
dem k oné sémantice ma byt dokazatelnd. Kalkulus s pravidly X1-X3 je korektni,
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neni ale Gplny vaci sémantice klasické vyrokové logiky. Za chvili uvedeme kalku-
lus HK pfevzaty z Kleeneho knihy [49], o kterém dokdZzeme, Ze Gplny je. Oznadeni
X1-X3 bylo jen docasné. Pravidla X2 a X3 budou v kalkulu HK vystupovat pod
jinym nazvem a pravidlo X1 uz pouzivat nebudeme.

Definice 1.3.1 Posloupnost formuli ¢1,. ., @, je dikaz (v hilbertovském kalkulu)
z mnoziny predpokladu T, jestlize kazda formule p; je v T mnebo je vyrokovym
ariomem nebo je odvozena z nekterych formuli p; pro j < i pomoct nékterého od-
vozovactho pravidla. Formule ¢ je dokazatelnd z mnozZiny T (nebo téZ dokazatelnd
v T), jestlize existuje dikaz z mnoZiny T takovy, Ze ¢ je jeho poslednim clenem.
Kalkulus HK (hilbertovsky klasicky) md jediné odvozovact pravidlo modus ponens

MP: o, o= [ P

a nasledugici viyrokové axiomy

Al: o — (Y — ),
A2: (=W —=x) = ((¢—=v) = (¢— X))
A3: (mp— =) = ((mp — ) — ¢),

A4: & — o, &P — 1,

Ab: o= =&,

A6: ¢ — oV, Y=oV,

AT: (p—=x) = (¥ —=x) = (¢ VY —x)).

Fakt, Ze ¢ je dokazatelnd z T, zapisujeme T by ¢ nebo jen T+ . Je-li T =),
piseme jen Fpk ¢ nebo .

Prestoze jsme nezapomnéli, ze vyrokovy axiom je vlastné pravidlo s nulovym
poctem predpokladi, v definici jsme ponékud nedusledné oddélili axiomy od pra-
vidla MP a v souvislosti s tim jsme v jejich zapisu také vynechali lomitka.

Kalkulus HK je jen jeden z celé fady kalkult pro klasickou vyrokovou logiku.
V literatufe se vyskytuji kalkuly s jinym seznamem axiomti a jsou myslitelné i
kalkuly s jinym seznamem odvozovacich pravidel. Vyrokovym kalkulim zaloZzenym
na pravidle MP se také casto fika fregovskeé.

Slovo diikaz tedy uzivdme na dvou turovnich: (formélni) ditkaz jako odborny
termin (posloupnost formuli takova a takova) a ditkaz (metamatematicky) néjakého
tvrzeni (o formulich, formalnich dikazech, ...).

Zduraznéme jesté, ze A1-A7 nejsou jednotlivé axiomy, ale schémata; za ¢, 1
a x mohou byt voleny libovolné formule. Kazdou formuli, kterou ziskame volbou
konkrétnich formuli v néjakém schématu, nazyvame instanci onoho schématu.

Priklad 1.3.2 Zvolime-li libovolné formuli ¢, pak nasledujici posloupnost péti for-
muli

1: p—(p— ) ; Al
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2: (= (=) =)= (p—=(p—9) = (e—9) ;A2
3: p—=((p—9)—9) ; Al
4: (p—=(p—9)—(p—9) ; MP na 2, 3
5: =@ ; MP na 4, 1

je dukazem formule ¢ — ¢ z prazdné mnoziny predpokladi. Kazda formule tvaru
@ — ¢ je tedy v kalkulu HK dokazatelna.

Posloupnost ¢1, .., ¢,, kterd je diikkazem, nemusi byt prostou posloupnosti; de-
finice 1.3.1 pfipousti, ze nékteré formule ¢; se v posloupnosti ¢1, .., @, vyskytuji
vicekrat. Nékdy se ditkaz definuje nikoliv jako posloupnost, ale jako (vrcholové)
ohodnoceny strom, presnéji koneény orientovany strom, jehoz vrcholim jsou pfi-
fazeny formule tak, ze formuli pfifazenou libovolnému vrcholu v lze jednim uzitim
odvozovaciho pravidla odvodit z formuli pfifazenych tém vrcholim, do kterych z vr-
cholu v vede hrana (definice nékterych pojmi z teorie graft jsou na str. 118 a n.).
I ve stromovém dikazu se ovSem taz formule miZe opakovat, tj. rizné vrcholy mo-
hou byt ohodnoceny toutéz formuli. Zachovame-li oznaceni formuli ¢isly 1 az 5,
muzeme dikaz schématu ¢ — ¢ znazornit tak, jak je uvedeno na obrazku 1.3.1.
K orientaci Sipek na obr. 1.3.1 poznamenejme, Ze se snazime drzet imluvu snad
obvyklou, zZe cesty v orientovanych stromech vedou z kofenu smérem k listdim. To
v pripadé diikazti mtize vypadat neobvykle, ¢tenaf si ale miize myslet, ze Sipky ne-
sleduji ,,smér tvahy*, nybrz ukazuji na ,duvody“. Mélo by byt zfejmé, ze pomoci
stromovych dikazi lze dokazat tytéz formule, které 1ze dokazat pomoci dikazi-po-
sloupnosti.

2\4/3 |
N/

Obrézek 1.3.1: Priklad dikazu v kalkulu HK

Dikaz schématu ¢ — ¢ je jedingm pfipadem, kdy jsme si dali praci a néjaky
dikaz z prazdné mnoziny predpokladi jsme zapsali cely. Ve vSech ostatnich pripa-
dech ndm pomtze nésledujici véta. Dokazat piimo dokazatelnost schématu ¢ — ¢
vsak bylo nutné, v dikazu véty 1.3.3 se na tento fakt budeme odvolavat.

Domluvme se, ze pfi zapisovani mnozin formuli budeme vypoustét slozené za-
vorky a symbol U pro sjednoceni. Zapis I', ¢ tedy znamend T'U{w} a ¢1,..,0, F ¢
znamend {Y1,.., ¥} F o.

Véta 1.3.3 (o dedukci) Necht T je mnoZina formuli a ¢ a 1) jsou formule takove,
zel',YF@. PakT'F— .
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Dukaz Podle definice dukazu existuje posloupnost 1, .., @, takova, ze ¢, je ¢ a
kazda formule ¢; je vyrokovym axiomem, nebo je odvozena z predchozich formuli
pomoci pravidla MP, nebo je prvkem mnoziny pfedpoklada I' U {¢}. DokéZeme
indukci podle i, ze kazda implikace ¥ — ¢; pro 1 < ¢ < n je dokazatelné z pfedpo-
klada I". Necht tedy pro vSechna j < i tvrzeni plati a zabyvejme se implikaci 1) — ;.

Kdyz p; je ¥, pak ¥ — ¢y, tj. p; — @;, je dokazatelna formule.

Kdyz ¢; je néktery vyrokovy axiom nebo prvek mnoziny I'; pak t¥i¢lenna posloup-
nost p; — (Y — ¢;), i, ¥ — @; je dikazem implikace ¢ — @; z pFedpokladud T'.

Necht ¢; je odvozena pravidlem MP z formuli ¢; a ¢, kde j, k < i. Jedna z formuli
©j, @i musi byt implikaci takovou, Ze jeji premisa je druha z obou formuli a zéveér
je ;. Necht napiiklad ¢y je touto implikaci a necht j < k. Pivodni ditkaz formule ¢
ma tedy tvar

~-,<Pj,-~780j—’90i7~-7§0i,--
Indukéni predpoklad Fiké, Ze obé formule i — ¢; a ¥ — (¢; — ¢;) jsou dokazatelné
z mnoziny I'. Zapisme oba diikazy za sebe a na konec pfipisme formule

W= (pj—=@i) = (W—9) =@ —¢i), @—9)—=@—w), V=

Tim jsme ziskali dtikaz formule v — ¢; z predpokladti I', nebot prvni z téchto tii
formuli je instance schématu A2 a dalsi dvé jsou odvozeny z predchozich ¢lenil
pomoci pravidla MP. QED

Predstavme si nyni, ze chceme zdtvodnit, ze kazda formule tvaru ——p — ¢
je v kalkulu HK dokazatelnd z prédzdné mnoziny predpokladd. Véta o dedukci
fikd, Zze stadi zdtvodnit dokazatelnost formule ¢ z mnoziny predpokladt {——¢}.
Schéma A3 lze ¢ist tak, ze pokud —¢ vede ke sporu (tj. k zavéru, ze soucasné plati
1 1 = pro nékterou formuli ), pak plati ¢. A vede —p ke sporu? Ano, - déva
souasné —p i =, nebot jsme pfijali predpoklad ——p. Takovato hruba tvaha a
mozné nékolik pokust zpravidla umoznuji sestrojit hledany dikaz, v daném ptipadé
formule ¢ z mnoziny {——y}:

1: P —

2 (mp = =) = (e = ) — @) ; A3

3: = (2 = ) ; Al

4: Sl ; Predpoklad
5: i — T ; MP na 3, 4
6: (mp— =) = @ ; MP na 1, 2
7 %) ; MP na 5, 6.
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Teckami jsou znazornény ¢tyfi znamé kroky dikazu formule —¢p — —p. Abychom
ukazali jesté jeden piiklad na sestrojeni formalniho dikazu, zdivodnéme, ze kazda
formule tvaru -1 — (¥ — ) je v kalkulu HK dokazatelné. Uzijeme-li vétu o dedukei
dvakrét, staéi zdtivodnit dokazatelnost formule ¢ z predpoklada {¢, -1 }. Opét lze
uzit schéma A3. Vede i tentokrat —p ke sporu? Ano, protoze uz predpoklady ¢ a =)
tvori dohromady spor. Tentokrat zapisme jen jakysi ,vytah® z formalniho dikazu,
s vynechanim lehkych kroki (jako je naptiklad fakt, 7ze kdyz o € T'a IT' - a — g,
pak I' - 3), zato s uvedenim mnoziny pfedpokladi:

L: k(e — ) = (e =) =) ;A3

2 b tp— (~p — ) AL

3: ~, 1 b — (i — 1) A1

4: Y, oo — ; 2, MP

5: P, Yo=Y ; 3, MP

6: PP (mp =) — @ ; MP na 1, 4

7: ), @ - MP na 5, 6

8: - FY—p ; Véta o dedukci

9: F—y— (¢ — o) ; Véta o dedukei.
Lemma 1.3.4 Ndsledujici schémata jsou dokazatelnd v kalkulu HK:

(a) —— (=), (9) (o — )= (¥— o),
) (p=v)=(¥=x)=(—=x), () W= = (=),
(c) ——p—o, (i) o= (Y —=(p =),
(d)  ——=p— -, (G) (e—e)—o,

(e) ¢—-p, (k) (o= —p) =,

(f) =)= (=), M @W—=e)= (Y =) =)

Dukaz Body (a) a (¢) jsme jiz dokézali, bod (b) je lehky, (d) je instance sché-
matu (c). Domnivame se, Ze vétSinu zbyvajici prace lze ponechat na ¢tenari, pro
jistotu uvadime nékolik rad a navodi.

Schémata jsou sefazena, nékdy pomuze pouzit jiz dokdzané predchozi body. Napii-
klad bod (k) lze s uzitim (c) a dosazenim —p za ¢ v (j) dokazat takto:

p— T, o ; MP
P = F == — - ; Véta o dedukei

o — F = 5 (3)-
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Vime-li uz z (c) a (e), Ze dvojnou negaci lze podle potfeby ptidat nebo odstranit,
snadno dokézeme (f). Bod (h) lze dokazat z (f) a (g).

V (e) lze pouzit axiom A3 ve tvaru (———p— —p) — ((-——¢— ) — ). Formule
———p — i je dokazatelna diky (d), formule ———¢p — ¢ je dokazatelné z predpo-
kladu ¢, takze -y je dokazatelnd rovnéz z pfedpokladu .

Tvrzeni (j) 1ze dokazat takto:

F—p — (mp = =(~p — p)) ; (1)

—p (= — )
F g — (- — @) ; Véta o dedukei
F (e — @) = ; (8)

a kone¢né bod (1) lze dokézat uzitim bodt (h), (b) a (j). QED

Mnozina predpokladt T je spornd, jestlize z ni 1ze dokazat néjakou formuli v i
jeji negaci —p. Jinak je T' bezespornd (konzistentni). Necht T je spornd a necht ¢ je
takovd, ze T ¢ a T - —. Podle (a) pfedchoziho lemmatu plati T + ¢ — (- — ),
a tedy také T ¢, a to pro libovolnou formuli ¢. To znamend, Ze T je sporna,
pravé kdyz kazdd formule je v T dokazatelna.

Je prazdna mnozina predpokladi bezespornd? Hned uvidime, Ze ano, nebof véta
o korektnosti kalkulu HK 1ika, Ze z prazdné mnoziny predpokladi jsou dokazatelné
pouze tautologie, a neexistuje tautologie v takova, aby i =1y byla tautologie. Exis-
tuje algoritmus, ktery pro danou formuli ¢ rozhodne, zda ¢ je dokazatelnd z prazdné
mnoziny predpoklada? Ze samotné definice dikazu takovy algoritmus asi odvodit
nelze. Hned ale uvidime, Ze odpovéd je ano, nebot véta o tplnosti kalkulu HK fika,
ze z prazdné mnoziny predpokladt jsou dokazatelné prdve tautologie, a vime, ze
pro rozpoznavani tautologii existuje algoritmus. Korektnost a tplnost se tyka do-
kazatelnosti z prazdné mnoziny. Budeme uvazovat také silnou korektnost a silnou
uplnost, které se tykaji dokazatelnosti z libovolné mnoziny predpokladi.

Véta 1.3.5 (o aplnosti) Formule ¢ je dokazatelnd z prdzdné mnoZiny predpo-
kladi, prave kdyz ¢ je tautologie.

Véta 1.3.6 (o silné aplnosti) (a) Je-li T libovolnd mnoZina formuli, pak T je
splnitelnd, praveé kdyz T je bezespornd.
(b) Je-li T mnozina formuli a ¢ libovolnd formule, pak T & p, prdvé kdyz T = .

Implikaci = ve vété o uplnosti se fikd véta o korektnosti a implikacim = ve
vété o silné tplnosti se fika véta o silné korektnosti. Zdtraznéme, ze pravé véty
o korektnosti jsou dulezitym néastrojem, chceme-li dokdzat, Ze néjaka formule neni
dokazatelna nebo ze néjaka mnozina je bezesporna. Cviceni 11 ukazuje pouziti véty
o korektnosti na kalkulus, o kterém nevime, zda je uplny vici dané sémantice.
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Dukaz (vSech tvrzeni obou vét aZ na jedno) Za¢néme ditkazem implikace =
v tvrzeni (b) véty o silné tplnosti. Tim bude dokézana i implikace = ve vété o
uplnosti. Plati-li T+ ¢, pak existuje dikaz ¢1,..,p, (kde ¢, je ¢) formule ¢
z pfedpokladit 7. Indukci podle i dokdzeme T' |= ¢;. Kdyz p; je vyrokovy axiom
nebo prvek mnoziny 7T, pak vskutku T' = ¢;. Jinak je ¢; odvozena z pfedcho-
zich ¢lend ¢; a ¢ = ¢; — ¢; pravidlem MP. Indukéni predpoklad ikd T' = ¢;
aT = p; — @;. Zbyva ovéfit, ze pravidlo MP je silné korektni v tomto smyslu:
kdyz T = ¢; a T = @; — @i, pak T = ¢;. To ponechavame na ¢tendfi.

Zvolme nyni pevné atom p a uvazujme formuli p & —p. Snadno lze ovéfit, Ze
T+ p & —p, pravé kdyz T je spornd. Z definice disledku plyne, ze T | p & —p,
pravé kdyz T neni splnitelnd. Tim jsme ovéfili, Ze ve vété o silné tuplnosti (a)
vyplyva z (b).

Pfedpoklddejme nyni, ze T' = ¢. Podle véty o kompaktnosti existuje konecéna
mnozina F = {41,..,¢r} C T takova, ze F' = ¢. Snadnou tivahou o pravdivostnich
ohodnocenich lze zjistit, ze formule ¥; — (Y2 — (.. — (Y — @) ..) je tautologie.
Podle véty o uplnosti je tato formule dokazatelnd z T (a z jakékoliv jiné mnoZiny
predpokladt také). Protoze vSechny v; jsou v T, plati T+ . Pouzitim véty o
kompaktnosti a véty o uplnosti jsme dokoncili dikaz véty o silné tiplnosti. Na
pozdéji jsme odlozili podstatny krok, totiz diikaz implikace < ve vété o tiplnosti.
QED

Necht ¢ je vyrokové formule a necht v je pravdivostni ohodnoceni. Definujme
formuli ¢¥ jako ¢ v piipadé, kdy v(y¢) = 1, a jako —¢ v piipadé, kdy v(p) = 0.
V obou pfipadech tedy plati v(¢?) = 1.

Lemma 1.3.7 Necht v je pravdivostni ohodnocent, p1, .., pm jsou vijrokové atomy
a @ je formule sestavend z p1, . .,pm (ne viechny se skutecné musi ve ¢ vyskytovat).
Pak ¢V je dokazatelnd z mnoZiny predpokladid {py,..,p%,}.

Dukaz Ozna¢me T mnozinu predpokladu {py{,..,p" } a postupujme indukei podle
slozitosti formule ¢. Je-li ¢ vyrokovy atom, pak ¢¥ je v T a plati T ¢".

Necht ¢ je tvaru —¢ a necht pro ¢ tvrzeni plati. Kdyz v(¢)) = 1, pak ¢v je 1,
déale ¢ je =) a z indukéniho pfedpokladu T F ¢? plyne T+ ¢¥ diky tvrzeni (e)
lemmatu 1.3.4. Kdyz v(¢) = 0, pak ¢V = (—))” = =) = ¢V a neni co dokazovat.

Necht ¢ je tvaru ¢ — x a nechf pro @ i x tvrzeni plati. Kdyz v(x) = 1, pak
X' = x a e’ = 1Y — x, a z indukéniho pfedpokladu 7" - x" plyne T' - ¢" diky
axiomu x — (¢ — x). KdyZ v(¢)) = 0, pak ¥V = <) a ¥ = 1) — ¥, a z indukéniho
pfedpokladu T + ¢¥ plyne T F ¢? diky bodu (a) lemmatu 1.3.4. Posledni mozny
pripad je v(v)) = 1 a zaroven v(x) = 0. Pak ¢* =¥, x¥ = -x a p¥ = =(¢ — x),
a z indukénich predpokladt T F ¢ a T+ x” plyne T F ¢v diky bodu (i) lem-
matu 1.3.4.

Zbyvajici pripady, kdy ¢ je konjunkci nebo disjunkci, prenechdvame ctenaii s tim,
Ze je treba také formulovat a dokazat prislusné rozsireni lemmatu 1.3.4. QED
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Dukaz véty o tplnosti Necht ¢ je libovolné tautologie. Chceme ovéfit, Ze ¢ je
dokazatelnd v kalkulu HK. Necht p1,.., p,, jsou vSechny vyrokové atomy vyskytu-
jici se ve ¢. Protoze ¢ je tautologie, predchozi lemma tika, ze

Pl D

pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v. Definujme pro 0 < k < m elementdrni mno-
Zinu (pfedpokladi) délky k jako mmnoZinu obsahujici k formuli, a to pravé jednu
z formuli p;, —p; pro kazdy z atomi ps, .., px. Diky tomuto docasnému pojmu ne-
budeme uz muset mluvit o pravdivostnich ohodnocenich. Existuje 2* elementarnich
mnozin délky k. Uvazujme nyni tvrzeni

Je-li T libovolnd elementdrni mnozina délky k, pak T . (*k)

Pfedchozi lemma ¥fika, Ze pro k = m tvrzeni (%) plati. DokéZeme (sestupnou)
indukei podle k, Ze (xi) plati pro kazdé k takové, ze 0 < k < m. Tvrzeni (xq) je to,
co jsme méli dokazat.

Necht tedy 0 < k < m a T je libovolnd elementarni mnozina délky k. Indukéni
predpoklad ¥iké, ze plati T, pri1 b @ i T, —prr1 - @, nebot T, pri1 a T, —pra1 jsou
elementarni mnoziny délky k + 1. Véta o dedukci dava

TEper1i—¢ a TEF-perr— .
Z toho plyne T F ¢ vzhledem k bodu (1) lemmatu 1.3.4. QED

Pokusme se shrnout, ¢eho jsme v tomto oddilu dosahli a co se nepodafilo. Se-
strojili jsme dtkazovy systém, ktery je silné tplny vzhledem k sémantice klasické
vyrokové logiky. Pozoruhodné je, ze vSechny tautologie Ize odvodit uzitim jen
kone¢né mnoha logickych principti vyjadfenych axiomy a odvozovacimi pravidly
kalkulu HK. Dalsi vyhodou kalkulu HK je to, Ze pfiddnim nékolika pravidel a axi-
omu o kvantifikatorech z néj lze, jak pozdéji uvidime, snadno ziskat kalkulus i pro
predikatovou logiku.

K vysvétleni toho, co mozna nedopadlo tplné podle oéekavani, zavedme nékolik
pojmi. Délku formule ¢ zna¢ime |¢| a rozumime ji souhrnny poéet vSech vyskyta
logickych spojek a atomi ve . Napiiklad formule (—p — p) — ¢ ma délku 6.
Délkou |d| dikazu d a délkou |T| koneéné mnoziny T rozumime soucet délek vSech
formuli v d resp. v T. Délky tedy méfime prvky mnoziny N = {0,1,2,3,...} vSech
prirozenych ¢isel. O funkcich f a g z N do N fekneme, ze f neroste radove rychleji
neZ g, struéné f € O(g) nebo f(n) je O(g(n)), jestlize existuji piirozend ¢isla
c a ng takové, ze f(n) < c- g(n) pro véechna n > ng. Napiiklad funkce 6n% + 9
je O(n?), protoze pro n > 3 plati 6n? + 9 < 7n?. T4z funkce je oviem i O(n?) atd.
Rekneme-li, ze kazd4 tautologie délky n ma dikaz délky O(g(n)), pak to v souladu
s touto definici znamena, ze existuje ¢islo ¢ takové, ze kazda tautologie ¢ od urcité
délky vyse mé (alesponl jeden) dukaz, jehoz délka je nejvyse ¢ - g(|¢|).

Ve cviCenich vybizime ctenaie k analyze naseho dikazu véty o tplnosti, kterou
lze ovétit, Ze kazda tautologie délky n m4 diikaz délky O(n? - 2"). Zajimava a
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dosud nevyiesena je otézka, zda funkci n? - 2" lze nahradit nékterou funkeci rostouci
pomaleji nez exponenciilné, naptiklad polynomem, tj. otazka

o Mad kazdd tautologie délky n dikaz v HK délky p(n), kde p je vhodng polynom?
Pokud ne, existuje kalkulus jiny nez HK, pro ktery to plati?

Tato otazka souvisi s dilezitymi otevienymi problémy ve vypoctové slozitosti a
kratce se k ni jesté vratime v pristi kapitole. Odpovéd ano by ve vypoctové slo-
zitosti méla silné a neocekavané dusledky, a je tudiz povazovana za nepravdépo-
dobnou. To znamena, Ze za nedokazanych, ale celkem vérohodnych predpokladu
z vypoctové slozitosti maji nékteré kratké tautologie jen velmi dlouhé dikazy, a
plati to o jakémkoliv kalkulu. O nékterych kalkulech (jinych nez HK) to dokonce
jiz bylo dokazano bez uziti predpokladi z vypoctové slozitosti. Nalezeni forméalniho
dikazu néjaké formule mize v jednotlivych pripadech byt rychlejsi cestou k ovérent,
ze je tautologii, nez probirani vsech pravdivostnich ohodnoceni, ale obecné, tj. pro
vSechny tautologie, to (asi) neplati.

Kvantitativni analyza vysledku z logiky je oblast, ktera je ziva a v posledni dobé
se rychle rozviji. Studiu problematiky vyrokovych kalkult a jeji souvislosti s vypo-
¢tovou slozitosti je napiiklad vénovéna Krajickova kniha [50]. Zajimavé a pfehledné
pojednani o délkach ditkazii (i v predikatové logice) je Pudlakova kapitola [69].

Cviceni
1. Zdivodnéte podrobné, Ze ve vété o dedukci plati i opa¢na implikace: kdyz
Tty —p,pak T, .

2. Dokoncete dukaz lemmatu 1.3.4.

3. Mnozina T, —p je spornd, pravé kdyz T + ¢. Dokazte.
Névod. Vyuzijte bod (j) lemmatu 1.3.4.

4. Kromé schémat tykajicich se implikace a negace, kterd jsou uvedena v lem-
matu 1.3.4, jsou k dokonceni ditkazu véty o iplnosti uzitecna jesté tii schémata
tykajici se disjunkce:

e—=(eVY), Y= (pVY), e (Y —(p V).
Zduvodnéte, Ze jsou dokazatelnd v kalkulu HK. Formulujte jesté dalsi t¥i po-

tfebna schémata tykajici se konjunkce a zdtvodnéte i jejich dokazatelnost.

5. Pravidlo substituce ¢ / ¢,(x) umoziiuje z libovolné formule ¢ odvodit formuli,
kterad z ni vznikne nahrazenim vSech vyskytt nékterého atomu toutéz (libovol-
nou) formuli. Rozhodnéte, zda pro kalkulus, ktery vznikne pfidanim pravidla
substituce ke kalkulu HK, plati véta o korektnosti a véta o silné korektnosti.

6. Zdavodnéte, Ze z véty o silné tplnosti plyne véta o kompaktnosti.
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10.

11.
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Zduvodnéte, Ze (b) ve vété o silné Gplnosti plyne z (a).
Navod. Vyuzijte cviceni 3.

Ozna¢me HK* vyrokovy kalkulus, ktery vznikne z kalkulu HK nahrazenim sché-
matu A3 nasledujicim schématem A3*:

A3 (= ) = (Y — ).
Zduvodnéte, ze pro kalkulus HK* plati véta o dedukci i véta o silné korektnosti.
Dokazte, ze vSechna schémata z lemmatu 1.3.4 jsou dokazatelnd také v kal-

kulu HK*. Pro kalkulus HK* tedy plati véta o uplnosti, a tedy HK a HK* jsou
ekvivalentni kalkuly.

Névod. Postupujte jako v diikazu lemmatu 1.3.4. V (c) zdtvodnéte, Ze misto
F ——p — ¢ staéi dokdzat ——p F ——¢p — . K tomu uzijte A3* ve tvaru
(mp = —7=p) = (79 — ). V (1) dokazte

Y=, =k —p—p ; (h), (b),
a pak uzijte (j).

Zdavodnéte, ze kazda formule neobsahujici konjunkci a disjunkei je v kal-
kulu HK dokazatelné bez uziti axioma A4-A7.

Predpokladejte, ze konjunkce a disjunkce se neuvazuji a ze implikace a negace
nemaji dvouhodnotové, ale nasledujici tfihodnotové tabulky:

S =N
N OO

Dokazte, ze pravidlo MP je silné korektni vici takto modifikované sémantice
v tom smyslu, ze z formuli, které pti kazdém pravdivostnim ohodnoceni maji
pravdivostni hodnotu 2, dovoluje odvodit opét pouze formuli, ktera pii kazdém
pravdivostnim ohodnoceni ma hodnotu 2. Uvazujte vyrokovy logicky systém
s jedinym pravidlem modus ponens a s nasledujicimi schématy axiomi:

— (Y — o),
(p—=@W—=x) = (¢—=v) = (—X),
(o =) = ((p— ) = —p),

= (mp—1p).

Formulujte a dokazte vétu o silné korektnosti tohoto systému vici uvedené
t¥ihodnotové sémantice. Dokazte, ze formule (—p — —q) — ((-p — ¢q) — p)
a ——p — p nejsou v tomto systému dokazatelné.
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12.

13.

14.

15.

16.

Rozhodnéte, které formule z lemmatu 1.3.4 jsou dokazatelné v kalkulu z cvi-
Ceni 11.

Névod. Tentokrat je asi vyhodné&jsi dokdzat difv (e) nez (d) a d¥iv (h) nez (f).
Zdtuvodnéte, ze pripustime-li i konjunkci a disjunkci a pridame-li ke kalkulu ze

cviceni 11 schémata A4-A7, na nedokazatelnosti formule =—p — p a formule
(=p — —=q) — ((-p — ¢) — p) se nic nezmeéni.

Necht T a ¢ jsou takové, ze T I/ ¢. Vezméte limitni ordinélni ¢islo e a posloup-
nost {1, ; a < €} vech vyrokovych formuli a definujte posloupnost { S, ; @ < £}
mnozin vyrokovych formuli nasledujici rekurzi:

S() = TU {—Kp},

g Sa U{ta}  kdyz S, U{t)s} je bezespornd
ot So U{-%} jinak,
Sy = |JSar  kdyz A < je limitni,
a<
S = S
a<e

Dokazte, ze kazdd mnozina S, i celad S je bezesporna a ze S ma vsSechny vlast-
nosti (i)—(iv) z prvniho diikazu véty o kompaktnosti. Déle podobné jako v onom
dtkazu definujte pravdivostni ohodnoceni, které splnuje vSechny formule mno-
ziny T, —. Tim jste dokon¢ili pfimy dilkkaz véty o silné uplnosti kalkulu HK.

Ma-li libovolné ze schémat jmenovanych v lemmatu 1.3.4 délku n, pak ma dikaz
v HK délky O(n). Dokazte.

Navod. Dikaz kterékoliv formule tvaru napiiklad ——¢— ¢ lze ziskat dosazenim
do jediného dtikazu formule -—p — p.

Ma-1i formule ¢ dtikaz délky n z mnoziny 7,1, pak formule ¢ — ¢ ma dikaz
délky O(n) - O(|¢|) z mnoziny T. Dokazte.

Névod. Necht d = ¢1,.., ., kde ¢, = ¢, je ditkaz formule ¢ z mnoziny T, 1.
Necht |d| < n. Musi platit » < n. Muzeme piedpoklddat, ze formule @1, .., @,
jsou navzajem rtzné. Necht d’ je dikaz formule 1) — ¢ sestrojeny v diikazu véty
o dedukci. V misté, kde v ditkazu d je formule ¢; odvozena z pifedchozich for-
muli pomoci pravidla MP, jsou v ditkkazu d’ t¥i formule. Pfeskupenim symbolii
v téchto tfech formulich muzeme ziskat: formuli ;, Sest vyskyta formule 1,
tii vyskyty formule ¢; — ¢; a sedm vyskytt implikace. Protoze v dikazu d se
neopakuji formule, mtizeme ¥ici, Ze kazda formule ¢ dikazu d se v diikazu d’
vyskytuje nejvyse sedmkrat, a to jednou nebo ¢tyfikrat (je-li vyrokovym axio-
mem nebo prvkem mnoziny I') na pivodnim misté, a pak jesté t¥ikrat nékde
dale, je-li implikaci ¢; — ¢; zminénou vyse. V dikazu d' je dale nejvyse 6n
vyskytt formule 1 a nejvyse 7n novych implikaci, jiné symboly v ném nejsou.
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17. Dokazte, Ze je-li v pravdivostni ohodnoceni a ¢ vyrokova formule sestavena
z atomtt p1,..,Pm, pak ¢V ma ditkaz z predpokladii p¥, .., p2, délky O(|¢]?).

18. Dokazte, ze je-li ¢ tautologie délky n, pak ¢ méa diikaz délky O(n? - 2").

avod. Uvaizte, Ze formule délky n obsahuje nejvyse n riznych atomu. J. Kra-
Navod. Uvaizte, ze f le délk bsahuj jvys iznych atomt. J. K
ji¢ek nas upozornil, Ze lze pocitat o néco presnéji: tautologie délky n mé nejvyse
(2n)/3 atomit a funkce n? - 22")/3 je v O(27).

19. Zdtvodnéte, ze ke kazdému dikazu-posloupnosti délky n existuje stromovy
dukaz téze formule, jehoz délka je O(27).

1.4 Gentzenovsky vyrokovy kalkulus

Véta o uplnosti pro hilbertovsky kalkulus HK spolu s tabulkovou metodou zaru-
Cuji existenci algoritmu, ktery pro kazdou vyrokovou formuli rozhodne, je-li do-
kazatelnd v kalkulu HK. Slo by takovy algoritmus odvodit piimo z definice di-
kazu, bez odvolani se na sémantiku? MozZné, Ze o existenci dikazu dané formule
v HK nebo v né€jakém jiném kalkulu by Slo rozhodnout tak, ze bychom se pokusili
dikaz dané formule sestrojit od konce, tj. Ze bychom se pokusili zpétnym uziva-
nim pravidel kalkulu dospét od dané formule k axiomtm. Pravidlo modus ponens
kalkulu HK mé bohuzel pro tento tucel nevyhodnou vlastnost, Ze dvojic 11,1,
z nichz lze jednim uzitim pravidla MP odvodit danou formuli ¢, je nekoneéné
mnoho.

Studium kalkulu GK, do kterého se nyni pustime, vrhne urcité svétlo na otazku,
jakou cenu je tfeba zaplatit za kalkulus, jehoz pravidla by neméla pravé popsanou
nevyhodnou vlastnost pravidla MP.

V kalkulu GK (gentzenovském klasickém) se na rozdil od kalkulu HK nedokazuji
jednotlivé formule, ale sekventy. Nékdy se proto mluvi také o sekventovém kalkulu.
Sekvent je definovan jako dvojice koneénych mnozin formuli. Sekvent sestavajici
z mnozin I' a A zapisujeme (I' = A). Jeho zamysleny vyznam je ,plati-li vSechny
formule z I', pak plati i néktera formule v A“. Znaménko = v zdpisu sekventu neni
metamatematickou zkratkou ani logickou spojkou, nybrz formalnim symbolem od-
délujicim mnoziny I' a A. Mnoziné T' v sekventu (I' = A) fikdme antecedent
a mnoziné A sukcedent. Antecedent i sukcedent mohou byt i prazdné. Pokracu-
jeme v praxi vypousténi mnozinovych symbolé U a ) a sloZzenych zévorek, jde-li o
mnoziny formuli. Napiiklad misto (I'U{p} = () piSeme jen (I', = ). Vyznam
sekventu (I' = ) je ,nemohou soucasné platit v8echny formule z I'“ (tj. ,mnoZina I"
je spornd®), vyznam sekventu {( = ¢) je ,plati ¢*“. V souladu s tim definujeme
dikaz formule ¢ jako ditkaz sekventu ( = ).

V literatufe se vétsinou lze setkat s trochu jingym zptisobem zapisovani sekvent.
Napftiklad v [49] a [91] se nepisi lomené zavorky a misto = se piSe delsi jednodu-
cha sipka —. Spojka implikace se v literatufe o gentzenovskych kalkulech ¢asto
zapisuje symbolem .
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Gentzenovsky (sekventovy) kalkulus GK m4 nésledujici odvozovaci pravidla:

A: / (Lo = A, p),

W: (I' = A) /(T = A, p), (I' = A) / (T,p = A),

v (D= A) [ (T'= Apvey),  (I'=Ap) /(T = A9Ve),
Ll (Te = A) / (Tp&d = A), (To=A4) /[ (Th&e = A),
Lr: (D= A,0)(T = A9) /(T = Apkd),

V-1: (T = A) (T, = A) / (T,pVy = A),

—l: (T'=A,¢) / (T, = A),

T (T, = A) /(T = A, —p),

—r (Do = Ad) /(T = A p—v),

—-1 (T = Ajp),(ILy = A) / (T, ILp—1 = AA),

Cut: (I' = Ap),(ILLg = A) / (I,IT = AA).

Vidime, ze na rozdil od kalkulu HK, ktery ma jen jedno pravidlo s nenulovym po-
¢tem predpokladt, mé kalkulus GK naopak jen jedno pravidlo, totiz A, s nulovym
poctem predpokladt. Pravidlo A umoziuje prohlésit za odvozeny jakykoliv sek-
vent, ktery ma né€jakou formuli soucasné v antecedentu i v sukcedentu. Takovému
sekventu se 1ika inicidlni sekvent, nékdy téz axiom.

Ditikaz v kalkulu GK lze podobné jako diikaz v kalkulu HK definovat bud jako
koneénou posloupnost sekventt, v niz kazdy (je inicidlni nebo) je odvozen z pted-
chozich pomoci nékterého pravidla, nebo jako koneény orientovany strom s vrcholy
ohodnocenymi sekventy, v jehoz listech jsou inicidlni sekventy, dale kazdy jiny sek-
vent je odvozen z jednoho nebo dvou dcefinnych sekventii pomoci nékterého pravi-
dla a v kofenu je vysledny (findin?) sekvent.

Jednoduchy diikaz zapsany ve formé stromu muze vypadat napiiklad takto:

(p=9) /(= ¢p)
}<so—>w¢’w> / {= (p——p)—p).
(o = —p)

V tomto dikazu je findlni sekvent ( = (¢——¢)——¢ ) odvozen t¥emi kroky ze dvou
inicidlnich sekventi. Vlevo nahote je lomitkem vyznaceno pouziti pravidla —-r.
Kazdé z obou pravidel pro negaci umoznuje pfipsat negaci ke kterékoliv formuli
v antecedentu (resp. v sukcedentu) a zdroven ji pfemistit na druhou stranu. Velkou
slozenou zavorkou je vyznaceno pouziti pravidla —-1. Toto pravidlo je pouzito na
mnoziny I' = 0, A = {p}, I =0 a A = {~¢}. Pravidlo —-1 umoziuje utvofit
implikaci z formuli, z nichz zévér byl ptivodné v antecedentu jednoho a premisa
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v sukcedentu druhého sekventu. Tyto formule jsou v naSem piipadé vyznaceny
podtrzenim. V poslednim kroku je pouzito pravidlo —-r.

Na obrazku 1.4.1 je jiny piiklad dikazu, tentokrat zapsany ve formé stromu
s korenem dole a s kroky vyznacenymi vodorovnymi linkami. Snadno lze ovéfit,
ze vSechny kroky tohoto dikazu odpovidaji pravidlam kalkulu GK. V okamziku,
kdy bylo pouzito pravidlo —-1, jsme pro jistotu ony formule, ze kterych byla utvo-
fena ,nova“ implikace v antecedentu, opét vyznacili podtrzenim. VSimnéme si
podrobné poslednich dvou kroki, na kterych si mizeme ukazat dilezitou vlastnost
kalkulu GK. V predposlednim kroku je formule —i V x odvozena pomoci pra-
vidla V-r z formule —¢) a v poslednim kroku je pak taz formule odvozena podle
stejného pravidla jesté jednou z formule y. Druhé odvozeni téZze formule ale roz-
hodné nebylo zbyte¢né, nebot soucasné byla odstranéna formule x. Tim chceme
upozornit na skuteénost, Ze zapisy tvaru A, 1y nebo A, V1) pripoustéji, ze formule 3
resp. V1 je v mnoziné A. Pravidlo V-r umoziiuje odvodit sekvent (T' = A, pV1))
ze sekventu (I' = A v) jak v pfipadé, kdy v € A, coz velkou cenu nem4, tak
v pfipadé, kdy ¢ V ¢ € A, coz je naopak podstatné. Totéz plati o ostatnich pravi-
dlech. Neni tedy tplné vystizné fici naptiklad o pravidlu —-1, Ze umoznuje piipsat
do antecedentu formuli - za predpokladu, Ze v sukcedentu predchoziho jiz dokéa-
zaného sekventu je formule ¢. Presnéjsi je Tici, ze pravidlo —-1 umoznuje odstranit
ze sukcedentu libovolnou formuli ¢ za predpokladu, ze formule —¢ je v antecedentu
nebo zZe ji tam pridame. Na pravidlech gentzenovského kalkulu je tedy podstatné
to, ze ve formalnim dikazu mohou nékteré formule postupné zmizet. Méné pod-
statné je to, ze nové formule se mohou postupné objevit. Kdyby slo jen o p¥idani
novych formuli, vystacili bychom s pravidlem W, kterému se cesky fika pravidlo
oslabeni, anglicky weakening rule.

Formuli nebo formulim, které pti pouziti néjakého pravidla vznikaji nové nebo
opétovné, se ¥k principdlni formule tohoto (pouziti) pravidla. Formuli, kterd pfi
pouziti pravidla mizi, fikejme vstupni formule tohoto (pouziti) pravidla. Ostatni
formule v sekventu, se kterymi se nedéje nic, jsou postranni. Je-li napriklad sek-
vent (I' = A,p — 9) odvozen pravidlem —-r ze sekventu (I', = A,¢), pak
@ a 1 jsou vstupni formule, ¢ — 1) je principalni a formule v I' a v A jsou po-
stranni. Jak vstupni, tak principdlni formule miZe byt zarovei postranni formuli.

(o0 = ¢) (o9 =)

(0, = &)

(o= p&ip, )

(x = x) (= &y, 1, ~p)

(mp—x = p&, ", x)

(~(p &), ~p—x = ", x)
((p&),~p—x = Y Vx,x)
(=(p&),~p—x = P Vx)

Obrazek 1.4.1: Priklad dikazu v gentzenovském kalkulu
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Pravidlo Cut, kterému se Cesky fika pravidlo Tezu, nema zadnou principalni formuli.
Ostatni pravidla maji vzdy jednu principalni formuli, jen o pravidle A si muzeme
myslet, Ze ma dvé. Pravidlim W a Cut se fika strukturdlni, ostatni pravidla jsou
vyrokové logickd. Dikaz, ve kterém neni pouzito pravidlo Cut, se nazyva bezrezovy.
Oba dosud uvedené piiklady jsou beziezové.

sloupnosti sekventi. Na tomto pfikladu si zaroven ukazeme, jak muze byt pravi-
dlo Cut uzitec¢né ke spojeni dil¢ich vysledkt do jediného dikazu. Predpokladejme,
Ze si prejeme dokézat formuli ((p — ¥) — ¢) — . Oznafme ji A. Mame tedy
sestrojit dikaz sekventu ( = A). Dikaz sestrojime formalizaci nasledujici tvahy:

(i) Plati ¢ nebo —.
(ii) Kdyz ¢, pak ano, plati také jakakoliv implikace tvaru (..) — .
(iii)
(iv) Kdyz - a ¢ — 1, pak neplati (¢ — ¥) — .

(v) Kdyz =((¢ — ) — ¢), pak ano, plati implikace ((¢p — ) — ) — .

Kdyz —p, pak plati ¢ — .

Jednotlivym krokim této neformalni dvahy odpovida nasledujici formalni dikaz.
Kazdy z prvnich t¥indcti ¢lent je bud inicidlnim sekventem nebo je odvozen z bez-
prostifedné predchoziho nebo dvou predchozich sekventii:

L (¢ = p,¥)

2: (¢~ = ¥)

3 (mp = p—9) : Krok (iii)
4 (p—=Y = p—9)

5 (¢ = ¢)

6: (p—=, (=)= = p)

& (p—=v, 0, (p—=9) —p =)

8: (o=, = =((p—=v) =) ; Krok (iv)
11 (~(lp—=v)—¢) = A) ; Krok (v)
12: (o, (p—=)—p = )

13: (¢ = A) ; Krok (ii).

Nyni pouzijeme (tfikrat) pravidlo fezu a dokoncime dikaz sekventu ( = A):

14: (o=, = A) ; Cut na 11, 8
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15: (—p = A) ; Cut na 14, 3
16: (oV-p = A) ; V-1 na 15, 13
21: (= A).

Vynechali jsme Sest sekventti s ¢isly 9, 10 a 17-20. Ctenai, ktery je dovede doplnit,
pravdépodobné uz vi, jak gentzenovsky kalkulus funguje.

Rekneme, 7e (I' = A) je tautologicky sekvent, jestlize ke kazdému pravdivost-
nimu ohodnoceni v, pro které plati v(p) = 1 pro kazdou formuli ¢ € T', existuje
formule ¢ € A takova, ze v(¢) = 1. To znamend, Ze sekvent je tautologicky, jestlize
neexistuje pravdivostni ohodnoceni, které pfitazuje hodnotu 1 v8em formulim v an-
tecedentu a hodnotu 0 vSem formulim v sukcedentu.

Véta 1.4.1 (o aplnosti kalkulu GK) Sekvent (I' = A) je dokazatelny v kal-
kulu GK, prdvé kdyz je tautologicky.

Dukaz Implikace = je véta o korektnosti a lze ji dokazat indukci podle poctu
kroktt v dikazu sekventu (I' = A). Je ziejmé, Ze kazdy inicidlni sekvent je
tautologicky. Neexistuje-li pravdivostni ohodnoceni v, které pritazuje hodnotu 1
vSem formulim v I' a hodnotu 0 vem formulim v A, pak neexistuje ani pravdivostni
ohodnoceni, které prifazuje hodnotu 1 vsem formulim v I',II a hodnotu 0 vSem
formulim v A, A, a to bez ohledu na volbu mnozin formuli IT a A. Tim je ovéfena
korektnost pravidla W.

Korektnost vSech ostatnich pravidel 1ze ovéfit podobné, podivejme se namatkou
jesté na pravidlo —-r. Necht (I, ¢ = A 1)) je tautologicky sekvent. Mame ovéfit,
Ze v tom pripadé i (I' = A, p — ¢) je tautologicky sekvent. Nechf tedy v je
pravdivostni ohodnoceni, které prifazuje hodnotu 1 vSem formulim v I'. Kdyz
v(p) = 0, pak v(p — ¥) = 1. Kdyz v(p) = 1, pak, protoze (I',;o = A1) je
tautologicky sekvent, plati v(1)) = 1 nebo v(x) = 1 pro nékterou formuli y € A.
Kdyz v(¢p) = 1, pak ovSem i v(p — 1) = 1. Ve vSech pfipadech tedy v sukcedentu
A, p — 1 existuje formule, které ohodnoceni v pfifazuje hodnotu 1.

Zbyva dokézat podstatnou implikaci <= tvrzeni véty. Necht (I' = A) je tautolo-
gicky sekvent. Mame dokézat, Ze je dokazatelny v GK. Postupujme indukci podle
souhrnného poétu (vyskytit) logickych spojek v mnoziné T' U A.

Necht v mnoziné I' U A nejsou zadné logické spojky, tj. jsou tam samé atomické
formule. Kdyz ' N A = 0, lze véem formulim v T' pfifadit hodnotu 1 a vsem
formulim v A hodnotu 0. Jinak Feceno, kdyz (I' = A) je tautologicky sekvent,
pak TN A # () a sekvent (I' = A) je inicidlni, tedy dokazatelny v GK.

Necht nyni I' U A obsahuje i neatomické formule. Zvolme libovolnou z nich a
ozna¢me ji x. Necht y € I'. Ozna¢me II = T' — {x}, plati II, x = I". Podle toho,
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zda x je tvaru ¢ — 1, ¢ V1), ¢ & 1 nebo -, pfipisme nad sekvent (I' = A) dva
(v ptipadé negace jen jeden) nové sekventy podle nasledujiciho névodu:

<H7¢“:> A) (I =>”A7<p> <H,g0”:> A) <H,’(/J”:> A)

(Ip—9¢ = A) (ILpVy = A)
(ILp,p & = A) (I = A,p)
(Lp&y = A) (I~ = A)

s tmyslem vytvofit postupné dikaz sekventu (II,xy = A). Snadno lze ovéfit,
Ze je-li (II, x = A) tautologicky sekvent, pak nové utvorené sekventy jsou také
tautologické. A déle, findlni sekvent (II,x = A) je z nové utvorenych sekventt
odvoditelny pouzitim (v pfipadé konjunkce dvojnasobnym) piislusného pravidla
kalkulu GK. Ve vsech pripadech jsme tedy zpétnym uzitim pravidla —-1, V-1,
&-1 resp. —-1 (v pfipadé konjunkce dvojndsobnym uzitim) prevedli dokazatelnost
daného sekventu na dokazatelnost jednoho nebo dvou jinych tautologickych sek-
ventti. Kazdy z nich méa nejméné o jednu logickou spojku méné, a podle indukéniho
predpokladu je tedy dokazatelny. Do mist oznacenych teckami tedy miizeme ve-
psat dalsi sekventy tak, abychom dostali pozadovany ditkaz sekventu (I' = A).
V ptipadé, kdy x € A, postupujeme analogicky: podle toho, zda x je implikaci,
konjunkci, negaci nebo disjunkci, pouZijeme zpétné pravidlo —-r, &-r, —-r resp.
dvakrat pravidlo V-r. QED

Vétu o silné uplnosti kalkulu GK explicitné neformulujeme, spokojme se s nésle-
dujicim komentafem. Existuji nejméné dva rozumné zptisoby, jak pro gentzenovsky
kalkulus definovat dokazatelnost z mnoziny predpokladu:

(i) Sekvent (I' = A) je dokazatelny z mnoziny predpokladi T, jestlize existuje
koneéna mnozina 2 C T takova, Ze sekvent (Q,I" = A) je dokazatelny v GK.

(ii) Sekvent (I' = A) je dokazatelny z T, jestlize je dokazatelny v modifikova-
ném kalkulu, ve kterém se kromé béznych inicidlnich sekventd pripoustéji jesté
inicidlni sekventy tvaru ( = @), kde p € T'.

Obé moznosti jsou ekvivalentni (cvi¢eni). Mame-li dokazatelnost sekventu z mno-
ziny predpokladu a definujeme-li jesté vyplyvani sekventu z mnoziny predpokladii,
snadno pak domyslime, Ze silné iplnost plyne z Gplnosti s uzitim véty o kompakt-
nosti, podobné jako v pripadé kalkulu HK.

Vratme se jesté k nasemu ditkazu véty o tGplnosti kalkulu GK. Dtikaz daného
sekventu jsme tam sestrojili zpétnym pouzitim pravidel kalkulu GK. Ne vSechna
pravidla jsme v dikazu potfebovali. Obesli jsme se bez uziti pravidel W a Cut a
véta o uplnosti by tedy platila i pro kalkulus bez téchto dvou pravidel. Navic, u
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pravidla —-1, v jehoz formulaci se vyskytuji ¢tyfi mnoziny formuli I', A) II a A,
bychom vystacili s jednodussi formulaci se dvéma mnozZinami:

(T'= A p), (T, = A) / (T,o—v¢ = A).

Moznost zbavit se pravidla W a zjednodusit pravidlo —-1 pokladejme za nepodstat-
nou. Pravidlo W a obecnéjsi formulace pravidla —-1 se v kalkulu GK pfipoustéji
hlavné proto, aby bylo mozné jen nevelkou modifikaci ziskat kalkulus pro jednu z ne-
klasickych logik, coz uvidime v kapitole 5. Za pozoruhodnou pokladejme moznost
zbavit se pravidla Cut.

Véta 1.4.2 (o eliminovatelnosti feztl) KaZdy sekvent dokazatelny v kalkulu GK
je dokazatelny i bez uziti pravidla Tezu.

Vsimnéme si nékterych souvislosti véty o eliminovatelnosti fezti. Predpokla-
dejme, 7Ze v uréitém kroku dikazu byl sekvent S odvozen pouZitim néjakého logic-
kého pravidla ze sekventu S; nebo ze dvou sekventit S; a Sy. Uz jsme si vysvétlili,
ze v sekventu S; nebo v sekventech S; a S; mohou byt formule, které nejsou v S.
Zbavit se urcitych formuli je vlastné cilem dokazovani. Napfiklad kdyz S; je sek-
vent (I, = A ) a8 jesekvent (I' = A o —1)), zadnd z formuli p a ¢ nemusi
byt prvkem mnoziny I' U A. Dilezité vsak je, Ze zadna z téchto dvou formuli ne-
muze zmizet beze stopy, obé jsou podformulemi formule ¢ — . Této vlastnosti
pravidla —-r se anglicky ¥ika subformula property. Cesky fikejme, Ze pravidlo —-r
zachovdvd podformule: je-li sekvent S odvozen jednim krokem pomoci tohoto pra-
vidla ze sekventu S, pak kazda formule vyskytujici se v 81 je podformuli nékteré
formule sekventu S (pokud ovSem vztah ,byti podformuli“ chédpeme jako reflexivni;
kazd4 formule je svou vlastni podformuli). Lze ovéfit, Ze také vSechna ostatni pra-
vidla kalkulu GK s vyjimkou pravidla Cut zachovavaji podformule. Z toho plyne,
ze kazdy bezrezovy dukaz zachovava podformule v tom smyslu, Ze kazda formule
v ném se vyskytujici je podformuli nékteré formule findlniho sekventu. Je-li tedy
dén sekvent (I' = A), pak vSech sekventt sestavenych z podformuli formuli v ném
se vyskytujicich je jen koneény pocet, takze existuje algoritmus, ktery je vSechny
probere. Zatim se zabyvame a jesté se dost dlouho budeme zabyvat jen klasickou
logikou, pro kterou to mnoho nedava. Poznamenejme vSak pro budoucnost, Ze pro
kazdou vyrokovou logiku, pro kterou lze definovat gentzenovsky kalkulus tak, aby
platila véta o eliminovatelnosti fezti a aby vsechna pravidla kromé pravidla Cut
zachovavala podformule, existuje algoritmus, ktery rozhoduje, zda dany sekvent je
nebo neni dokazatelny.

Oznac¢me GKg kalkulus, jehoz pravidla se shoduji s pravidly kalkulu GK az na
to, Ze se nepfipousti pravidlo Cut. Pro oba kalkuly plati véta o tplnosti, a tedy li-
bovolny sekvent (I' = A) je dokazatelny v GK, prévé kdyZ je dokazatelny v GKg.
To ale neznamend, ze sekvent (I' = A) je stejné rychle dokazatelny v GK a v GKj.
Kalkuly GK a GKq jsou ekvivalentni, nemusi ale byt stejné efektivni. K tomu za-
vedme nésledujici pojem. Kalkulus Co polynomidlné simuluje kalkulus Cy, jestlize
ke kazdému dukazu délky n, ktery je diikazem néjaké formule v kalkulu C;, existuje
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dtkaz téZze formule v kalkulu Co délky ne vétsi nez p(n), kde p je vhodny polynom.
Piitom délkou diikazu (¢i sekventu) se mysli souhrnny pocet vyskyta vSech vyro-
kovych atomi a logickych spojek. Lze dokdzat (cvideni), Ze kalkuly HK a GK jsou
vzdjemné polynomidlné simulovatelné: kazdy z nich polynomialné simuluje druhy.
Existuji i dalsi vysledky o polynomidlni simulovatelnosti kalkuld: J. Kraji¢ek do-
kazal, ze stromové dikazy (v kalkulu HK i v kalkulu GK) polynomidlné simuluji
dikazy-posloupnosti. Krajickav dikaz si ukazeme v oddilu 3.3. Na druhé strané
lze 7z [11] vy¢ist Takeutiho dtikaz, Ze (alesponi v pfipadé, kdy dikazy jsou stromy)
neni pravda, zZe kalkulus GKg polynomialné simuluje kalkulus GK. To znamena, ze
pouziti pravidla fezu mtze nékteré dikazy velmi vyrazné zkratit.

Cvideni

1. Sestrojte ditkkazy nésledujicich sekventt v kalkulu GK:

(pVip&y) = ¢), (V@ &) = ¢),
(Y& = p&p &), (=1, = P —x),
(pV (W &x) = (pVi)&(pVX)), (o=, = p—x),
((pVv) & (pVXx) = oV (W &X)), (=(p—1) = ¢).

2. Vypracujte vSechny vynechané c¢asti diikazti vét o korektnosti a uplnosti kal-
kulu GK.

3. Definujte hloubku stromu jako délku nejdelsi vétve. Délka jednoprvkové vétve
je nula. Analyzujte ditkaz véty o uplnosti kalkulu GK a zdtuvodnéte, ze kazdy
tautologicky sekvent s n logickymi spojkami ma stromovy dikaz hloubky nej-
vyse 2n, ve kterém je nejvyse 271! — 1 sekventtl.

Névod. Mez 2"+ —1 dokazte indukei podle n. Diikaz sekventu s n+1 logickymi
spojkami sestava z dikazu sekventu s nejvyse n logickymi spojkami a jednoho
nebo dvou dodatecnych sekventii, nebo ze dvou diikazl sekventti s n logickymi
spojkami a jen jednoho dodatecného sekventu.

4. Kazdy tautologicky sekvent délky n ma beziezovy dikaz délky O(n -2"). Do-
kazte.

5. Predpokladejte, ze i ekvivalence = se povazuje za zakladni spojku, a navrhnéte
pro ni pravidla zachovavajici podformule tak, aby pro vysledny kalkulus platila
véta o uplnosti i véta o eliminovatelnosti feza.

6. Navrhnéte modifikaci kalkulu GK pro ptipad, kdy se pfipoustéji i logické kon-
stanty T a L.

7. Dokazte, zZe kalkulus GK se stromovymi dtkazy (s dtikazy-posloupnostmi) po-
lynomiélné simuluje kalkulus HK se stromovymi dikazy (resp. s dikazy-po-
sloupnostmi).
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10.

11.

12.

13.

1 Vyrokovd logika

Névod. Kazdy axiom kalkulu HK Ize dokazat v kalkulu GK dikazem linearni
délky. Pravidlo MP lze v kalkulu GK simulovat dvéma Tezy.

. Dokazte, ze ve stejném smyslu také kalkulus HK polynomiélné simuluje kalku-
lus GK.

Néavod. Je-li (I' = A) sekvent takovy, Ze I' # ) a A # ), definujte formuli
FT = A)) jako AT — \/ A. Rozsifte definici i na piipad, kdy ' = () nebo
A = 0. U kazdého pravidla S; / S resp. 81,82 / S pracujte s implikacemi
f(S1) = f(S) a f(S1) — (f(S2) — f(S5)).

. Predstavte si modifikaci kalkulu GK, ve které se pravidlo A smi pouZit jen
tehdy, je-li jeho principalni formule atomické. DokaZte, Ze takto modifikovany
kalkulus je ekvivalentni s ptivodnim a Ze jej polynomialné simuluje.

Necht T je libovolnd mnozina vyrokovych formuli. Oznaéme GKr kalkulus,
ve kterém se kromé pravidel kalkulu GK pripoustéji jesté inicidlni sekventy
tvaru ( = a), kde a € T. Dokazte, ze libovolnd formule ¢ je dokazatelnd
v kalkulu GKr, pravé kdyz existuje konecnd mnozina Q C T takova, ze sek-
vent (Q,I' = A) je dokazatelny v kalkulu GK.

Dokazte, ze pro kalkulus GKp neplati véta o eliminovatelnosti fezi.

Névod. Uvazujte mnozinu T = {p & ¢} a diikaz atomu p.

Uvazujte kalkulus s logickymi konstantami T a L. Necht (I',II = A /A) je
tautologicky sekvent. Dokazte indukci podle poctu krokid v jeho bezfezovém
dikazu, Ze existuje formule w, ktera je sestavena jen z atomt vyskytujicich
se soucasné v obou sekventech (I' = A) a (II = A) a pfipadné logickych
konstant T a L, a takova, Ze oba sekventy (I' = A,w) a (ILw = A) jsou
tautologické.

Odvodte z predchoziho cvifeni vétu o interpolaci: jsou-li ¢ a 1) vyrokové formule
takové, Ze ¢ — 1) je tautologie, pak bud jedna z formuli —p, 1 je tautologie,
nebo existuje formule w sestavena jen z atomi vyskytujicich se zaroven v obou
formulich ¢, ¥ takova, ze ¢ — w i w — 9 jsou tautologie.
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Algoritmy a ulohy

The distinction between recursive and recursively enumerable can be traced back to
(...) Leibniz, when he talked of ars iudicandi (checking the correctness of a proof)
and ars inveniendi (finding a proof). (P. Odifreddi v [61])

Ulohy obecné mohou nebo nemusi byt algoritmicky rozhodnutelné, a rozhoduje-li
néjaky algoritmus urcitou tlohu, mize mit tento algoritmus rtizné naroky na cas
potfebny k praci a na pamétovy prostor nutny pro pomocné vypocty a poznamky.
Ukazme si nejprve na tfech jednoduchych prikladech, co myslime wlohou:

HODNOTA BOOLEOVSKEHO VYRAZU

Dano: Konecéné posloupnost w sestavena ze znaktu (, ), +, *, 0 a 1.

Ukol: Uréit, zda w je syntakticky spravnym booleovskym vjrazem, a pokud ano,
urcit jeho hodnotu.

NASOBEN{
Ddno: Dvé ptfirozend cisla x a y.

Ukol: Uréit jejich souéin x - y.

PRVOCISELNOST
Dano: Prirozené ¢islo x.
Ukol: Ur¢it, zda z je prvoéislo.

Booleovsky vyraz je definovan podobnou rekurzi jako tfeba syntakticky spravna
vyrokova formule (viz definice 1.1.1): 0 a 1 jsou booleovské vyrazy, a dale jsou-li
u a v booleovské vyrazy, pak také (u+v) a (u*v) jsou booleovské vyrazy. Prikladem
booleovského vyrazu je tifeba ((1+0)+((1+1)*0)). Hodnotou booleovského vyrazu
rozumime to, co dostaneme, vy¢islime-li operace + a * podle pravdivostnich tabulek
pro disjunkci resp. konjunkci uvedenych na strané 14. Vyrazy (1+0) i (1+1) maji
tedy hodnotu 1, vyraz ((1+1)#*0) m&a hodnotu 0, vyraz ((1+0)+((1+1)*0)) ma
hodnotu 1.

Kazd4 tloha je vlastné nekoneénou mnozinou otazek. V pfipadé tlohy NAso-
BENI{ jsou to napiiklad otdzky ,jaky je soucin disel 7 a 57¢, ,jaky je soudin disel
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23 a 497¢ atd. Témto otazkam se fikd instance dané ulohy. Spolec¢nou vlast-
nosti vsech tloh je to, Ze instance i prislusné odpovédi lze zapsat jako konecné
posloupnosti znakt (symbol), pficemz tyto symboly patii do pfedem zndmé ko-
necéné mnoziny pripustnych symboli.

Ptedem zvolené konecné mnoziné symboli se fika abeceda. Konecéné posloup-
nosti prvkt abecedy X jsou slova abecedy X nebo slova v abecede . Poctu vyskytt
symbolt ve slové w fikdme délka slova w a znadime jej |w|. Délka slova w miize byt
libovolné prirozené c¢islo véetné nuly. Mnozina vsSech slov v abecedé ¥ se znaci %*.
U neékterych dloh muzeme uvazovat dvé abecedy, vstupni abecedu pro zapisovani
instanci a vystupni abecedu pro zapisovani odpovédi. V pripadé tlohy HODNOTA
BOOLEOVSKEHO VYRAZU je vstupni abecedou mnozina {(,),+,*,0, 1}, za vystupni
abecedu muZeme povazovat mnozinu {n, 0,1}, jejiz prvky reprezentuji odpovédi
»dané slovo w neni booleovskym vyrazem®, ,dané slovo w je booleovskym vyrazem
s hodnotou 0“ a ,dané slovo w je booleovskym vyrazem s hodnotou 1“. Jsou-li
wy a we slova v abecedé X, pak wywsy znadi spojeni (konkatenaci) slov w; a wa,
tj. slovo vzniklé zapsdnim slov w; a we (v tomto pofadi) za sebe. Naptiklad zdpis
(u+v) v definici booleovského vyrazu lze tedy chépat jako konkatenaci péti slov,
z nichz tii jsou jednoznakova.

Vidime, Ze iloha HODNOTA BOOLEOVSKEHO VYRAZU je z matematického hle-
diska vlastné funkci z mnoziny {(,),+,*,0,1}* do mnoziny {n,0,1}* ¢ do mno-
Ziny {n,0,1}. Rovnéz PRVOCISELNOST je vlastné funkci, totiz funkci definova-
nou na mnoziné N vSech pfirozenych ¢isel, kterd ma v bodé z € N hodnotu 1
nebo 0 podle toho, zda = je nebo neni prvocislo. Snadno se lze domluvit, ze také
PRVOCISELNOST je vlastné funkci definovanou na jisté mnoziné slov, presnéji Te-
¢eno funkci z jisté mnoziny X C 37 do jisté mnoziny tvaru ¥3: staci fici, ze pii-
rozené Cislo je reprezentovano svym dekadickym zapisem, za vstupni abecedu ¥
zvolit mnozinu {0,1,..,9} obsahujici deset dekadickych ¢islic a za vystupni abe-
cedu prohldsit mnozinu {n, 0,1}, jejiz prvky reprezentuji odpovédi ,dané slovo w
neni zapisem prirozeného cisla“, dané slovo w je zapisem slozeného prirozeného
¢isla“ a ,dané slovo w je zapisem prvocisla“. Mohli bychom se také rozhodnout,
Ze prirozend ¢isla budeme zapisovat bindrné (ve dvojkové soustavé), a Ze tedy vy-
sta¢ime se vstupni abecedou {0,1}. V ptipadé tlohy NASOBEN{ je mald potiz
v tom, Ze instance jsou dvojicemi prirozenych ¢isel. Snadnym Fesenim této potize
je prijmout do vstupni abecedy jesté jeden znak pro oddélovani pfirozenych cisel
od sebe, feknéme stfednik ;, a za vstupni slova spravného formatu pak povazovat
slova tvaru wy ;ws, kde w; a wy jsou zapisy piirozenych é&isel. Uloha NASOBEN{
je tedy vlastné funkci z mnoziny {;,0,1,..,9}* nebo z mnoziny {;,0,1}* do mno-
Ziny {n,0,1}.

Ulohu tedy budeme v oddilu 2.1 definovat jako libovolnou funkci z jisté mno-
ziny X do mnoziny ¥3, kde X C X7 a ¥; a 33 jsou abecedy. Funkci g: X — Y,
kde X a Y jsou né€jaké mnoziny, budeme casto také nazyvat tlohou, a to tehdy,
bude-li domluveno nebo bude-li zrejmé, jak se prvky mnozin X a Y zapisuji pomoci
symboli jistych abeced. Tak jsme postupovali v pfipadé tloh PRVOCISELNOST a
NASOBEN{. Samoziejmé, existuje mnoho funkci, které ilohami nejsou. Piikladem
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funkce, kterou nelze povazovat za tlohu, je funkce x — €%, tj. mocnina se zakla-
dem e, kde e je Eulerovo ¢islo, uvazovana v realném oboru.

O funkci ¢ z X do 35, kde X C X7, budeme fikat, ze je algoritmicky po-
Citatelnd, jestlize existuje algoritmus, ktery kazdy vstup w € X prepracuje na
vysledek g(w). Existenci takového algoritmu budeme vétSinou prokazovat zapsa-
nim onoho algoritmu v programovacim jazyce RASP, ktery si pro tento ucel zave-
deme. Jazyk RASP je abstraktnim programovacim jazykem v tom smyslu, Ze se
nevztahuje k zadnému skute¢nému pocitaci. PiSou se v ném programy pro mysleny
pocitac, jehoz ¢innost je presné definovana, ktery ale nikdy nebyl skutecné realizo-
van (sestaven z elektronickych ¢ jinych souéastek). Takovému myslenému poéitaci
vybavenému piislusnym programovacim jazykem se také ik vypoctovy model. Na-
§im primarnim vypoctovym modelem tedy bude pocita¢ RASP resp. programovaci
jazyk RASP.

Budeme-li chtit zdtraznit, ze ndm jde o algoritmické zpracovani urcitych syn-
taktickych objektt (naptiklad formuli nebo dikazt), budeme k zapisu téchto syn-
taktickych objektt uzivat strojopisné pismo. To jsme také udélali na zacatku pfti
zapisu booleovskych vyrazi.

Casem uvidime, Ze existuji ¢etné analogie mezi dokazovanim a programovanim.
Méme-1i neformélni (nicméné spravny a dostateéné podrobny) ditkaz néjakého tvr-
zeni, je pouze véci zkuSenosti, jak jej prepsat do formalismu kteréhokoliv logického
kalkulu. To jsme uz vidéli na str. 43, kde jsme na zakladé neformalni avahy sestrojili
formé&ln{ dtikaz formule ((p — 1)) — ) — @, a fadu takovych pfipadi jesté uvidime.
Podobné se to ma s programovanim. Neformalni, nicméné spravny a dostatecné
podrobny algoritmus muze zkuSeny programator prepsat do formalismu kteréhoko-
liv programovaciho jazyka. ZkusSeny programator ale také vi, Ze je podstatné, aby
pred psanim programu v daném jazyce jiz mél onen neforméalni algoritmus.

Skutec¢nost, ze dany neformélni dikaz nebo dany neforméalni algoritmus byl
aspésné prepsan do formalismu urcitého logického kalkulu nebo do formalismu ur-
¢itého programovaciho jazyka, lze chipat jako potvrzeni spravnosti takového ne-
formalniho dikazu nebo algoritmu. Postupné vsak chceme ¢tenafe presvédcit, ze
spravny algoritmus lze rozpoznat i bez prepisovani do daného formalismu a Ze
obvykle Ize bez prepisovani do daného formalismu stanovit i to, jaké ma dany al-
goritmus naroky na ¢as a paméfovy prostor. Jsme piesvédceni, Ze totéz plati i o
dokazovani. Kazdy, kdo mé urc¢itou zkusenost s matematickymi dtikazy, dovede
odlisit spravny dukaz od nespravného a nepotiebuje se pfitom opirat o jakykoliv
logicky kalkulus. Takto také rozumime citatu z knihy [51] uvedenému v Uvodu na
str. 9: logika neni hygienou matematiky.

V této kapitole si tedy zavedeme programovaci jazyk RASP, nau¢ime se v ném
programovat a nauc¢ime se analyzovat programy v ném napsané. Déle se zminime
pojmy pak vyuzijeme v kapitole 4 a v nékterych tvahach kapitoly 5. Nicméné
Ctenar, kterého souvislosti logiky a teoretické informatiky tolik nezajimaji, by mél
védét, ze témér celou kapitolu 3 a znacéné ¢asti zbyvajicich kapitol 1ze ¢ist bez zna-
losti problematiky z kapitoly 2. Naopak vaznéjsi zdjemce o teoretickou informatiku
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vypustili. O jazyce RASP, ktery studujeme v oddilu 2.1, musime uznat, Ze je v lite-
ratufe méné bézny. Hledali jsme ale takovy jazyk, ve kterém i netrividlni programy
Ize skuteéné napsat, a to tak, Ze maji rozumnou délku a soucasné neni obtizné
stanovit jejich ¢asové a prostorové naroky. Nékterym ctenaitim bude pfitom urcité
ziejmé, ze do definice jazyka RASP ulozil autor ¢ast zkuSenosti, kterou kdysi ziskal
v CKD Polovodice pii psani programfi pro poéitace firmy Digital. Nékteré vlast-
nosti naseho vypoctového modelu jsou prevzaty z jazyka, ktery na tomtéz pracovisti
navrhl a implementoval J. Pavelka se spolupracovniky.

2.1 Programovani v jazyce RASP

Hlavnimi ¢4stmi pocitace RASP jsou pamét, procesor, vstupni paska a vystupni
paska. Pamét pocitace RASP je rozdélena na (pamétové) buriky. Kazda buika
miize obsahovat (libovolné velké) celé ¢islo. Bunék je nekoneéné mmnoho a jsou
dislovany celymi ¢isly. Je-li celé ¢islo chapano jako ¢islo pamétové bunky, fikdme
mu adresa (oné buiiky). ProtoZe pfipoustime i zdporné adresy, miZeme o paméti
pocitace RASP fici, Ze je oboustranné neomezena. Obsah libovolné burky muze
byt interpretovan jako data, tj. jako ¢islo, s nimz ma byt proveden néjaky vypocet,
nebo jako adresa (jiné butiky), nebo jako ¢iselny kéd (strojovy kéd) néjaké instrukce
(pro procesor).

Procesor pocitace RASP pracuje v taktech (krocich), v kazdém taktu provadi
jednu instrukei, kterou si precetl (tj. jejiz strojovy kdd si pfecetl) v paméti pocitace.
Strojovy kod instrukce zabird v paméti pocitace podle druhu instrukce jednu nebo
nékolik sousedicich bunék. Procesor ma schopnost uchovavat (bez pouziti paméti
pocitace) idaj, kterému se Fika ¢itac instrukct a ktery sestava z jednoho celého éisla.
Vyznam citace instrukci je ,adresa instrukce, kterd ma byt provedena v nasleduji-
cim taktu“. Kazdy takt tedy probiha tak, Ze procesor pfrecte z paméti strojovy kod
instrukce, jejiz adresu méa ulozenou v ¢itaci instrukei, pfitom podle druhu instrukce
zvetsi obsah Citace instrukei tak, aby obsahoval adresu bezprostiedné nasledujici
instrukce, a pak pfectenou instrukci provede. Vysledkem provedeni instrukce mtize
byt jesté dalsi zména citace instrukci. Neékteré instrukce, tzv. skokové instrukce,
totiz délaji pravé (a pouze) to, Ze nastavi do éitade instrukei uréitou hodnotu, a to
podminéné (podle vysledku d¥ive provedenych instrukei), nebo nepodminéné.

Jednoduchy pfiklad programu v jazyce RASP je na obrazku 2.1.1 vlevo. V tomto
programu jsou uzity dvé jednooperandové instrukce jeq a jgt, ¢tyfi dvouoperan-
dové instrukce mov, cmp, add a sub (s operandy oddélenymi ¢érkou) a jedna in-
strukce bez operandd, totiz halt.

Predpoklddame, Ze mame k dispozici program zvany prekladaé (jazyka RASP),
jehoz ucelem je prelozit program v jazyce RASP do strojového kédu. Prelozit
program znamend nahradit kazdou instrukci jejim strojovym kdédem a urcit to-
muto kddu misto v paméti pocitate RASP. Nezabyvame se otazkou, zda piekladaé
vysledek své prace vhodnym zptisobem ulozi, abychom jej kdykoliv pozdéji mohli
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mov #0,20 mov #0,Z
cmp 18,#0 cmp X,#0
jeq 17 jeq Done
add 19,20 Rep: add Y,Z
sub #1,18 sub #1,X
jgt 9 jgt Rep
halt Done: halt

813 X: 813

964 Y: 964

0 Z: 0

Obrazek 2.1.1: Vypocet soucinu

spustit, nebo zda jej rovnou zapise do paméti pocitace RASP a spusti jej. Pomijime
také otazku, na jakém pocitaci pracuje preklada¢, zda rovnéz na pocitaci RASP ¢
na néjakém jiném, a nepokousime se specifikovat strojové kédy instrukci. RASP
je zkratka slov random access stored program. Termin ,random“ v tomto ptipadé
neznamend ,nadhodny“, ale spise ,libovolny*“: procesor muze v jednom taktu pre-
¢ist nebo modifikovat libovolné vzdélenou pamétovou buiiku. ,,Stored program®
znamena, ze bézici program je umistén v paméti pocitace spolu s daty, ktera zpra-
covava. Program tedy muze svou ¢innosti saim sebe modifikovat; tuto moznost ale
nehodlame vyuzivat.

Definujme, ze strojovy kéd instrukce zabirda v paméti pocitace jednu, dvé nebo
t¥1 pamétové bunky podle toho, jde-li o instrukei bez operandi, o instrukci s jednim
operandem nebo o instrukci se dvéma operandy. Predpokladame-li, ze strojovy kod
prvni instrukce mov #0,20 programu na obr. 2.1.1 vlevo je ulozen na adresach 1,
2 a 3, snadno lze odpocitat, ze napriklad instrukce add 19,20 je umisténa na ad-
rese 9 a instrukce halt je umisténa na adrese 17. Vse, co prekladac nerozpozna jako
instrukci, povaZuje za ¢islo (konstantu), kterou mé rovnéz ulozit do paméti. To zna-
mena, ze v pripadé programu z obr. 2.1.1 prekladac za strojovy kod instrukce halt
ulozi ¢isla 813, 964 a 0, a to na adresy 18, 19 a 20.

Diilezitou vlastnosti pfekladace jazyka RASP je schopnost pracovat se symbo-
lickymi odkazy. Libovolné instrukce mtize byt oznacena ndvéstim, které je v zapisu
programu umisténo vlevo pred instrukci na tomtéz radku a které je od ni oddéleno
dvojteckou. Preklada¢ pri prekladu programu urci hodnotu kazdého navésti, a to
stejnym zpusobem, jako kdyz jsme pred chvilkou urdili, Ze adresa instrukce halt
z programu na obr. 2.1.1 je 17. Vyskytne-li se navésti v operandu nékteré instrukce,
prekladac¢ misto né€j pouzije jeho hodnotu, tj. adresu instrukce, ktera je onim na-
véstim oznacena. Vpravo na obrazku 2.1.1 je tyZz program jako vlevo, jsou v ném
ale pouzity symbolické odkazy. N&avéstimi jsou oznaceny i bunky s adresami 18,
19 a 20, které neobsahuji opravdové instrukce. To je ovSem také povoleno. Je
zfejmé, ze muzeme-li uzivat symbolické odkazy, nemusime odpocitavat instrukce,
abychom zjistili, na jaké adrese je co ulozeno, a nemusime dokonce ani védét, kolik
pamétovych bunék je tieba k uloZeni strojovych kédii jednotlivych instrukei.
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Vyznam instrukce add Y,Z je ,pficti k ¢islu uloZzenému na adrese Z ¢islo ulo-
zené na adrese Y (neboli ,secti ¢isla ulozend na adresich Y a Z a uloz vysledek
na adresu Z“), vyznam instrukce sub #1,X je ,odecti jedni¢ku od éisla uloZeného
na adrese X“. Instrukce jgt Rep je podminény skok; jejil vyznam je ,pokracuj na
adrese Rep (tj. na adrese 9), byl-li vysledek naposled provedené aritmetické in-
strukce (v naSem piipadé instrukce sub) vétsi nez nula“. Tyto tii instrukce tedy
pracuji tak, Ze pfictou k obsahu bunky Z obsah bunky Y tolikrat, kolik udavalo
¢islo pivodné ulozené v bunce X. Poté je provedena instrukce halt, jejiz vyznam je
whotovo, skoné¢i“. Pred prvnim provedenim instrukce add umisténé na adrese Rep
program provede instrukci mov #0,Z, kterd znamena ,,uloz nulu na adresu zZ“. Tato
instrukee je zbyteénd, nebot nulu na adresu Z ulozil jiz prekladaé (tj. obsah adresy Z
byl staticky inicializovdn pomoci zépisu Z: 0). Uéelem instrukce cmp (compare, po-
rovnej) je zjistit, zda prvni z obou ¢initelii je nulovy. Pokud ano, program pieskoci
tfi instrukce uloZené na adresich Rep aZ Rep+7 (tj. podminény skok jeq Done se
provede) a skon¢i svou ¢innost provedenim instrukce halt. Tim jsme zdavodnili,
ze program z obrazku 2.1.1 vypocte soucin nezapornych ¢isel ulozenych v bunkach
X a Y a ulozi jej do bunky Z.

Procesor pocitace RASP pii své ¢innosti udrzuje kromé ¢itace instrukeci dva
tzv. podminkové bity Z a G. Nastaveni urcité hodnoty podminkovych bitt je ved-
lej$im (a nékdy jedinym) efektem provedeni kterékoliv aritmetické instrukce. Podle
nastaveni podminkovych bit se pak ¥idi ¢innost skokovych instrukci. Bit Z je
nebo neni nastaven podle toho, byl-li vysledek naposled provedené aritmetické in-
strukce nulovy (zero). Bit G je nebo neni nastaven podle toho, byl-li vysledek
naposled provedené aritmetické instrukce vétsi nez nula (greater). Piesny vyznam
instrukce jgt (lab) (jump if greater) tedy je ,pokracuj na adrese (lab), je-li bit G
nastaven (tj. ma-li hodnotu 1), jinak pokra¢uj bezprostfedné nasledujici instrukei“.
Instrukce jeq (jump if equal) mé analogicky vyznam, ¥{di se bitem Z. Kromé dvou
podminéné skokovych instrukci mame v jazyce RASP jesté nepodminény skok jmp,
ten se provede vzdy bez ohledu na hodnoty podminkovych bitéi. Zadna ze sko-
kovych instrukci neméni hodnoty podminkovych bitd, takze podminéné skokova
instrukce muze smysluplné nasledovat po jiné skokové instrukci, ¢ili neni nutné,
aby pred provedenim skokové instrukce bezprostiedné predchézelo provedeni arit-
metické instrukce. Tuto moznost budeme (muset) vyuzivat.

Jazyk RASP mé aritmetické instrukce mov (move, pienes), cmp (porovnej), add
(pFicti), sub (odecti), neg (negate, zmén znaménko) a shr (shift right, dél dvéma).
K aritmetickym instrukcim pocitejme i instrukce read a write, o kterych bude
fe¢ pozdéji. Vyznam instrukce mov jsme jiz definovali. Je-li napiiklad v pamétové
burice X ulozZeno ¢islo 5, po provedeni instrukce mov X,R je hodnota 5 jak v burce X,
tak v butice R, a dale bit G je nastaven (ma hodnotu 1) a bit Z neni nastaven (mé
hodnotu 0), protoze ¢islo 5 je kladné a neni nulové. Vyznam instrukci add, sub
a neg je zfejmy. Instrukci sub by samoziejmé bylo mozné simulovat pomoci dvojice
neg a add. Tim se ale nezabyvame, nesnazime se, aby nas programovaci jazyk byl za
kazdou cenu co nejaspornéjsi. Instrukce cmp nastavi podminkové bity stejné, jako by
je nastavila instrukce sub s prohozenymi operandy. Napiiklad je-li opét v X ¢islo 5
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mov #0,Z mov #0,Z
cmp X,#0 if X eq #0 then goto Done
jeq Done ;
jgt I1B if le then
neg X neg X
neg Y neg Y
I1B: endif
L1A: loop
mov X,Q mov X,Q
shr X shr X
sub X,Q sub X,Q
sub X,Q sub X,Q
jeq I2B if ne then add Y,Z
add Y,Z ;
I2B: add Y,Y add Y,Y
cmp X,#0 endloop X le #0
jgt L1A ;
Done: halt Done: halt

Obrazek 2.1.2: Jiny program pro vypocet soucinu

a v Y cislo 4, instrukce sub X,Y ulozi do bunky Y novou hodnotu —1 a vynuluje
bity Z a G, kdezto instrukce cmp X,Y ponecha obsah bunék X a Y beze zmény a
nastavi bit G a vynuluje bit Z, protoze vysledek 1 (ktery se nikam nezapisuje)
odcitani 5 — 4 je kladny a neni nulovy. Mnemonika instrukce shr je odvozena od
predstavy, ze ¢islo je v paméfové bunice pocditade reprezentovano svym bindrnim
zépisem (tj. posloupnosti nul a jednicek); déleni dvéma pak znamend nejnizsi bit
zahodit a vSechny ostatni bity posunout o jedno misto doprava. Je-li napriklad
v burice X uloZena hodnota 4, 0 nebo —3, pak po provedeni instrukce shr X tam je
2, 0 resp. —1.

Na obrazku 2.1.2 vlevo je uveden program, ktery pocita soucin jinym zptsobem
nez program z obrazku 2.1.1, totiz s vyuzitim tzv. Skolniho algoritmu pro nasobeni,
ktery je naznacen na obrazku 2.3.6 na strané 133. Program opét ocekava vstupni
data v bunkich X a Y, sviij vysledek nakonec zapise do buriky Z. Navic uziva
pomocnou buiitku Q. Predstavujme si, Ze pamétové buiiky X, Y, Z a Q jsou umistény
tésné za zavéretnou instrukei halt; jejich alokaci (tj. deklaraci navésti X, Y, Z a Q a
urceni pocatecniho obsahu pfislusnych bunék) jsme pro struénost vynechali.

Program nejprve inicializuje obsah bunky Z. Testovanim, zda obsah bunky X
je nenulovy, pak zjisti, zda je tfeba délat cokoliv dalsitho. Na rozdil od programu
z obrazku 2.1.1 se nespoléhd na to, ze vstupy ulozené v X a Y jsou nezaporné: je-li
prvni ¢initel zéporny, vyuZije rovnost x-y = (—z)-(—y) a pomoci dvou instrukci neg
zméni jejich znaménka. Vsimnéme si, ze instrukce jgt I1B vyuziva fakt, Ze pred-
chozi instrukce jeq Done nezménila podminkové bity nastavené instrukeci cmp X,#0
(po pravdé feéeno, zjistovani, zda obsah buiiky X je nenulovy, neni pro spravné fun-
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govani programu nezbytné). Program dale provadi opakované instrukce na adresach
L1A a7z Done-2. Vysvétleme si smysl téchto instrukci podrobnéji.

Oznacme u, v a z obsahy bunék X, Y a Z v kterémkoliv okamziku vypoctu.
Oznaéme z a y vstupni data, tj. poc¢ateéni obsahy bunék X a Y. Necht déle n je
pocet cifer v binarnim zépisu ¢isla x a nechf j oznacuje pocet, kolikrat byla dosud
provedena instrukce shr X. Tvrdime, Ze vzdy pred provedenim instrukce mov X,Q
a také vzdy v okamziku provedeni instrukce jgt L1A plati

u=xdiv 27, v=y-2, Z=y~(93m0d2j)7 (*)

kde (z div 27) oznacuje vysledek celo¢iselného déleni ¢isla x éislem 27, tj. ¢islo, jehoz
binarni zapis vznikne z binarniho zéapisu ¢isla x odstranénim j nejnizsich dislic,
a (r mod 27) oznacuje zbytek po déleni ¢isla z ¢islem 27, tj. ¢islo, jehoz bindrni
zapis naopak vznikne z j nejnizsich ¢islic binarniho zapisu ¢isla x odstranénim
piipadnych zbyteénych nul na za¢atku. Pro j = 0 rovnosti (x) plati: pfed prvnim
provedenim instrukce mov X,Q médme v = z, v = y, (zmod2°) = 0 a z = 0.
Platnost prvnich dvou rovnosti i pro j > 0 je zfejmé, nebot instrukce shr X vzdy
déli v dvéma a instrukce add Y, Y nasobi v dvéma. Treti rovnost se snadno dokéze
indukef podle j. Kdyz (z div 27) ¢li u je sudé, pak (z mod 2/*!) = (x mod 27),
dvojnésobné odecteni ¢isla (u div 2) od v d& nulu a z se neméni. KdyZ naopak
¢islo (x div 27) je liché, ¢ili kdyz (j + 1)-nf nejnizsi ¢islice v bindrnim zépisu &isla
je 1, pak dvojnéasobné odeéteni ¢isla (u div 2) od u d& nenulovy vysledek, instrukce
add Y,Z se provede, nova hodnota z je v + z, tj. ¥ - 2/ + y - (z mod 27), a plati
(r mod 27*1) = 27 + (z mod 27). Po n-ndsobném provedeni instrukce shr X je u
nulové, skok jgt L1A se neprovede, (z mod 2") je z, plati z = y-x a program skon¢i
¢innost provedenim instrukce halt. Program z obrazku 2.1.2 tedy spravné spocita
soucin kterychkoliv dvou celych cisel.

V instrukcich programt jsme zatim vystacili se dvéma druhy operandi, pfimymi
a bé&/nymi. Primy operand mé tvar #({vyraz) a jeho hodnotou je hodnota vy-
razu (vgraz). Kdyby napiiklad v kontextu programu z obr. 2.1.1 byly pouzity
operandy #Done+3 nebo #Z, oba by mély tutéz hodnotu 20. BézZny operand ma
tvar (vgraz) a jeho hodnotou je éislo uloZené na adrese, kterd je hodnotou vy-
razu (vyraz). Napiiklad, opét v kontextu programu z obr. 2.1.1, operand Done+3 mé
zpocatku hodnotu 0 a v okamziku provedeni instrukce halt je jeho hodnotou soucin
obou vstupnich ¢isel. Kromé pfimych a béznych operandt pfipousti jazyk RASP
jesté operandy vzdalené. Vzddleny operand muZe mit tvar @{vyrazl) ((vyraz2)),
@((vyraz))+ nebo -@({vyraz)). Hodnotou operandu @{vyrazl) ({(vyraz2)) je Cislo,
které je ulozeno na adrese, kterd vznikne p¥i¢tenim éisla (vgraz1) k ¢islu uloZenému
na adrese (vyraz2). Ptitom toto s¢itani procesor provadi interng, bez modifikace
obsahu adresy (vyraz2) a podminkovych biti. Napiiklad je-li ndvésti Done piifa-
zena hodnota 17 a je-li v urcitém stadiu vypoctu v X ulozeno ¢islo 2, pak operandy
@Done+1(X) a Done+3 maji tutéz hodnotu, totiz ¢islo ulozené na adrese Done+3.
Hodnotou operandu @({vgraz))+ je ¢islo, jehoz adresa je uloZend na adrese (vyraz).
Znaménko plus znamend, Ze po piecteni obsahu adresy (vgraz) je tento obsah zvét-
Sen o jednicku. PFitom modifikace obsahu adresy (vyraz) nemd vliv na hodnoty
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podminkovych bitd. Je-li naptiklad v X ¢islo 140, instrukce mov #-4,@(X)+ zvétsi
obsah buniky X na 141, ulozi ¢islo —4 na adresu 140 a vynuluje bity Z a G (pro-
toZze ¢islo —4 je nenulové a nekladné). Operand -@((vgraz)) procesor vyhodnoti
tak, Ze snizi obsah adresy (vyraz) o jedni¢ku (opét beze zmény podminkovych
bitl), a pak onen obsah pouzije jako adresu hodnoty operandu. Domluvme se,
Ze misto @0 ({vyraz2)) je dovoleno psat pouze @({vgraz2)).

jsou jednotliva c¢isla. Napftiklad pracujeme-li se seznamem c¢isel, ktera jsou ulozena
na adresach Tab, Tab+1, Tab+2 atd., muZzeme se rozhodnout, ze obsah adresy X
bude slouzit jako ukazatel do tohoto seznamu. Provedeni instrukce mov #Tab,X
pak znamend, ze ukazatel X byl nasmérovan na zacatek naseho seznamu. Je-li
kdykoliv pozdéji provedena instrukce mov @(X)+,Y, znamena to, Ze program si do Y
ulozil jeden prvek seznamu a presmeéroval ukazatel X na prvek tésné nasledujici.

Jednou z velmi uzite¢nych standardnich datovych struktur je zasobnik. Zdsobnik
je seznam, jehoz délka se mize ménit odebiranim polozek a pridavanim novych
polozek. O polozce naposled ulozené do zasobniku se ¥iké, Ze je umisténa na vrcholu
zasobniku. Ze zasobniku miiZze byt odebrana pouze polozka umisténa na vrcholu.
To znamend, Ze polozka ulozena do zasobniku mize byt odebrana pouze tehdy,
byly-li odebrany vsechny polozky, které do zasobniku byly ulozeny pozdé&ji nez ona.

Zasobnik je obvyklé realizovat jako souvislou ¢ast paméti plus ukazatel (zdsob-
nikovy ukazatel), ktery vzdy obsahuje adresu vrcholu zdsobniku. V jazyce RASP
predpoklddame, Ze zdsobnikovym ukazatelem je pamétova buiitka SP (stack pointer)
a ze vrchol zasobniku ma nizsi adresu nez vSechny ostatni prvky. Pfi ulozeni no-
vého prvku do zasobniku tedy musi byt sniZzen obsah adresy SP, a naopak zvyseni
obsahu adresy SP znamend odebrani prvku (prvki) ze zasobniku. N&vésti SP se
nemusi deklarovat, preklada¢ mu automaticky pfifadi hodnotu 0. To znameni, ze
pamétova buiika 0 slouzi jako zasobnikovy ukazatel.

Zasobnik se dobfe hodi k implementaci volani podprogramti. Naptiklad soucasti
programu z obrazku 2.1.3 je podprogram Cnv. V hlavnim programu zac¢inajicim na
adrese Sta se vyskytuji dvé instrukce jmp Cnv, neboli podprogram Cnv je volan
ze dvou ruznych mist. Vzdy pred provedenim instrukce jmp Cnv je ale pomoci
instrukce mov #C1,-@(SP) resp. mov #C2,-@(SP) ulozena do zasobniku tzv. ndvra-
tovd adresa, ¢ili informace o tom, kde ma ¢innost hlavniho programu po navratu
z podprogramu pokracovat. Uvnitf podprogramu se predpoklada, ze na vrcholu
zasobniku je uloZena navratova adresa; ta se uplatni v okamziku, kdy je ze za-
sobniku odebrana provedenim instrukce jmp @(SP)+ na adrese L1C. Zasobnik se
uziva také k implementaci lokalnich dat podprogramu, coz v programu z obrazku
2.1.3 a 2.1.4 nebylo tieba, a k pfedavani parametri podprogramu, coz, jak si za
chvili vysvétlime, se v tomto programu skutecné déje.

Programy z obrazkid 2.1.1 a 2.1.2 nejsou zcela kompletni. Pominuli jsme totiz
otazku, jak se vstupni ¢isla, ktera se maji nasobit, octnou v bunkach X a Y. Obecnéji
feceno, pominuli jsme vstupni a vystupni operace. Nefekli jsme také, kde je urcéeno,
Ze program zacina praci provedenim instrukce na adrese 1. Vysvétleme si nejprve
to druhé, zacatek c¢innosti programu.
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K tomu, ze prekladac urci strojovy kod kazdé instrukce a stanovi mu misto v pa-
méti poc¢itace RASP, nyni dodejme, ze pfi obsazovani paméti za¢ind od adresy O.
Start programu probihd tak, Ze obsah adresy 0 je vynulovan (tim je inicializovan
zésobnikovy ukazatel) a program je spustén od instrukce, jejiz adresa byla pted-
tim (pfed vynulovanim) umisténa na adrese 0. Stanovenim obsahu adresy 0 tedy
pfi psani programu urcujeme startovaci adresu programu, ¢ili inicidlni hodnotu
¢itace instrukel (nikoliv inicidlni hodnotu zdsobnikového ukazatele, ta je vzdy nu-
lovd). Naptiklad v programu z obr. 2.1.3 je umisténim ¢isla Sta na adresu 0 (tj. do
prvniho fadku programu) uréeno, Ze program mé svou ¢innost zac¢it provedenim
instrukce mov #C1,-@(SP) na adrese Sta. Adresa 0, tj. adresa SP, v tom okamziku
obsahuje ¢islo 0. Ukladéni polozek do zasobniku pak znamend ukladat je na (nizsi
a nizsi) zdporné adresy. Nulovy obsah buiiky 0 znamend prazdny zasobnik.

Data, kterda mé program zpracovat, jsou uloZena na vstupni pasce. Vstupni
pdska je rozdélena na pole, kterd jsou ocislovana celymi nezapornymi cisly. Pole
vstupni pasky mohou obsahovat znaky. Mame k dispozici kddovou tabulku, ktera
znaklim prifazuje celé nezaporné Ciselné kody. Kédova tabulka je néco jako ta-
bulka ASCII; skutec¢nou tabulku ASCII jsme nepouzili pouze proto, Ze v ni nejsou
zahrnuty nékteré znaky dulezité pro logiku, napriklad logické spojky. Predpokla-
dame, ze kédova tabulka obsahuje znaky vsech abeced, které jsme kdy potrebovali
¢i budeme potfebovat, a ze kdyby snad ne, mizeme ji rozsitit o dalsi znaky. Jeden
ze znakl je mezera, kterou lze podle potreby zapisovat jako ,, “ nebo jako .,
zadnym zvlastnim ¢iselnym kdédem ani ni¢im jinym vSak vyznamné neni. Vstupni
paska je nekonecna, ale jen v kone¢né mnoha pocate¢nich polich jsou znaky. Ve
vsech zbyvajicich polich vstupni pasky je koncovd znacka m, kterou nepokladame
za znak (nemiize byt prvkem zadné abecedy) a kterd ma kéd —1. Cteni znakii ze
vstupni pasky se déje pomoci instrukce read. Tato instrukce ma dva operandy:
druhy operand urcuje, kam se mé do paméti ulozit ¢iselny kéd znaku umisténého
v poli, které je urceno prvnim operandem. Napiiklad instrukce read 2,-@(SP)
ulozi do zésobniku ¢iselny kéd znaku umisténého ve t¥etim (poéitdme od nuly) poli
vstupni pasky. Obsah vstupni pasky se béhem c¢innosti pocitace nemtze ménit.
Témuz programu mohou ovSem byt ke zpracovani predlozena riizna data, tj. rtizné
obsahy vstupni pasky.

Opacny vyznam nez vstupni paska mé vystupni pdska, na tu program mize
zapsat vystupni data. Vystupni paska je také rozclenéna na pole cislovana pfi-
rozenymi Cisly. Pri zahdjeni ¢innosti programu je vystupni paska prazdna, tj.
obsahuje samé koncové znacky. Zapisovani znak® na vystupni pasku se déje in-
strukci write. Prvni operand instrukce write udava ciselny kod znaku, druhy
udavé pole vystupni pasky, na které mé byt tento znak zapsian. Abychom se
pfi psani programu nemuseli zabyvat Ciselnymi kédy znaki, pripousti prekladac
jazyka RASP vyrazy tvaru ‘(znak) (levy apostrof nasledovany jednim znakem).
Hodnotou vyrazu ‘(znak) je ¢iselny kdd znaku (znak). Napiiklad je-li v pamé-
tové butice I ¢islo 0, instrukce write X,@(I)+ zapiSe do nejlevéjsiho pole vystupni
pasky znak, jehoz ¢iselny kdd je ulozen v buiice X. Je-li pozdéji provedena instrukce
write #°7,0(I)+ a nebyl-li mezitim zménén obsah bunky I, je do druhého nejle-
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Sta Sta

Cnv: mov @(spP),-@(SP) Cnv: mov @(SpP),-@(SP)
mov #0,01(SP) mov #0,01(SP)

L1A: loop
read @(Inp)+,X read @(Inp)+,X
sub #0,X sub #0,X
jgt I1A if 1t then exit
jeq I1A ;
jmp L1C H

I1A: cmp X,#1 if X gt #1 then exit
jgt LiC ;
add ©@1(SP),@1(SP) add ©@1(SP),@1(SP)
add X,01(SP) add X,@1(SP)
jmp L1A endloop

LiC: jmp Q(SP)+ ret

Inp: O Inp: O

Qut: O Qut: O

X: 0 X: 0

Sta: mov #C1,-0(SP) Sta: call Cnv
jmp Cnv H

Cil: mov #C2,-@(SP) call Cnv
jmp Cnv H

C2: add @(SP)+,@(SP) add @(SP)+,@(SP)

Obrazek 2.1.3: Kompletni program pro vypocet souctu, prvni ¢ast

v&jstho pole vstupni pasky (tj. do pole s ¢islem 1) zapsan znak 7. Program mize
do uréitého pole vystupni pasky zapisovat i opakované, a to jak (rtizné) znaky, tak
koncovou znac¢ku. Program ale nema moznost ¢ist po sobé znaky, které zapsal na
vystupni pasku.

Po provedeni instrukce read (opI),(op2) ¢i write (opl),(op2), kterym je Gten
nebo zapisovan znak s Ciselnym kédem z, maji bity Z a G tutéz hodnotu, jako
kdyby bylo ¢islo x pfenaseno instrukci mov.

Nyni si mtzeme podrobnéji prohlédnout program na obrazcich 2.1.3 a 2.1.4.
Program secte dvé pfirozena ¢isla, o nichz predpoklada, ze jsou na vstupni pasce
zapsana ve dvojkové soustavé a oddélena jednim znakem rtznym od znakid O a 1.
Program uziva bunku X jako pomocnou proménnou. Déle uzivd buitky Inp a Out
jako vstupni a vystupni ukazatel, tj. jako ukazatel do vstupni resp. vystupni pasky.
Zpocatku kazdy z ukazatelt ukazuje na nejlevéjsi pole své pasky, tj. na pole s ¢is-
lem 0.

Program vola ,konverzni“ podprogram Cnv, od kterého ocekava, ze urc¢i hod-
notu jednoho sc¢itance a ulozi ji na vrchol zasobniku. Protoze mame dva scitance,
podprogram Cnv je volan dvakrat. Po druhém volani jsou v zasobniku dvé polozky
(tj. v buiice SP je ¢islo —2). Instrukce add @(SP)+,@(SP) na adrese C2 dél4 vlastné
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mov @(SP)+,X mov e(sSP)+,X
L2A: loop
mov X,-@(SP) mov X,-@(SP)
shr X shr X
sub X,e(SP) sub X,0e(SP)
sub X,@e(SP) sub X,@(SP)
add #°0,0(SP) add #0,0(SP)
cmp X,#0 endloop X eq #0
jeq L2C 5
jmp L2A 5
L2C: ;
L3A: loop
write @(SP)+,@(0Out)+ write @(SP)+,@(0ut)+
cmp SP,#0 endloop SP eq #0
jeq L3C 5
jmp L3A ;
L3C: halt halt

Obrazek 2.1.4: Kompletni program pro vypocet souctu, dokonceni

vSe podstatné: jednu ze dvou polozek ze zasobniku odebere a druhou nahradi je-
jich souctem. Pfipomenme, Ze @(SP) znamené totéz co @0(SP). Nyni se vénujme
podprogramu Cnv. Podprogram nejprve provede instrukci mov @(SP) ,-@(SP). Tim
je zasobnik prodlouzen o jednu polozku, stale vSak plati, ze na vrcholu je ulozena
navratova adresa. Vysledek v svého vypoctu ¢ili vystupni parametr podprogram
ulozi do bunky, kde byla navratova adresa ptvodné a kterou lze nyni adresovat
jako @1(SP). Az podprogram svou ¢innost skon¢i, tj. az bude navratova adresa ze
zasobniku odebrana instrukci jmp @ (SP)+, vystupni parametr v se octne na vrcholu
zasobniku. Zpocatku plati v = 0. Kazdym provedenim instrukce read @(Inp)+,X
je precten jeden znak ze vstupni pasky a vstupni ukazatel je pfesmérovan na na-
sledujici znak. Zjisti-li se, ze pravé precteny znak neni ¢islice O ani 1, ¢teni znaku
kon¢i a vstupni ukazatel je spravné nastaven pro pripadné druhé voldni podpro-
gramu Cnv. V opacném ptipadé, tj. jestlize byla prectena dislice, ¢islo v ulozené
v burice @1 (SP) je pomoci dvou instrukci add nahrazeno ¢islem 2v nebo 2v+1 podle
toho, zda pre¢tena cislice byla 0 nebo 1. Podprogram predpokladé, ze ciselny kod
znaku 1 je o jednicku vétsi nez Ciselny kod znaku 0. To znamend, Ze provedenim
instrukce sub #0,X je ¢iselny kdd znaku O nebo 1 pfeveden na cislo 0 resp. 1.

Poté, co program pfecetl oba vstupy a secetl je instrukci add @(SP)+,@(SP),
provadi ,vystupni konverzi®, tj. prevadi vystup z ¢iselné do znakové podoby. To
je vidét na obrazku 2.1.4. Cislice vysledku jsou nejprve ulozeny do zasobniku, a
program nemé zadné naroky na format vstupnich dat: nevadi mu, zac¢ina-li zapis
nenulového ¢isla nulami, prazdnou posloupnost ¢islic povazuje za zapis ¢isla 0, znaky
pfipadné umisténé na vstupni pasce za obéma scitanci ignoruje.
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Cinnost programu pracujiciho na poéitaéi RASP mfize skonéit provedenim in-
strukce halt, ale také detekovanim chybového stavu. Chybovy stav muze napfi-
klad nastat provedenim instrukci mov #X,Y a jmp Y, nebot pravdépodobné ne kazdé
¢islo X je strojovym kédem néjaké instrukce. Jinym piikladem chybového stavu je
pokus zapsat na vystupni pasku do pole se zapornym c¢islem nebo ¢ist ze vstupni
pasky z pole se zapornym ¢islem. MiiZzeme si pfedstavovat, ze zastavi-li se procesor
provedenim instrukce halt, na jeho panelu se rozsviti zelené signalni svétlo, kdezto
zastavi-li se po detekovani chyby, na panelu se rozsviti ¢ervené signalni svétlo. Bé-
hem prace pocitace jsou obé svétla zhasnuta. Zastaveni procesoru a rozsviceni
¢erveného signalniho svétla lze z programu dosahnout provedenim instrukce error.
To je posledni instrukce jazyka RASP, o které jsme se dosud nezminili. Dany pro-
gram muze instrukci error dat libovolny pfedem dohodnuty vyznam. Rozsviceni
cerveného svétla muze napiiklad indikovat nespravny format vstupnich dat. Ma-li
program pouze dva mozné vystupy (ANO a NE), je také mozné stanovit, Ze na
vystupni pasku se nic nezapisuje a ze vysledkem ¢innosti programu je pouze rozsvi-
ceni toho nebo onoho signalniho svétla. V tom pripadé provedeni instrukce error
neznamena zadnou ,chybu®.

Shrime a nepatrné rozsifme své poznatky o jazyce RASP a o pocitaci RASP.
Program v jazyce RASP se ¢leni na fadky. Kazdy fadek mize mit t¥i pole. Pole né-
vésti konéi dvojteckou, pole komentafe zacind stfednikem, zbyvajici (stfedni) ¢ast
tfadku je pole instrukce. Pole komentate slouzi pouze pro pisatele nebo ¢tenéfe pro-
gramu, pieklada¢ jazyka RASP je ignoruje. Pole instrukce muze obsahovat vyraz,
nebo skuteénou instrukci. Vyraz je sestaven z névésti, ¢isel a vyrazi tvaru (znak)
pomoci znamének. Piiklady vyrazi jsou Res-Tab+4, ‘A+64 nebo -4. Je-li v né-
jakém radku programu uvedeno navésti a pritom chybi pole instrukce, naveésti se
vztahuje k nejbliz§imu nasledujicimu fadku s neprazdnym polem instrukce. Neni-li
v poli instrukce vyraz, mize tam byt skuteénd instrukce. Vyraz se v programu
muze vyskytnout samostatné, tj. jako jediny obsah pole instrukce, nebo jako sou-
¢ast operandu instrukce. Prekladac jazyka RASP prevadi vyrazy na jejich hodnoty
a instrukce na jejich strojové kédy a urcuje jim misto v paméti pocitace RASP.
V jazyce RASP mame celkem t¥inact instrukci. Je to osm aritmetickych instrukci,
které mohou ménit obsah paméti i podminkové bity, nemohou ale ménit ¢itac in-
strukci v tom smyslu, ze po provedeni aritmetické instrukce je vzdy provedena
ta instrukce, kterd v paméti bezprostiedné nasleduje. Dale mame tfi skokové in-
strukce, ty mohou ménit ¢ita¢ instrukci, neméni ale podminkové bity a neméni
ani obsah paméti az na vyjimku, ze pfi vyhodnoceni vzdaleného operandu takové
instrukce mutize dojit ke zvétSeni nebo zmenseni obsahu uré¢ité pamétové buiky o
jednic¢ku. A kone¢né mame instrukce halt a error. Dvé posledné jmenované in-
strukce jsou instrukce bez operandd, instrukce add, sub, cmp, mov, read a write
jsou instrukce se dvéma operandy, zbyvajici instrukce neg, shr, jeq, jgt a jmp
maji jeden operand. Operandy jsou pfimé, bézné a vzdalené. Operand jednoope-
randové instrukce a druhy operand dvouoperandové instrukce musi byt bézny nebo
vzdaleny s vyjimkou instrukce cmp, jejiz druhy operand mize byt i pfimy. Prvni
operand dvouoperandové instrukce muze byt libovolny s vyjimkou instrukce read,
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jejiz prvni operand muze byt pouze bézny nebo vzdaleny. Prekladac¢ jazyka RASP
prevadi vyrazy na jejich hodnoty a instrukce na jejich strojové kédy a urcuje jim
misto v paméti poéitate RASP. Cinnost programu za¢ina pienesenim obsahu pa-
métové buiiky 0 do ¢itace instrukei a jejim vynulovanim. Cinnost programu konéi
provedenim jedné z instrukci halt nebo error nebo detekovanim chybového stavu.
Pro urcitost definujme, Zze v okamziku startu pocitace jsou oba podminkové bity
nulové a ze instrukce halt a error podminkové bity neméni. Neni zaruceno, ze
kazdy program pii zpracovani libovolnych dat nékdy skonc¢i. Naptiklad program
z obrazku 2.1.1 dospéje k vysledku pravé tehdy, je-li pocateéni obsah burky X ne-
zaporny. V opacném piipadé program pracuje donekonecna, tj. zacykli se. Pocitac¢
RASP pracuje s ¢isly, s okolim ale komunikuje pomoci znakt zapsanych na vstupni
a vystupni pasce a pomoci dvou signalnich svétel. Obsah vstupni pasky se béhem
¢innosti programu nemeéni.

Oznaceni RASP jsme pfevzali z knihy [1]. V této knize se kromé pocitace RASP
uziva také (hlavné) pocita¢ RAM (random access machine). Modely RAM a RASP
maji tutéz mnozinu instrukei, lisi se ale tim, ze program pocitace RAM neni uloZzen
v paméti. Pro model RASP jsme se rozhodli proto, Ze implementace volani podpro-
grami, kterou povazujeme za dost diilezitou, by na pocita¢i RAM byla mnohem
méné prirozend. Pocita¢e RAM se uvazuji také v knihach [62] a [52]. Na rozdil
od vSech tfi knih jsme pfipustili, aby aritmetické operace probihaly ve vsech pa-
métovych buiikdch, nikoli