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6 Funkce a skládáńı, Induktivńı definice6 Funkce a skládáńı, Induktivńı definice

Vrat’me se nyńı k látce Lekce 4 z pohledu funkćı a jejich skládáńı a inverźı.

Kde jste se již intuitivně se skládáńım funkćı setkali – jak nap̌ŕıklad spoč́ıtáte na
kalkulačce výsledek složitěǰśıho vzorce?

Na závěr látky o relaćıch a funkćıch se stručně pod́ıváme na problematiku induktivńıch
definic a uzávěr̊u vlastnost́ı. ✷

Stručný p̌rehled lekce

* Přehled základńıch vlastnost́ı funkćı, inverze.

* Skládáńı funkćı (coby relaćı), speciálně aplikováno na permutace.

* Induktivńı definice množin a funkćı; uzávěry vlastnost́ı relaćı.
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Relace a funkce, zopakováńı

• Relace mezi množinami A1, · · · , Ak, pro k ∈ N, je libovolná podmnožina
kartézského součinu

R ⊆ A1 × · · · ×Ak .

Pokud A1 = · · · = Ak = A, hovǒŕıme o k-árńı relaci R na A. ✷

• (Totálńı) funkce z množiny A do množiny B je relace f mezi A a B taková,
že pro každé x ∈ A existuje právě jedno y ∈ B takové, že (x, y) ∈ f .✷

∗ Množina A se nazývá definičńı obor a množina B obor hodnot funkce f .
Funkćım se také ř́ıká zobrazeńı.

∗ Mı́sto (x, y) ∈ f ṕı̌seme obvykle f(x) = y. Zápis

f : A → B

ř́ıká, že f je funkce s def. oborem A a oborem hodnot B. ✷

• Pokud naš́ı definici funkce uprav́ıme tak, že požadujeme pro každé x ∈ A

nejvýše jedno y ∈ B takové, že (x, y) ∈ f , obdrž́ıme definici parciálńı
funkce z A do B.
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• Inverzńı relace k binárńı relaci R se znač́ı R−1 a je definována takto:

R−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ R}

R:
s

s

s

s

s

A B

R−1:
s

s

s

s

s

A B

✷

R−1 je tedy relace mezi B a A.
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6.1 Vlastnosti funkćı6.1 Vlastnosti funkćı

Definice 6.1. Funkce (př́ıpadně parciálńı funkce) f : A → B je

• injektivńı (nebo také prostá) právě když pro každé x, y ∈ A, x 6= y plat́ı
f(x) 6= f(y);

s

s

s

s

X
✷

• surjektivńı (nebo také
”
na“) právě když pro každé y ∈ B existuje x ∈ A

takové, že f(x) = y;

s

s

s

s

X✷
• bijektivńı (vzáj. jednoznačná) právě když je injektivńı a souč. surjektivńı.✷

s s

s

s

s

s
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Následuj́ı jiné ukázky vlastnost́ı funkćı.

• Funkce plus : N×N→ N je surjektivńı, ale neńı prostá.✷

• Funkce g : Z→ N daná předpisem

g(x) =

{
−2x− 1 jestliže x < 0,
2x jinak

je bijektivńı.✷

• Funkce ∅ : ∅ → ∅ je bijektivńı.✷

• Funkce ∅ : ∅ → {a, b} je injektivńı, ale neńı surjektivńı.✷

• Dokázali byste nalézt bijektivńı funkci N×N→ N?
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Inverze funkce

Př́ıklady inverźı pro relace–funkce.

• Inverźı bijektivńı funkce f(x) = x+ 1 na Z je funkce f−1(x) = x− 1.✷

• Inverźı prosté funkce f(x) = ex na R je parciálńı funkce f−1(x) = lnx.✷

• Funkce g(x) = x mod 3 neńı prostá naN, a proto jej́ı inverźı je
”
jen“ relace

g−1 = {(a, b) | a = b mod 3}.
Konkr. g−1 = {(0, 0), (0, 3), (0, 6), . . . , (1, 1), (1, 4), . . . , (2, 2), (2, 5), . . . }.
✷

Tvrzeńı 6.2. Mějme funkci f : A → B. Pak jej́ı inverzńı relace f−1 je

a) parciálńı funkce právě když f je prostá, ✷

b) funkce právě když f je bijektivńı.

Důkaz vyplývá př́ımo z definic funkce a inverze relace. ✷



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2013 7 / 20 FI: IB000: Skládáńı a Funkce

6.2 Skládáńı funkćı, permutace6.2 Skládáńı funkćı, permutace

Fakt: Mějme zobrazeńı (funkce) f : A → B a g : B → C. Pak jejich složeńım
coby relaćı v tomto pǒrad́ı vznikne zobrazeńı (g ◦ f) : A → C definované

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) .✷

• Jak nap̌ŕıklad na běžné kalkulačce vypočteme hodnotu funkce sin2 x ? ✷

Slož́ıme (v tomto pǒrad́ı)
”
elementárńı“ funkce f(x) = sinx a g(x) = x2. ✷

• Jak bychom na
”
elementárńı“ funkce rozložili aritmetický výraz 2 log(x2 +1) ? ✷

Ve správném pǒrad́ı slož́ıme funkce f1(x) = x2, f2(x) = x+ 1, f3(x) = log x a
f4(x) = 2x. ✷

• A jak bychom obdobně vyjáďrili složeńım funkćı aritmetický výraz sinx+ cosx ?
Opět je odpověd’ p̌ŕımočará, vezmeme

”
elementárńı“ funkce g1(x) = sinx a

g2(x) = cosx, a pak je
”
slož́ıme“ daľśı funkćı h(x, y) = x+ y. ✷

Vid́ıme však, že takto pojaté
”
skládáńı“ už nezapadá hladce do našeho

zjednodušeného formalismu skládáńı relaćı.
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Skládáńı permutaćı

Definice: Necht’ permutace π množiny {1, 2, . . . , n} je určena sěrazeńım jej́ıch
prvk̊u (p1, . . . , pn). Pak π je zároveň bijektivńım zobrazeńım {1, . . . , n} →
{1, . . . , n} definovaným předpisem π(i) = pi. ✷

Tud́ıž lze permutace skládat jako relace podle Definice 4.7. ✷

Poznámka : Všechny permutace množiny {1, 2, . . . , n} spolu s operaćı skládáńı tvǒŕı
grupu, zvanou symetrická grupa Sn.

Permutačńı grupy (podgrupy symetrické grupy) jsou velice důležité v algeb̌re, nebot’

každá grupa je vlastně isomorfńı některé permutačńı grupě. ✷

Př́ıkladem permutace vyskytuj́ıćım se v programátorské praxi je ťreba zobrazeńı
i 7→ (i+1) mod n (“inkrement”). ✷Často se ťreba lze setkat (aniž si to mnohdy
uvědomujeme) s permutacemi při indexaci prvk̊u poĺı.
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Cykly permutaćı

V kontextu pohledu na funkce a jejich skládáńı coby relaćı si zavedeme jiný,
názorněǰśı, způsob zápisu permutaćı – pomoćı jejich cykl̊u.

s s

s

s s

ss

s

.

.

1 5

6

2 3

48

7

✷

Definice: Necht’ π je permutace na množině A. Cyklem v π rozuḿıme
posloupnost 〈a1, a2, . . . , ak〉 r̊uzných prvk̊u A takovou, že π(ai) = ai+1 pro
i = 1, 2, . . . , k − 1 a π(ak) = a1. ✷

• Jak název napov́ıdá, v zápise cyklu 〈a1, a2, . . . , ak〉 neńı důležité, kterým prvkem
začneme, ale jen dodržeńı cyklického pǒrad́ı. Cyklus v permutaci může ḿıt i jen
jeden prvek (zobrazený na sebe).

• Nap̌ŕıklad permutace (5, 3, 4, 8, 6, 1, 7, 2) je zakreslena svými cykly výše.
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Reprezentace permutaćı jejich cykly

Věta 6.3. Každou permutaci π na konečné množině A lze zapsat jako složeńı
cykl̊u na disjunktńıch podmnožinách (rozkladu) A. ✷

Důkaz: Vezmeme libovolný prvek a1 ∈ A a iterujeme zobrazeńı a2 = π(a1),
a3 = π(a2), atd., až se dostaneme

”
zpět“ k ak+1 = π(ak) = a1. Proč tento

proces skonč́ı? Protože A je konečná a tud́ıž ke zopakováńı některého prvku
ak+1 muśı doj́ıt. Nadto je π prostá, a proto nemůže nastat π(ak) = aj pro
j > 1. Takto źıskáme prvńı cyklus 〈a1, . . . , ak〉. ✷

Induktivně pokračujeme s hledáńım daľśıch cykl̊u ve zbylé množině A \
{a1, . . . , ak}, dokud nez̊ustane prázdná. ✷ ✷

Značeńı permutace jej́ımi cykly: Necht’ se permutace π podle Věty 6.3 skládá
z cykl̊u 〈a1, . . . , ak〉, 〈b1, . . . , bl〉 až ťreba 〈z1, . . . , zm〉. Pak zaṕı̌seme

π = ( 〈a1, . . . , ak〉 〈b1, . . . , bl〉 . . . 〈z1, . . . , zm〉 ) .
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Př́ıklad 6.4. Ukázka skládáńı permutaćı daných svými cykly.

Vezměme 7-prvkovou permutaci π = (3, 4, 5, 6, 7, 1, 2). Ta se skládá z jediného cyklu
〈1, 3, 5, 7, 2, 4, 6〉. Jiná permutace σ = (5, 3, 4, 2, 6, 1, 7) se rozkládá na ťri cykly
〈1, 5, 6〉, 〈2, 3, 4〉 a 〈7〉. ✷

Nyńı urč́ıme složeńı σ ◦ π těchto dvou permutaćı (už p̌ŕımo v zápisu cykly):

(〈1, 5, 6〉〈2, 3, 4〉〈7〉) ◦ (〈1, 3, 5, 7, 2, 4, 6〉) = (〈1, 4〉〈2〉〈3, 6, 5, 7〉)

(Nezapoḿınejme, že prvńı se ve složeńı aplikuje pravá permutace!) ✷

Postup skládáńı jsme použili následovný:

∗ 1 se zobraźı v permutaci vpravo na 3 a pak vlevo na 4. ✷

∗ Následně 4 se zobraźı na 6 a pak na 1. T́ım
”
uzav̌reme“ prvńı cyklus 〈1, 4〉.✷

∗ Dále se 2 zobraźı na 4 a pak hned zpět na 2, tj. má samostatný cyklus. ✷

∗ Zbylý cyklus 〈3, 6, 5, 7〉 urč́ıme analogicky.
✷
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6.3 Induktivńı definice množin a funkćı6.3 Induktivńı definice množin a funkćı

Př́ımým zobecněńım dř́ıvěǰśıch rekurentńıch definic je následuj́ıćı koncept.

Definice 6.5. Induktivńı definice množiny.
Jedná se obecně o popis (nějaké) množiny M v následuj́ıćım tvaru:

• Je dáno několik pevných (bázických) prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈ M . ✷

• Je dán soubor induktivńıch pravidel typu

Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈ M , pak také y ∈ M.

V tomto př́ıpadě je y typicky funkćı y = fi(x1, . . . , xℓ). ✷

Pak naše induktivně definovaná množina M je určena jako nejmenš́ı (inkluźı)
množina vyhovuj́ıćı těmto pravidl̊um. ✷

Poznámka : Vid́ıte podobnost této definice s uzávěrem relace? (Věta 6.9.)
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• Pro nejbližš́ı př́ıklad induktivńı definice se obrát́ıme na množinu všech
přirozených č́ısel, která je formálně zavedena následovně.

– 0 ∈ N

– Je-li i ∈ N, pak také i+ 1 ∈ N.

. . .0 1 2 3 4 ✷

• Pro každé y ∈ N můžeme definovat jinou množinu My ⊆ N induktivně:

– y ∈ My

– Jestliže x ∈ My a x+ 1 je liché, pak x+ 2 ∈ My. ✷

Pak např́ıklad M3 = {3}, nebo M4 = {4 + 2i | i ∈ N}. ✷

• Daľśım př́ıkladem induktivńı definice je už známé zavedeńı výrokových for-
muĺı z Odd́ılu 1.5. Uměli byste ted’ přesně ř́ıci, co tam byly bázické prvky a
jaká byla induktivńı pravidla?
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Jednoznačnost induktivńıch definic

Definice: Řekneme, že daná induktivńı definice množiny M je jednoznačná,
právě když každý prvek M lze odvodit z bázických prvk̊u pomoćı induktivńıch
pravidel právě jedńım způsobem. ✷

• Definujme např́ıklad množinu M ⊆ N induktivně takto:

– 2, 3 ∈ M

– Jestliže x, y ∈ M a x ≤ y, pak také x2 + y2 a x · y jsou prvky M .

Proč tato induktivńı definice neńı jednoznačná? ✷Např́ıklad č́ıslo 8 ∈ M lze
odvodit způsobem 8 = 2 · (2 · 2), ale zároveň zcela jinak 8 = 22 + 22. ✷

• V čem tedy spoč́ıvá důležitost jednoznačných induktivńıch definic množin?
Je to předevš́ım v daľśım možném využit́ı induktivńı definice množiny jako

”
základny“ pro odvozené vyšš́ı definice, viz následuj́ıćı.
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Definice 6.6. Induktivńı definice funkce z induktivńı množiny.
Necht’ množina M je dána jednoznačnou induktivńı definićı. Pak ř́ıkáme,
že funkce F : M → X je definována induktivně (vzhledem k induktivńı
definici M), pokud je řečeno:

• Pro každý z bázických prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈ M je určeno F(ai) = ci. ✷

• Pro každé induktivńı pravidlo typu

“Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈ M , pak také f(x1, . . . , xℓ) ∈ M”

je definováno

F
(
f(x1, . . . , xℓ)

)
na základě hodnot F(x1), . . . ,F(xℓ).✷

Pro p̌ŕıklad se pod́ıvejme ťreba do manuálu unixového p̌ŕıkazu test EXPRESSION:

EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true

EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true

[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal

......
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Induktivńı definice se
”
strukturálńı“ indukćı

Př́ıklad 6.7. Jednoduché aritmetické výrazy a jejich význam.

Necht’ je dána abeceda Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,⊙,⊕, (, )}. Definujme množinu
jednoduchých výraz̊u SExp ⊆ Σ∗ induktivně takto:

– Dekadický zápis každého p̌rirozeného č́ısla n je prvek SExp.

– Jestliže x, y ∈ SExp, pak také (x)⊙(y) a (x)⊕(y) jsou prvky SExp. ✷(Jak vid́ıme,
d́ıky nucenému závorkováńı je tato induktivńı definice jednoznačná.)

T́ımto jsme aritmetickým výraz̊um p̌rǐradili jejich
”
formu“, tedy syntaxi. ✷

Pro p̌rǐrazeńı
”
významu“, tj. sémantiky aritmetického výrazu, následně definujme funkci

Val : SExp → N induktivně takto: ✷

– Bázické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadický zápis p̌rirozeného č́ısla n. ✷

– Prvńı induktivńı pravidlo: Val((x)⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).

– Druhé induktivńı pravidlo: Val((x) ⊙ (y)) = Val(x) · Val(y). ✷

Co je tedy správným významem uvedených aritmetických výraz̊u? ✷
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Př́ıklad 6.8. Důkaz správnosti p̌rǐrazeného
”
významu“ Val : SExp → N.

Věta. Pro každý výraz s ∈ SExp je hodnota Val(s) č́ıselně rovna výsledku vyhod-
noceńı výrazu s podle běžných zvyklost́ı aritmetiky.✷

Matematickou indukćı: Na rozd́ıl od ďŕıve prob́ıraných p̌ŕıkladů zde nevid́ıme žádný
celoč́ıselný

”
parametr n“, a proto si jej budeme muset nejprve definovat.✷

Naši indukci tedy povedeme podle
”
délky ℓ odvozeńı výrazu s“ definované jako počet

aplikaćı induktivńıch pravidel poťrebných k odvozeńı s ∈ SExp.

✷

Důkaz: V bázi indukce ově̌ŕıme vyhodnoceńı bázických prvků. Plat́ı Val(n) = n, což
skutečně odpov́ıdá zvyklostem aritmetiky. ✷

V indukčńım kroku se pod́ıváme na vyhodnoceńı Val((x) ⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).
✷Podle běžných zvyklost́ı aritmetiky by hodnota Val((x)⊕ (y)) měla být rovna součtu
vyhodnoceńı výrazu x, což je podle indukčńıho p̌redpokladu rovno Val(x) (x má žrejmě
kraťśı délku odvozeńı), a vyhodnoceńı výrazu y, což je podle indukčńıho p̌redpokladu
rovno Val(y). ✷Takže skutečně Val((x) ⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).

Druhé pravidlo Val((x)⊙ (y)) se dǒreš́ı analogicky.
✷



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2013 18 / 20 FI: IB000: Skládáńı a Funkce

6.4 Uzávěry relaćı6.4 Uzávěry relaćı

Definice: Bud’ V (nějaká) vlastnost binárńıch relaćı. Řekneme, že V je
uzav́ıratelná, pokud splňuje následuj́ıćı podḿınky:

• Pro každou množinu M a každou relaci R ⊆ M × M existuje alespoň
jedna relace S ⊆ M ×M , která má vlastnost V a pro kterou plat́ı R ⊆ S.

• Necht’ I je množina a necht’ Ri ⊆ M × M je relace maj́ıćı vlastnost V
pro každé i ∈ I. Pak relace

⋂

i∈I Ri má vlastnost V .✷

Fakt: Libovolná kombinace vlastnost́ı reflexivita, symetrie, tranzitivita je
uzav́ıratelná vlastnost.

Antisymetrie neńı uzav́ıratelná vlastnost. ✷

Věta 6.9. Necht’ V je uzav́ıratelná vlastnost binárńıch relaćı. Bud’ M množina
a R libovolná binárńı relace na M . Pak pro množinu všech relaćı S ⊇ R na
M maj́ıćıch vlastnost V existuje infimum RV (vzhledem k množinové inkluzi),
které samo má vlastnost V .

Tuto
”
nejmenš́ı“ relaci RV s vlastnost́ı V nazýváme V -uzávěr relace R.
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Tvrzeńı 6.10. Necht’ R je binárńı relace na M . Pak plat́ı následuj́ıćı poznatky.

• Reflexivńı uzávěr R je přesně relace R ∪ {(x, x) | x ∈ M}.✷

• Symetrický uzávěr R je přesně relace
↔

R= {(x, y) | (x, y) ∈ R nebo (y, x) ∈ R}.✷

• Tranzitivńı uzávěr R je přesně relace R+ =
⋃

∞

i=1
T i(R), kde T je funkce,

která pro každou binárńı relaci S vrát́ı relaci

T (S) = S ∪ {(x, z) | existuje y takové, že (x, y), (y, z) ∈ S}

a T i = T ◦ · · · ◦ T
︸ ︷︷ ︸

i

je i-krát iterovaná aplikace funkce T . ✷

• Reflexivńı a tranzitivńı uzávěr R je přesně relace R∗ = Q+, kde Q je
reflexivńı uzávěr R.✷

• Reflexivńı, symetrický a tranzitivńı uzávěr R (tj. nejmenš́ı ekvivalence ob-

sahuj́ıćı R) je přesně relace (
↔

Q)+, kde Q je reflexivńı uzávěr R.

• Na pǒrad́ı aplikováńı uzávěr̊u vlastnost́ı zálež́ı!
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Neformálně:

• V -uzávěr relace je vlastně daný induktivńı definićı podle vlastnosti V . ✷

• Význam reflexivńıch a symetrických uzávěr̊u je z předchoźıho žrejmý. ✷

• Význam tranzitivńıho uzávěru R+ je následovný:

Do R+ přidáme všechny ty dvojice (x, z) takové, že v R se lze
”
dostat

po šipkách“ z x do z. Nakreslete si to na paṕır pro nějakou jednoduchou
relaci, abyste význam tranzitivńıho uzávěru lépe pochopili. ✷

s s s s s s s s✷✷

✷

• A jak bylo dř́ıve řečeno, antisymetrický uzávěr relace prostě nemá smysl.
✷

• Např́ıklad bud’ R ⊆ N ×N definovaná takto: R = {(i, i + 1) | i ∈ N}.
Pak R∗ je běžné lineárńı uspǒrádáńı ≤ přirozených č́ısel.


