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1. [2 body] Uvazme abecedu ¥ = {a,b} a uvazme jazyk L nad touto abecedou:
L= {zwz |z € {a,b},w € {a,b}"}

Najdéte néjakou pravou kongruenci ~ s koneénym indexem takovou, ze jazyk L je sjed-
nocenim nékterych t¥id rozkladu ¥* podle ~. Dokazte, Ze se jedné o pravou kongruenci,
véetné dikazu, Ze se jedné o ekvivalenci.

Rozhodnéte, zda je jazyk regularni. Své rozhodnuti zdivodnéte.

Reseni
Pravou kongruenci ~ s kone¢nym indexem takovou, Ze L je sjednocenim nékterych tiid
rozkladu ¥* podle ~, nejjednoduseji odvodime z totalniho deterministického konecného
automatu pro jazyk L.

Nejprve si tedy navrhneme totalni DFA A akceptujici jazyk L:

A = ({QE7 Gaw; Qbw) dawa wab}7 27 67 qe, {Qawaa wab})

a

> nyni mizeme rozdélit do disjunktnich tifid rozkladu odpovidajicich jednotlivym
staviim automatu A':

L(q.
Taw - L(Qaw

)

) {a}{b}")"
Thw = L(gbw)

)

)

( )
({o}{a} )"

({0} {a}")" = Tow{a} " = {a} {a,0}" {a}
{a} {}")" = Thuw{b}" = {0} {a, b}"{b}

Tawa - L<Qawa
Thwy, = (wab

{e}
{a}.
{b}.
{a}.
{b}.

1Zde zapis L(q), kde ¢ € Q oznacuje jazyk akceptovany automatem jehoz definice je stejné jako definice
automatu A aZ na mnozinu akceptujicich stava ktera je {q}.



IB102 — kol 3, priklad 1 — feSeni Odevzdani: 7.10.2013

v

Vypracoval(a): UCO:
Skupina:

Slovni popis tiid rozkladu:

T. je trida obsahujici jen prazdné slovo. Prazdné slovo musi byt ve tiidé samo,
protoze dosud nevime jakym pismem bude slovo zac¢inat

T, je tfida slov, ktera zac¢inaji a a nepatii do jazyka L, nicméné maji potenciél
do né&j pattit pokud k nim bude pfifetézeno slovo konéici na a. (Do této t¥idy patii
také a.)

e Ty, —obdobné pro b
o T,.q je tfida slov délky alespon 2, ktera zac¢inaji na a a kon¢i na a. Tedy vSechna

slova v této t¥idé rozkladu patii do L.
Tyws — Opét obdobné pro b

Lze vidét piimo z definice t¥id (nebo jejich popisu), Ze tyto tfidy jsou skutecné dis-
junktni a zaroven jejich sjednocenim je X*, tedy tvofi rozklad mnoziny >*.

Jazyk L je potom sjednocenim tiid T, & Tyup, tedy

L= Tawa ) wab

Relaci ~ muzeme definovat pomoci vyse zadefinovanych tiid rozkladu:

w ~v L AX € {10, Tow, Tow, Towas Thws} 4 € X Av € X

(Tedy w je v relaci s v jestlize patii do stejné t¥idy rozkladu)

Takto definované relace ~

e je reflexivni:

Diikaz. Plati, ze kazdé x € X* patii do né€jaké tiidy rozkladu, tedy je jisté v relaci
samo se sebou. ]

e je symetricka

Diikaz. Uvazme libovolna slova x,y takova, ze x ~ y.
Potom z definice ~ plyne, Ze existuje tf¥ida rozkladu X takova, ze x € X,y € X a
tedy jisté platiiy ~ x. O

e je tranzitivni

Diikaz. Uvazme libovolna slova x,y, z takova, ze x ~ y, y ~ 2

Potom z definice ~ plyne, Ze existuje tfida rozkladu X takova, 7e x € X, y € X,
z e X.

Situace, kdy by z a y padly obé do néjaké tridy X a y a z padly do jiné t¥idy YV
(tedy z € X,y € X,y €Y,z € Y, X #Y), nastat nemize, protoze jednotlivé t¥idy
rozkladu jsou disjunktni.

Tedy plati, ze i © ~ z. O
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e je prava kongruence

V nésledujicim textu budu proménné oznacujici prvky mnoziny ¥ oznacovat podtrzenymi znaky ze zacatku abecedy,

tedy napfiklad ¢ je proménnd, znaky abecedy budu psat norméaln&, naptiklad a,b.

Diikaz. Podle tvrzeni 2.21 z prednasky lze podminku k tomu aby ekvivalence byla
pravou kongruenci zformulovat jako

Yu,v € X' cEX:u ~v = uc~ ¢

Musime zde tedy ukézat, Ze jsou-li libovolné 2 slova v relaci ~, pak pokud k obéma
priddme libovolné pismeno ze ¥, vysledna slova budou opét v relaci ~.
Postupné probereme jednotlivé tiidy rozkladu a jednotliva c € ..

u,v € T;: jedinym slovem je ¢, a tedy vzdy u = v a tedy i Vc € X : uc = vc,
proto z reflexivity ~ plati uc ~ ve.
u, vV € Ty
% prifetézujeme ¢ = a: ua,va € Tyye (1ze vidét z popisu Tu,, a jeho vztahu
k Taw)
Taw~{a} g Tawa
% prifetézujeme ¢ = b: ub,vb € T,, (z popisu lze vidét, Ze muzeme pridat
libovolny pocet znaki b a stale ziustavame v T,,,)
Taw-{b} g Taw
U,V € Tywa:
x prifetézujeme ¢ = a: ua,va € Ty,
Tawa-{a} g Tawa
x prifetézujeme ¢ = b: ub,vb € T,
Tawa-{b} g Taw
u, v € Tyy: (chové se obdobné jako Ty,,)
x prifetézujeme ¢ = a: ua,va € Ty,
wa.{CL} g wa
x prifetézujeme ¢ = b: ub, vb € Ty
Tow-{0} C Thup
U, v € Thup: (chova se obdobné jako Ty )
x prifetézujeme ¢ = a: ua,va € Ty,
Tows-{a} C Thy
% prifetézujeme ¢ = b: ub, vb € Ty
Towp-{0} € Thup
n

Index relace ~ je 5 (protoze rozklad ¥*/. je tvofen 5 mnozinami).

Jazyk L je regularni — nalezli jsme pravou kongruenci ~ s koneénym indexem tako-
vou, ze L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu ¥*/., tedy podle Myhill-Nerodovy véty
je jazyk L regularni.



