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2. |2 body] Necht X je libovolna abeceda a removeFirst : 2°° — 2%" je unarni operace
nad jazyky definovana nésledovné:

removeFirst(L) ={w € ¥* | Jx € ¥ . zw € L}

Intuitivné: removeFirst(L) je jazyk, ktery vznikne z L odstranénim prvniho pismene ze
vSech slov délky alespon jedna. Napiiklad

removeFirst({e, aa,aba}) = {a, ba}
removeFirst({b,ab, abba}) = {e,b, bba}

Rozhodnéte, zda je tfida vSech regularnich jazyki nad abecedou ¥ uzaviena na operaci
removeFirst, a vase tvrzeni dokazte. Tzn.:

e Pokud je vaSe odpoveéd kladnéa, dokazte, Ze pro libovolny regularni jazyk L C X* je
jazyk removeFirst(L) také regularni.

e Pokud je vase odpovéd zaporné, najdéte abecedu ¥ a jazyk L C ¥*, ktery je regu-
larni, ale jazyk removeFirst(L) regularni neni.

ResSeni: T7rida vSech reguldrnich jazyki nad abecedou X je uzaviend na operact
removeFirst pro libovolnou abecedu 3.

Diikaz. Bud X libovolna abeceda a L C ¥* regularni jazyk. Pak existuje deterministicky
kone¢ény automat A = (Q, X, §, qo, F), ktery jazyk L akceptuje. Ukdzeme, jak zkonstruovat
nedeterministicky kone¢ny automat s e-kroky A’, ktery akceptuje jazyk removeFirst(L),
a tudiz, ze jazyk removeFirst(L) je také regularni.

Automat A’ zkonstruujeme tak, ze k automatu 4 pridame novy inicidlni stav ¢} a
z néj e-prechody do vSech stavi, do kterych se da jednim krokem dostat z ptvodniho
inicialniho stavu gg. Tuto intuici nyni zachytime formalné a ukazeme, ze takto vytvoreny
automat skutecné akceptuje jazyk removeFirst(L).

Bud X C @ mnozina definovana nésledovneé:

X ={6(q,z) |z € X}

Tedy X je pfesné mnozina popsana vySe — mnozina vSech stavii, do kterych se da v auto-
matu A dostat ze stavu ¢g jednim krokem. Bud déle ¢, novy stav, tedy ¢ € Q. Definujeme
novou piechodovou funkei &' : (Q U {q}}) x (XU {e}) — 29:

8 (q,2) = {0(q, z)} pro viechna q € Q a vSechna x € ¥
8’ (q,¢) = ) pro viechna q € Q

8" (g4, ) = 0 pro v8echna z € ¥

' (qp,€) = X
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Pak hledany automat A’ je (QU {q}}, >, 0", ¢}, F'). Zbyva nam ukazat, zZe automat A’
skutecné akceptuje jazyk removeFirst(L) — tj. L(A’) = removeFirst(L). Ukdzeme obé
inkluze:

Nejdiive ukazeme, ze L(A") C removeFirst(L).
Necht tedy w = ay ...a, € L(A’) je libovolné slovo akceptované automatem A" (kde
n € Ny a a; € X pro viechna 1 < i < n). Tudiz v pfechodovém grafu automatu A" existuje
cesta
/ £ al a2 Qan
Qo — @ —> G2 — " —7 (nt1

pro néjaké stavy qp,...,q, € Q a q,+1 € F. Prvni pfechod musi byt pod slovem &, protoze
podle definice funkce ¢ ze stavu ¢ nevedou jiné pfechody nez e-pfechody. Z definice
funkce ¢’ navic vime, Ze ¢; € X a tedy existuje pismeno x € ¥ takové, ze ¢; = d(qo, x).
Takze v prechodovém grafu automatu A existuje cesta

x al as Qn
Qo —>q1 —> Q22— —7 (pt1

(protoZe automat A se na stavech z ) chova stejné jako automat A’). Protoze ¢,.1 € F,
automat A akceptuje slovo zw a proto xw € L. A tedy w € removeFirst(L).

Dale ukazeme, ze removeFirst(L) C L(A").

Necht tedy w = a;...a, € removeFirst(L) je libovolné (kde n € Ny a a; € ¥ pro
viechna 1 < i < n). Tedy z definice operace removeFirst existuje x € ¥ takové, Ze
zw € L. Tudiz v prechodovém grafu automatu A existuje cesta

x al as Qn
qo —>q1 —> G2 —> " — Qp+1

pro néjaké stavy q1,...,q, € Q a q¢,+1 € F. Pak z definice mnoziny X vime, ze ¢; € X.
Takze ¢, € 0'(q),€) a proto v pfechodovém grafu automatu 4" existuje cesta

/ € ay az Qan
Qo — Q1 —> 42 — =" — 7 Qny1

(protoZze automat A’ se na stavech z ) chova stejné jako automat A). Protoze ¢,.1 € F,
automat A" akceptuje slovo w a proto w € L(A').

Celkové jsme dokazali L(A") = removeFirst(L), tudiz jazyk removeFirst(L) je regu-
larni, protoze je akceptovany nedeterministickym koneénym automatem A’.
]



