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2. [2 body| Necht X je libovolna abeceda a A, B C ¥* jsou jazyky nad touto abecedou.
Déle necht HALT je jazyk problému zastaveni. O jazyce L fekneme, Ze je netrividlnim
jazykem nad abecedou X, pokud L # () a zaroven L # 3*.

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici tvrzeni pravdivé, a sva rozhodnuti zdivodnéte:
(a) A je regularni jazyk, B je netrivialni rekursivni jazyk — A <,,, B,

(b) A<,, HALT = A neni rekursivni.

Tvrzeni (a) plati. Tedy pro kazdy regularni jazyk A a kazdy netrividlni rekursivni jazyk
B existuje redukce f, kterd redukuje A na B.

Diikaz. Jazyk B je netrividlni, tedy existuje néjaké slovo wp takové, ze wg € B, a néjaké
slovo wp takove, ze wp ¢ B.

Pozndmka: Samotné existence téchto slov je dostateénd k tomu, aby redukce existovala, a
tedy i pro nas dtkaz. Pokud byste vSak navic chtéli mit dikaz konstruktivni, tak pro libovolny
netrivialn{ rekursivni jazyk muzeme tato slova algoritmicky najit v koneéném case. Napriklad
tak, Zze budeme postupné generovat vSechna mozna slova nad abecedou X a ¢ekat na prvni slovo,
které do jazyka B padne, a prvni, které do néj nepadne. Kazdy vypocet pfislusnosti do B musi
skon¢it (B je rekursivni). Zaroven jazyk B je netrivialni, a tedy musi tato slova existovat — proto
je v koneéném cCase nalezneme a vypocet skonéi.

Nyni potfebujeme dokazat, ze A <,, B, tedy vytvorit redukci f, tedy totalné vycisli-
telnou funkci, které zachovava prislusnost k jazyku:

weAs f(w)eB

Redukci f navrhneme tak, ze rozhodne prislusnost slova x do jazyka A a vysledek
tohoto rozhodnuti pifevede bud na slovo, které do jazyka B patii, nebo na takoveé, které do
B nepatiil. P¥i tom vyuZzijeme toho, Ze jazyk A je regularni, a tedy existuje deterministicky
kone¢ny automat 4,4, ktery jej akceptuje.

Redukci f zadefinujeme takto:

wp jestlize x € A
flx)=q 2
wp jestlize x ¢ A

Algoritmus pro vypocet f(x):
e simulaci DFA A4 na vstupu x rozhodneme, zda plati z € A,

— pokud z € A, vratime na vystup slovo wpg;
— pokud x ¢ A, vratime na vystup slovo wg.

!Toto je moment, kdy potiebujeme netrivialitu jazyka B, pro trividlni jazyk B by tato konstrukce (a
ani redukce) nebyla mozna.
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Funkce f je vycislitelna — vySe je uvedeny algoritmicky postup, tedy podle Church-
Turingovy teze je tento postup realizovatelny pomoci TM. Vystup bude realizovat zapisem
na pasku — vyuZzijeme toho, ze méame jen dvé moznosti, jakéa slova budeme zapisovat (pro
dané B), a tedy muZeme tato slova zakodovat do prechodové funkce Turingova stroje,
ktery f pocita.

Funkce f je totalné vycislitelnd — kazdy z kroku algoritmu je totalné vy¢islitelny:
e vypocet DFA nemuze cyklit nad kone¢nym slovem, tedy ani jeho simulace nemuze
cyklit,
e na vystup ddvame konec¢né slovo, tedy opét nemutzeme cyklit.

Platiw € A & f(w) € B:

o we A= f(w) € B—jestlize w € A, pak DFA A4 musi akceptovat w, a tedy
f(w) =wp a protoze wg € B, tak f(w) € B;

o we A<« f(w) € B - dokdzeme obménou (w ¢ A = f(w) ¢ B) — jestlize w ¢ A,
pak DFA A, zamita w, tedy f(w) = wg, a tedy f(w) ¢ B.

Dokazali jsme, Ze existuje totalné vycislitelna redukce f z jazyka A na jazyk B, tedy plati:
A<, B.

Kde A je libovolny regularni jazyk a B je libovolny netrividlni rekursivni jazyk, tedy
tvrzeni (a) plati. O

Tvrzeni (b) neplati. Tedy neni pravda, Ze pokud se jazyk A redukuje na HALT, tak A

neni rekurzivni?.

Diikaz. Naptiklad jazyk A = X* jisté je regularni, a tedy i rekursivni, nicméné se redukuje
na HALT.

V dikazu budeme potiebovat Turingtv stroj, ktery zastavi pro libovolné slovo (napii-
klad jej akceptuje). Tento TM oznacime M.

Jelikoz redukujeme z ¥*, potFebujeme, aby platilo f(z) € HALT pro viechna x, staci
nam tedy fixné vracet kod dvojice My a libovolné slovo.

Tedy redukei f zadefinujeme takto:

flz) = <My, e>

Tato funkce je zfejmé totélné vycislitelna, jednoduse déva na vystup neustale stejnou
fixni hodnotu.
Zaroven plati

reAs f(x)e HALT

2Naopak dokonce libovolny rekursivni jazyk se redukuje na HALT — k tomu miiZzeme pouZit podobnou
argumentaci jako u &asti (a).



IB102 — dkol 10, priklad 2 — reSeni Odevzdani: 9.12.2013

v

Vypracoval(a): UCO:
Skupina:

ez € A= f(x) € HALT — plati, protoze My zastavi pro libovolné slovo, tedy
specidlné i pro €, a tedy kod dvojice <Mz, e> jisté nélezi jazyku HALT,

o v ¢ A= f(x) ¢ HALT — plati trivialng, protoze A = ¥*, a tedy neexistuje z ¢ A.

A tedy plati
A<, HALT.

Dokéazali jsme, ze existuje rekursivni jazyk A takovy, ze A <,, HALT, tedy tvrzeni
(b) neplati. O



