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IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 2. 12.2013 1/31



Casova slozitost algoritmu

m pocet “krokU” vypoctu
m zavisi na vstupu a vypocetnim modelu
m jako zakladni model pouzijeme Turinguv stroj

m zkoumame nejhorsi pripad, tedy maximalni pocet kroku v zavislosti
na délce vstupu

m |ze zkoumat i prumeérny pripad
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Casova slozitost deterministického Turingova stroje

Definice. Necht M je uplny deterministicky (jednopaskovy nebo
vicepaskovy) Turinguyv stroj se vstupni abecedou ¥. Pro kazdé w € ¥*
definujeme f\((w) jako pocet kroku vypocCtu stroje M na vstupu w.
Casova slozitost stroje M je pak funkce Ty : Ny — N definovana

vztahem
Tri(n) = max{ty(w) | we X"}
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Priklad

./\/l — ({qo, Q1 3 qacc, Qrej}y {07 1}7 {O, 1 3 [>7 |—|}7 [>7 |—|7 57 qu qaC07 Qrej)

0 > 0 1 ]
do (QO7[>7R) (QO707R) (Q1717R) (qa007_7_)
o) (Qreja_v_) (C]1,1,R) (q3007_7_)

IB102 Automaty, gramatiky a sloZitost, 2. 12.2013 4/31



Priklad
M = ({90, 91, T, S0, 51, Gace: Grej }5 {0, 1}, {0, 1, X, >, U}, >, U, 8, Go, Gaces Grei)

0 > 0 1 X |

do (q07>7R) (q0707 R) (q1717R) (r,I_I,L)
a1 (Grej, — =) (g1, 1, A) (r,u, L)
r | (sp,>,R) (r,0,L) (r,1,L) (r, X, L)

So (317X7 R) (qr€j7_7_) (517X7 R) (Qacca_a_)
S1 (81,0, R) (f, X, L) (S1,X, R) (qrej,—,—)
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Asymptoticka analyza
Motivace

m jaka slozitost je lepsi: 6n nebo n? + 57

m na delSich vstupech jsou vypocty obvykle delsi
m zajima nas chovani pro n — oo

m konstantni faktor neuvazujeme (vypocet Ize zrychlit)

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 2. 12.2013 6/31



Asymptoticka analyza
Motivace

Véta. Pro kazdy deterministicky uplny TM M a pro kazdé m > 1 Ize
zkonstruovat deterministicky aplny TM M’ tak, ze L(M) = L(M') a

Tm(n
TM/(I?): Mn‘(l )—l—n‘|—1-

Dukaz.
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O-notace

Definice. Necht f, g : Ny — Rt jsou funkce. Rekneme, Ze g je
asymptoticka horni zavora pro f, a piseme f € O(g) nebo f = O(g),
jestlize existuji konstanty ¢, np € N takové, ze

Vn > ng : f(n) < cg(n).

Piiklad. 15m° +3n°* +11n+7
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Pocitani s O-notaci

m logaritmy: O(log n)

m séitani: O(n3) + O(n)

m mochiny: 29"
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Priklad

TM M rozhodujici {0%1% | kK > 0} Ize popsat i takto:

Zjisti, zda vstup obsahuje néjakou 0 za 1. Pokud ano, zamitne.

Dokud je na pasce néjaka 0, projizdi pasku a vzdy Skrtne jednu 0 a
jednu 1. Pokud se nepovede k nejaké 0 najit 1, zamitne.

Pokud po vyskrtani vSech 0 zbude na pasce néjaka 1, zamitne. Jinak
akceptuje.
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o-notace

Definice. Necht f,g: Ny — R jsou funkce. Rekneme, Ze g roste
asymptoticky rychleji nez 7, a piSeme f € o(g) nebo f = 0(g), jestlize

. f(n)
A gt =2

Pfiklad. nlogn = o(n?)

Lemma. f = 0(g9) = f = O(9)
f=0(g9) = g ¢ o(f)
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Deterministické casoveé slozitostni tridy problému

casova slozitost problému = nejmensi ¢asova slozitost, s jakou Ize dany
problém rozhodnout

Definice. Kazda funkce f : N — N definuje (deterministickou) casovou
slozitostni tridu problému

TIME(f(n)) = {L | L je rozhodovany nejakym deterministickym TM M
s casovou slozitosti Tr(n) = O(f(n))}.

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 2. 12.2013 12/31



Priklad

L = {0K1k | k> 0}
m ukazali jsme jednopéskovy det. TM rozhodujici L v ¢ase O(n?)
m existuje jednopaskovy det. TM rozhodujici L v case O(nlog n)

m neexistuje jednopaskovy det. TM rozhodujici L s mensi slozitosti

m existuje dvoupaskovy deterministicky TM rozhoduijici L v case O(n),
tedy L je ve tride TIME(n)
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Vliv vypocetniho modelu

m na rozdil od vycislitelnosti, ve slozitosti na vypocéetnim modelu
zalezi

rozdil je i mezi jednopaskovym a dvoupaskovym deterministickym TM
jaky model zvolit?

je volba deterministického vicepaskového TM spravna?

rozdily jsou u béznych sekvencénich deterministickych vypocetnich
modell pomérné malé

m napf. RAM (random access machine) pracuijici v case f(n) lze
prevést na vicepaskovy deterministicky TM pracujici v Case
O(f3(n) - (f(n) + n)?)

m nedeterminismus prinasi vyrazny rozdil
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Prevod vicepaskového TM na jednopaskovy

Veta. Pro kazdy vicepaskovy deterministicky TM pracujici v ¢ase
f(n) > n lze sestrojit ekvivalentni jednopaskovy deterministicky TM
pracujici v ¢ase O(f?(n)).

Dukaz.

neprazdny obsah k pasek a polohy hlav zapiSeme za sebe na 1
pasku — O(n)

simulace jednoho kroku
m zjistit informace pod hlavami = projit pasku,
kazda puvodni paska ma max. f(n) neprazdnych poli — O(f(n))
m provést krok, zapsat nové symboly a posunout hlavy
(pripadne pridat dalsi policka na puvodni pasky

odsunutim obsahu dalsich pasek, max. k policek) — O(f(n))
simulujeme f(n) krokd — celkem O(n) + O(f?(n))
[]
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Casova slozitost nedet. Turingova stroje

Definice. Necht M je Uplny nedeterministicky Turinguv stroj se vstupni
abecedou Y. Pro kazdé w € ¥* definujeme ty((w) jako pocCet kroku
nejdel&iho vypodtu stroje M na vstupu w. Casova slozitost stroje M je
pak funkce Ty : Ng — N definovana vztahem

Tra(n) = max{tym(w) | we X"}
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Nedeterministické casove slozitostni tridy problemu

Definice. Kazda funkce f : N — N definuje (hedeterministickou)
casovou slozitostni tridu problému

NTIME(f(n)) = {L | L je rozhodovany nejakym nedeterministickym TM M
s casovou slozitosti Tr(n) = O(f(n))}.

Z definic plyne TIME(f(n)) € NTIME(f(n)).
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Prevod nedeterministického TM na deterministicky

Véta. Pro kazdy nedeterministicky jednopaskovy TM pracujici v Case
f(n) > nlze sestrojit ekvivalentni deterministicky jednopaskovy TM
pracujici v gase 2°U(),

Dukaz. Nedet. TM M, ktery ma z kazdé konfigurace max. k prechodd,
simulujeme 3-paskovym deterministickym strojem, ktery prohledava strom
vypocCtl M do Sirky. Pro kazdy uzel provedeme znovu vypocet z inicialni
konfigurace.

Strom vypoctd ma hloubku nejvyde f(n) a tudiz ma nejvyse k(" listd
a méné nez 2 - k'(" yzlu. — O(k"M) uzly

Simulace vypoctu do jednoho uzlu zabere nejvyse O(f(n)) kroku.
3-paskovy stroj tedy pracuje v ¢ase O(f(n) - k'(") = 20(n)

Pfevod na jednopdaskovy det. stroj: (20(M))2 = 20(2(n)) — 20(/(n)) u
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A I aY 4

deterministické nedeterministické

P = PTIME = {J, .y TIME(n) NP = Uyen NTIME(n¥)
EXPTIME = U,y TIME(2™)  NEXPTIME = [J, . NTIME(2™)

m 2 definic a pfedchozi véty plyne: P € NP € EXPTIME C NEXPTIME

m bézné deterministické sekvencni modely vypocCtu Ize mezi sebou
prevadét s polynomialnim nartstem ¢asové slozitosti
—> definice P a EXPTIME nejsou citlivé na volbu modelu

m EXPTIME je obvykle slozitost algoritmu reSicich problém hrubou silou

m Cook-Karpova teze
P obsahuje prave vSechny prakticky resitelné problémy.
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Vztah P a NP

?

P L NP

B asi nejznamejsi otevreny problém teoretické informatiky

B Veri se, Zze plati P C NP

m dusledky do pocitacové bezpecnosti

m Clay Mathematics Institute (CMI) vypsal 1.000.000 USD za reSeni
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Prislusnost problému v P

m staCi ukazat, ze problém je reSitelny v polynomialnim poctu kroku
a ze kazdy krok je implementovatelny v polynomialnim case

m kdédovani/dekddovani objektu O do slov (O) musi byt proveditelné
v polynomialnim Case

m priklad vhodného kdédovani: reprezentace grafu matici sousednosti

m Priklad nevhodného kodovani: reprezentace sekvence Cislic unarnim
zapisem Cisla
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Problem existence cesty

Problém existence cesty je problém rozhodnout, zda v daném
orientovanem grafu G existuje cesta z s to t.

PATH = {(G, s, t) | G je orientovany graf obsahujici cestu z s do t}

Véta. PATH < P.

Dukaz. Postupné spocitdme uzly dosazitelné z s.

oznac stav s

dokud lze oznacit novy stav opakuij:
projdi vSechny hrany v G a oznac kazdy uzel,
do kterého vede hrana z oznaceného uzlu

je-li t oznaceno, akceptuj; jinak zamitni

Celkem O(n) kroku (n je pocCet stavu G), kazdy lze proveést
v polynomialnim Case. []
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Problem Hamiltonovske cesty

Hamiltonovska cesta = cesta prochazejici kazdym uzlem prave jednou

Problém Hamiltonovskeé cesty je problém rozhodnout, zda v daném
orientovaném grafu G existuje Hamiltonovska cesta z s to t.

HAMPATH = {(@G, s, t) | G je orientovany graf obsahujici
Hamiltonovskou cestu z s do t}
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Problem Hamiltonovske cesty

Veta. HAMPATH < NP.

Dukaz.

m Hamiltonovska cesta v grafu G s nuzly ma délku n — 1

m Hamiltonovskou cestu budeme nedeterministicky hadat

zacni budovat cestu ze stavu s

(n — 1)-krat opakuj: nedeterministicky vyber hranu vedouci z
posledniho uzlu cesty a pridej ji na konec cesty

je-li t posledni uzel cesty a zadny uzel se neopakuje, akceptuj; jinak
zamitni

m kazdy vypocet ma O(n) polynomialnich kroku

m Hamiltonovska cesta existuje < existuje akceptujici vypocet
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Problém slozenych cisel

Problém slozenych cisel je problém rozhodnout, zda je dané cCislo x
slozené, tedy soucinem dvou cCisel vétSich nez 1.

COMPOSITES = {(x) | x = pq pro nejaka prirozena Cisla p,q > 1}

Veta. COMPQOSITES < NP.

Dukaz. Zrejmy. ]

“Reseni” problému Ize deterministickym TM v polynomialni ¢ase

m nalézt, je-li problém v P
m overit, je-li problém v NP (pokud nam to reSeni nékdo doda)
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Polynomialni verifikator
Polynomialni verifikator pro jazyk L je deterministicky TM V splnujici
w € L < existuje retezec c takovy, ze V akceptuje (w, c)

a pracujici v polynomialnim case vzhledem k |w/|.
Véeta. L € NP < existuje polynomialni verifikator pro L.

Dukaz.

“—" Necht \V je nedeterministicky TM akceptujici L v polynomialnim
Case. Verifikator bude pro vstupu (w, ¢) simulovat A na vstupu w a ¢
bude pouzivat k deterministickému vybéru z moznych prechodu.

“—=" Necht V je polynomialni verifikator pro L pracuijici pro vstupy (w, c)
v Case |w|¥. Nedeterministicky stroj A nedeterministicky zvoli fetézec ¢
délky nejvyse n* a pak simuluje V na vstupu (w, ¢). ]
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Polynomialni redukce

Definice. Necht A C ¥* a B C ¢* jsou jazyky. Rekneme, Ze A se
polynomialne redukuje na B, piSeme A <, B, prave kdyz A <, B a
redukéni funkce f je vycislitelna Turingovym strojem pracujicim v
polynomialnim case. Funkci f nazveme redukci A na B v polynomialnim

case.
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Polynomialni redukce a slozitostni tridy

Veta. Necht A <, B.

mBecP — AcP
m BeNP — AcNP

Dukaz. Necht f je redukce A na B v polynomialnim ¢ase a Mg je TM
akceptujici B. Stroj M 4 rozhodujici A na vstupu w

spocita f(w)
spusti Mg na vstupu f(w) a vrati stejny vysledek jako Mg

Je-li Mg deterministicky, pak je i M 4 deterministicky. Krok 1 Ize provest v
polynomialnim Case vzhledem k |w|, krok 2 v polynomialnim Case

vzhledem k |f(w)|, coz je polynomialni i vzhledem k |w|. M4 tedy pracuje
v polynomialnim case. ]
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Polynomialni redukce a slozitostni tridy

Definice. Necht C je slozitostni tfida. Jazyk L nazveme tezky ve tridé C
(C-tezky), prave kdyz pro kazdy jazyk L' € C plati L' <, C.

Rekneme, Ze L je uplny ve tfidé C (C-aplny), pokud navic L € C.
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Problem splnitelnosti (SAT)

Problém splnitelnosti (SAT) je problém rozhodnout, zda je dana
Booleovska formule (formule poskladana z vyrokovych promennych s
vyuzitim operaci A, V a —) splnitelna.

SAT = {{p) | ¢ je splnitelna Booleovska formule}

Véta. SAT je NP-Gplny.
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SAT € NP

SAT = {{p) | © je splnitelna Booleovska formule}

SAT € NP:
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