RozSifeni kone€¢nych automatu |
Nedeterministické kone¢né automaty
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Definice 2.42. Nedeterministicky kone¢ny automat (NFA) je
M =(Q,X,0,qo, F), kde vyznam vSech sloZek je stejny jako v definici
DFA s vyjimkou pfechodové funkce 6. Ta je definovana jako (totalni)
zobrazeni § : Q x ¥ — 29

Rozsifena prechodova funkce 0 Q x ¥ — 2¢:

* 0(g,¢) = {q}
® 5(% ’LUCL) — UpES(q,w) 5(]9, a)

>

Jazyk ptijimany nedeterministickym kone¢nym automatem M je

A

LM) =A{w € X [ 6(qo, w) N I # 0}
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Priklad
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Ekvivalence DFA a NFA

Véta 2.43. Pro kazdy NFA M = (Q, X, 6, qo, F') existuje ekvivalentni
deterministicky kone¢ny automat.

Dikaz. Definujeme DFA M’ = (Q', %, ,{qo}, F")

o ) =29, tj. stavy automatu M’ jsou viechny podmnoziny Q.
¢ §'(Pa) = qupé(% a).

e MnoZina koncovych stavi F” je tvofena pravé t€mi podmnoZinami @),
které obsahuji néjaky prvek mnoZiny F'.
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Korektnost

e M’ je deterministicky kone&ny automat.

e M a M’ jsou ekvivalentnf:
indukci k délce w € ¥* dokazeme: 6(qg, w) = 0" ({qo}, w)

Zakladni krok |w| = 0: Plati §(go,¢) = {qo} = &({qo}, 2).
Indukéni krok: Necht w = va, pak

0(qo, va) = Upesige.o) 00y a) = 5'(6(qo,v),a) (viz definice &)
— §'(6'({qo}, v), @) (indukeni predpoklad) = &({qo}, va).

Pak L(M) = L(M’), nebot
w € L(M) < 5(qo, w)NF#0
0 ({qot,w)NF # 0 < §({q},w) € F' < we L(M). 0O
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Algoritmus transformace NFA na ekvivalentni DFA
Vstup: Nedeterministicky kone¢ny automat M = (Q, X, 6, qo, F').
Vystup: Ekvivalentni DFA M’ = (Q', %, ,{qo}, F’)

bez nedosaZitelnych stavil a s totalni prechodovou funkci.

1 Q" ={{q}}; 0 :=0;, F :=0; Done:=1(;
> while (Q' ~ Done) # () do

3 M := libovolny prvek mnoZiny Q' ~. Done
y if M NE +#(then F' := F'U{M} fi

5 foreach a € > do

6 N = UpEM o(p, a)

7 Q' =Q U{N}

8 6 :=6U{((M,a),N)} od

9 Done := DoneU {M}

10 od

u M = (Qla 2., 5,7 {QO}a F/)
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Dusledky determinizace kone¢nych automatu

Véta 2.44. Pro kazdé n € N existuje NFA o n stavech takovy, Ze
ekvivalentni DFA ma | po minimalizaci 2" stavd.

Dukaz: vynechan.
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Rozsireni kone¢nych automatu I
Automaty s e-kroky
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Definice 2.46. Nedeterministicky kone¢ny automat s =-kroky je
M =(Q,%,46,qo, F), kde vyznam vSech sloZek je stejny jako v definici
NFA s vyjimkou ptechodové funkce 0. Ta je definovdna jako totdlni
zobrazeni § : Q x (X U {e}) — 29,

Rozsifena prechodova funkce

Definujeme funkci D, : Q — 2% nésledujicim predpisem.
D.(p) je nejmensi mnoZina X C () takova, Ze plati:

e pcE X,

e pokud g € X ar €9d(q,e), pak také r € X.

Rozsiteni funkce D. na mnoziny stavi: pro Y C () polozime

De(Y) — U De(Q)‘

qeEY
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Priklad - vypocet D.
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7/

Definice rozsitené prechodové funkce 0 Q x ¥* — 29

o S(Q,e) — DS(Q),
o S(q,wa) = Upeg(q,w) D.(d(p,a)).

Lemma 2.47. V prechodovém grafu automatu M existuje cesta

8 g 7/ v v
PL— e = D — 1 — ... — qn, kde m,n > 1, a € X, pravé kdy?
dn € 5(]717 )

Jazyk p¥ijimany automatem M s e-kroky je

L(M) = {w € * | §(go,w) N F # 0}
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Priklad - vypocet rozsifrené prechodové funkce
pro automat s e-kroky
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Ekvivalence automatu s e-kroky a NFA

Véta 2.48. Ke kazdému NFA M = (Q, %, 9, qo, F') s e-kroky existuje
ekvivalentni NFA (bez e-kroki).

Diikaz. Konstrukce M = (Q, X, 7, qo, G) bez e-kroki:

Y(q,a) = S(Q,a) pro kazdé g € (Q,a € X

F pokud D.(qo) N F = 0,
FU{q} jinak.

Korektnost: DokdZeme, Ze pro libovolné p € Q, w € YT plati

A

d(p,w) = v(p,w) (indukci vzhledem k délce slova w).

Algoritmus ]
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Uzavérové vlastnosti regularnich jazyku

Véta 2.49. a 2.51. T¥ida regularnich jazyki je uzaviena na sjednoceni,
prunik, rozdil a komplement.

Dukaz. synchronni paralelni kompozice automatii + komplement. O

Priklad. Li = {a%'d|2i>j>0}
Ly = {a;" b}
Ly = {a"b"|n >0}

LiN Lo = Ls
Jazyk Lo je regularni, L3 neni regularni = L neni regularni.
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Véta 2.52.  T¥ida reguldrnich jazyki je uzaviend na zfetézeni.

Dukaz.

Necht L; a Lo jsou reguldrni jazyky, rozpozndvané NFA M; =
(Qla 217517QI7F1) d MQ — (QQ; 227527Q2,F2), kde Ql M Q2 — (Z)

Definujeme NFA s e-kroky M1 ® My = (Q1 U Q2,31 U X9, 6, q1, Fb),
kde

0 =01 Ud2U{((p,e),{q2}) | p € Fi}.
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Korektnost: Chceme dokazat L(M; ® Msy) = L(My).L(Mys)

O: Nechf u € L(M), tedy Ir € I spliujici r € 61(q1, ).
Necht v € L(My), tedy d2(qo,v) N Fy # (). Pak

A A A AN

Sgruv) = | d(p,v) 2 6(r,v) 2 d(ge,v) = d2(g2,v).

pES(q1,u)

Protoze S\Q(QQ,'U) N Fy # 0, tak 5(q1,uv) N Fy # ().
Tedy uv € L(M1 ® Ms).

r
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Véta 2.53.  T¥ida reguldrnich jazyki je uzavfend na iteraci.

Dukaz.

Necht L je reguldrni jazyk akceptovany NFA M = (Q, 3,6, qo, F').
Definujeme NFA s e-kroky M, = (Q U {p}, >, p,{p}), kde p & Q a

0" =0 U{((p,e),{a0}} U{((g;¢),{p}) | g € F}. u
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Uzavérové vlastnosti regularnich jazykii - Shrnuti

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 7.10.2013

18



Regularni vyrazy

Definice 2.58. MnoZzina regularnich vyrazii nad abecedou 2,
oznalovand RFE(Y), je definovdna induktivné takto:

1. &, 0 aa pro kazdé a € X jsou reguldrni vyrazy nad X
(tzv. zakladni reguldrni vyrazy).

2. Jsou-li E, F' regularni vyrazy nad X, jsou také (E.F),(E+F) a (E*)
regularni vyrazy nad X..

3. Kazdy regularni vyraz vznikne po kone¢ném poctu aplikaci kroki 1-2.
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KaZdy reguldrni vyraz F nad abecedou ¥ popisuje (jednoznaéné uréuje)
jazyk L(FE) nad abecedou X podle téchto pravidel:

Le) = {e)
L®) £ 0
L(a) & {a} pro kazdé a € X
L(EF) € L(E).L(F)
L(E4+F) £ L(E)UL(F)
L(E*) £ L(E)
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Ekvivalence kone¢nych automatu a reg. vyrazu

{ DFA }Véta 2.43{ NFA }Véta 2.48 NFA < 5—kroky}

Véta 2.60. Necht E je reguldrni vyraz. Pak existuje kone&ny
automat rozpoznavajici L(F).

Dukaz. Pro libovolnou abecedu X Ize zkonstruovat kone¢né automaty,
které rozpoznavaji jazyky popsané zakladnimi reguldrnimi vyrazy, tj. 0,
{e} a {a} pro kazdé a € X. Tvrzeni véty pak plyne z uzavienosti

Jjazyku rozpoznatelnych kone¢nymi automaty vidi operacim sjednocent,
zietézeni a iteraci. O
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[ SFA }Véta 2.43{ NFA }Véta 2 48 NFA 5—kroky}

Véta 2.62. Necht L je akceptovany n&jakym DFA, pak L je
popsatelny néjakym regularnim vyrazem.
Diikaz bude podan pozdéji pomoci reguldrnich pfechodovych grafi.

Kleeneho véta 2.63. Libovolny jazyk je popsatelny regularnim
vyrazem pravé kdyz je rozpoznatelny kone¢nym automatem.

Ekvivalentni formulace: T¥ida jazyku rozpoznatelnych kone¢nymi
automaty je nejmensi tfida, ktera obsahuje vSechny kone€né mnoziny a
je uzavrena na sjednoceni, zfetézeni a iteraci.
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Regularni prechodovy graf

Definice 2.64.
Regularni pfechodovy graf M je pétice (Q,X,0, 1, F), kde

e () je neprazdnd kone¢nd mnoZina stavil.

e > je vstupni abeceda.

e 0:(Q xQ — RE(X) je parcidlni pfechodova funkce.
e [ C () je mnozina pocatecnich stavi.

e F' C () je mnozina koncovych stavil.
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Slovo w € X* je grafem M akceptovano, pravé kdyz

e existuje posloupnost stavi qq,...,q,, kden >0, gy € 1, q, € F

® a 0(q;_1,q;) je definovdno pro kazdé 0 < i < n
takova, Ze

o w lze rozdélit na n ¢asti w = vy ...v,, tak, zZe

o v; € L(6(qi—1,q;)) pro kazdé 0 < i < n.

Slovo ¢ je akceptovano také tehdy, je-li I N F # .
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Pfevod regularniho prechodového grafu na NFA

Motivace

Véta 2.65. Pro libovolny reguldrni pfechodovy graf M =
(Q,>,0,1, F) existuje ekvivalentni NFA M’ s e-kroky.
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Dikaz. Algoritmus konstrukce NFA M’ s e-kroky.
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Krok 1 Ke grafu M p¥iddme novy stav o a hranu gy — g pro kaZdé
q € I. Stav qg bude (jedinym) pocateénim stavem automatu M/,
prvky F' jeho koncovymi stavy.
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Krok 2 Opakované realizuj kroky (a) a (b) dokud p¥echodovy graf
obsahuje alespon jednu hranu ohodnocenou symbolem, ktery nepat¥i
do Y U{e}, tedy je tvaru F'+ G, F.G, F* nebo (.

(a) Odstrafi v8echny hrany, které jsou ohodnoceny symbolem ().
(b) Vyber libovolnou hranu p = ¢, kde E ¢ X U {e}, odstrai ji a

proved nasledujici:

D=0
oEo
D0
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Konec¢nost algoritmu M obsahuje pouze kone¢né mnoho hran,
tj. kone€né& mnoho regularnich vyrazu. Kazdy regularni vyraz obsahuje

jen kone¢né mnoho vyskytl +, . a *. V kazdém kroku 2(b) jeden vyskyt
odstranime.

Korektnost algoritmu

e Vysledny graf je pfechodovym grafem nedeterministického kone&ného
automatu M’ s e-kroky.

e Pfimo z definice regularniho prechodového grafu se snadno ovéfi,

ze kroky 1 a 2 popsaného transformadniho algoritmu zachovavaji
ekvivalenci automatd, proto L(M) = L(M’).
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