MAOO7 — 4. sada domacich tuloh

Piiklad 1 [2 body]

Je dan jazyk £ = {P, f} s rovnosti, kde P je unarni predikitovy symbol a f je unérni funkéni symbol. Déle
je dana jeho teorie T' = {©1, @2, p3, pa}, kde
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po = FoIyYVz(z # y A P(x) A P(y) A(P(2) = (2= 2V z =y))),
ps = Vr(P(f(r))),
pa = Va(P(z) — f(z) = x).

Zadani. Rozhodnéte a dokazte, zda je teorie T' bezesporné a zda je tplna.

Reseni. Nejprve si rozebereme vyznam jednotlivich formuli teorie T: Uvazme libovolnou realizaci M =
(M, Prq, fq) jazyka L. Pro jednodussi vyjadfovani a v souladu s nize uvedenymi obrazky budeme individua
x € Py oznacovat jako cervend, ostatni pak jako cernd.

Ziejmé M | 1, pravé kdyz M je pétiprvkova. Podobné M |= @9, pravé kdyz pravé dvé individua jsou
Cervend. Déle M | o3, pravé kdyz je obraz kazdého individua v faq Cerveny. A konetné M |= ¢4, pravé kdyz
vSechna Cervend individua jsou pevnymi body faq.

Uvazme nésledujici modely M, M’ teorie T (formélné M M’ = {a,b,c,d,e}, Ppq = Pry = {a, b},

frm=A{(a,a),(b,b),(c,a),(d,a), (e;a)}, far ={(a,a), (b,b), (c,a),(d,a), (e, b)}):
@/ @/
O~ @/@D

model M model M’

Tyto modely zfejmé nejsou izomorfni (a jsou to — aZ na izomorfizmus — jediné modely nasi teorie; to ale
k vyfeseni zadani védét nepotfebujeme), a jsou dokonce rozlisitelné v nasi predikatové logice: uvazme (uzavie-
nou) formuli ¢ = Vz(P(z) — Jy(=P(y) A f(y) = z)) — intuitivné: kazdé ¢ervené individuum ma néjaky cerny
vzor. Zejmé M [ ¢ a M’ |= ¢, takze M’ [= —p. Z toho dostavame, ze T [~ ¢ ani T = —p. Podle véty o
korektnosti tak T ¥ ¢ ani T ¥ —¢.

Teorie T je tedy bezesporna (nasli jsme formuli, kterd v T neni dokazatelnd), ale neni tiplna (nasli jsme
uzavienou formuli takovou, ze v T neni dokazatelnd ani ona, ani jeji negace).

Piiklad 2 [5 bodi]

Je dén jazyk £ = {P} s rovnosti, kde P je binarni predikdtovy symbol. Pro libovolné n € N uvazme formule

i=1j=i+1

Vv, = Jr3dzs--- Iz, /\ /\ (x; # xj A P(xi, x5))

i=1j=i+1

Nyni jesté zadefinujme formuli § = VaVy(P(z,z) A (P(z,y) — P(y,z))) a teorie R = {0} U {p, | n € N},
S = {0} U {¢, | n € N}. Uvazme libovolnou realizaci M jazyka L s nosi¢em M a binarni relaci Pypq C M x M



pro symbol P. Rekneme, Ze podsoubor S C M je povoleny, pravé kdyz pro kazda jeho dvé individua z,y € S
plati (z,y) € Pp.

Zadani.

a) [1 bod] Rozhodnéte a dokazte, zda kazdy model teorie R obsahuje nekoneény povoleny podsoubor
individui.

b) [1 bod] Rozhodnéte a dokazte, zda kazdy model teorie S obsahuje nekoneény povoleny podsoubor
individui.

¢) [2 body] Zadejte néjakou teorii T jazyka £’ = {P, f} s rovnosti, kde P je bindrni predikdtovy symbol
a f unarni funkéni symbol, takovou, ze pro kazdy soubor individui M a kazdou binarni relaci Pyy C M x M
plati: M obsahuje nekonecny povoleny podsoubor individui, pravé kdyz existuje zobrazeni fa: M — M takové,
ze realizace M = (M, Py, fam) jazyka £ je modelem teorie T

Pokud nejste schopni podilohu ¢) vyfesit, mtzete misto ni vyfesit jednodussi verzi (pak ale z této podilohy
ziskéte nejvys 1 bod): Zadejte néjakou teorii T jazyka L£” = {P,Q} s rovnosti, kde P je binarni predikdtovy
symbol a @) unarni predikatovy symbol, takovou, ze pro kazdy soubor individui M a kazdou binarni relaci
Py € M x M plati: M obsahuje nekonecny povoleny podsoubor individui, pravé kdyz existuje podsoubor
Qm C M takovy, ze realizace M = (M, Py, Qrq) jazyka L£” je modelem teorie T

d) [1 bod] Uvazme jesté pro libovolné n € N formuli

n n

& = Yy3x3ae -+ - 32, /\ /\ (@i # x5 NPy, ;) AN P(a;, x5))
i=1j=i+1

a zadefinujme teorii U = {#}U{¢,,|n € N}. Rozhodnéte a dokazte, zda kazdy model teorie U obsahuje nekoneény
povoleny podsoubor individui.

Poznamky. Symbol = za formuli zna¢i (meta)rovnitko. a # b je syntaktickd zkratka pro —(a = b). Slovo
soubor je zde pouzivano jako synonymum pro (meta)mnozinu.

Reseni. Opét si nejprve zkusime udélat o tiloze nazornou piedstavu. Realizaci M = (M, Pyry) jazyka L si
miZeme predstavit jako graf na M, kde individua z, y jsou spojend hranou, préavé kdyz (z,y) € Py. Zfejmé
M =0, pravé kdyz Py, je reflexivni a symetrickd; nas graf tedy muiZeme povazovat za neorientovany (smycky
ovSem do néj pro jednoduchost zarazovat nebudeme). Povoleny podsoubor individui pak odpovida klice v grafu.

a) Plati M [ ¢, pravé kdyz stupenn kazdého vrcholu je aspoii n. Dohromady tedy M | R, préavé kdyz
stupen kazdého vrcholu je nekonecny; to vSak nekonec¢nou kliku nevynucuje, jak mizeme vidét na modelu
s nosifem N a Py = {(a,b) € Nx N | a = bnebo 2 { a + b}. Odpovidajici graf je zfejmé bipartitni, a tak
neobsahuje ani kliku o velikosti 3.

b) Plati M = v, pravé kdyz graf obsahuje kliku o velikosti n. Dohromady tedy M = S, préavé kdyz graf
obsahuje kliku libovolné (konecné) velikosti; to v8ak opét nekoneénou kliku nevynucuje, jak miZeme vidét na
modelu s nosi¢em N a Py = {(a,b) € NxN| [\/a| = |Vb|}. Kazdy vrchol ma totiz zfejmé jen koneény stupeii.




c) Nejprve se podivejme na zjednodusenou variantu tlohy. Uvazme formuli

n = Vavy((Qz) A Qy)) — P(z,y))

a dale pro libovolné n € N definujme formuli

Cn = Fx13xe -+ Fayy /\ /\ (@i # 25 A Q(x;))
i=1j=i+1

Ted mtizeme uvazit teorii T = {n} U {¢, | n € N}.

Vezméme nejprve libovolny model M = (M, Prq, Qo) teorie T'. Formule ¢, vynucuji, ze predikat @ plati pro
nekone¢né mnoho individui. Formule 7 pak vynucuje, ze individua, pro néz je @ pravdivy, tvori v odpovidajicim
grafu kliku.

Nyni naopak predpokladejme, ze na souboru individui M méame binarni relaci Py € M x M takovou, Ze
odpovidajici graf obsahuje nekone¢nou kliku. Pak mtZeme do Q zafadit pravé individua (néjaké) takové kliky
a realizace M = (M, Py, Q m) pak jisté bude modelem teorie T

A nyni k ptvodni varianté: Jednou z moznosti je ,vytvorit si“ z funkéniho symbolu predikdtovy a vyfe-
§it ulohu stejné jako vySe (napf. misto Q(x) bychom psali f(z) = z). Neni tézké si rozmyslet, Ze na aspor
dvouprvkovém nosi¢i méame naprostou volnost v tom, kterd individua budou tuto rovnost splnovat.

Funké¢ni symbol nam ale dava moznost zadat dokonce konecnou teorii s pozadovanou vlastnosti: Definujme
formule

p = Vavy(f(z) = f(y) — = =vy),
o = JaVy(f(y) # ),
T = Vavy((f(z) # 2 A f(y) # y) — Plz,y)).

Nyni polozime T = {p, o, 7}.

Vezméme nejprve libovolny model M = (M, Py, faq) teorie T. Formule o vynucuje, ze faq neni surjektivni,
tj. Ze existuje individuum =z, které nema v fu zadny vzor. Formule p pak vynucuje, ze fuq je injektivni. Individua
z, fam (@), frma(fam(z)), ... jsou tedy po dvou rizné, takZe zadné z nich neni pevnym bodem fa4, a tak podle 7
kazda dvojice z nich nalezi do Ppq. Tvofi tedy nekonec¢nou kliku.

Nyni naopak predpokladejme, Zze na souboru individui M méme binarni relaci Py € M x M takovou, Ze
odpovidajici graf obsahuje nekone¢énou kliku. To tedy' znamend, Ze existuje injektivni posloupnost g: N — M
takova, ze (g(i),g(j)) € Pam pro libovolna i, j € N. Definujeme zobrazeni faq: M — M néasledovné:

o frm(g(i)) =g(i+1) pro kazdé i € N;
e fum(a) = a pro v8echna individua a, kterd v g nejsou obrazem Zzadného pfirozeného &isla.

Je nasnadé, ze realizace M = (M, Ppq, fa) je skuteéné modelem teorie 7.

d) Nyni M [ &, pravé kdyz kazdy vrchol grafu je obsaZen v klice o velikosti n. Dohromady tedy M = U,
pravé kdyz kazdy vrchol grafu je obsazen v klice libovolné (konecné) velikosti; ani takto silné vlastnost ale stéle
nevynucuje nekonecnou kliku. Jako protipfiklad nyni mtzeme zvolit ,sjednoceni modelt z podptikladi a), b),
tj. nosi¢em je stale N a polozime Py = {(a,b) € Nx N | |\/a| = Vb nebo 2{a + b}.

Pro kazdé individuum (éislo) pak najdeme libovolné mnoho ¢&isel opaéné parity, s nimiz tvor{ kliku. Kazdé
¢islo je ovSsem spojeno hranou jen s konecné mnoha Cisly stejné parity, takze kazdéa klika mize od obou parit
obsahovat jen konec¢né mnoho ¢isel, a tak zadna nekonec¢na klika neexistuje.

1Pro znalce teorie mnozin: zde se ve skutecnosti odvolavame na (velmi slabou formu) axiomu vybéru.



