MAO007 — zadani paté sady

Piiklad 1 [2 body]

Zadani Uvazme jazyk £ = {R} s rovnosti, kde R je bindrn{ predikdtovy sym-
bol. Déle uvazme nasledujici teorii T' s jazykem L:

T = {Vavy(R(z,y) = V2(R(x,2) = = = y))}.

Nyni uvazme jazyk £ = LU{f} s rovnosti, kde f je undrni funkéni symbol,
a teorii 7" s timto jazykem zadanou nasledovné:

T = {Vavy(R(z,y) = f(y) = @), VaVy (z # y — f(2) # f(y)}-
Rozhodnéte a dokazte, zda:
a) T’ je rozsifenim teorie T
b) T’ je konzervativnim rozsitenim teorie 7.

Reseni Teorie T” je rozsiteni teorie T', které ovsem neni konzervativni.

Nejprve ukdzeme, Ze T’ je rozsifenim teorie T. Zfejmé jazyk teorie T” ob-
sahuje jazyk teorie T, staci tedy ukézat, ze T' - VaVy (R(z,y) — Vz(R(x, z) —
z = y)). Oznaéme tuto formuli (jediny axiom teorie T') jako . Dle véty o tiplnosti
stacl ukdzat, ze T' |= .

Sporem predpoklddejme, Ze existuje model M teorie T” takovy, ze M [~ .
7 Tarského definice pravdivosti plyne, Zze musi existovat trojice individui a, b, ¢
v nosi¢i M takovych, ze (a,b) € R, (a,¢) € Ry a b # c. Protoze M = T,
musi{ platit faq(b) = a a fa(c) = a (vynucuje to prvni axiom teorie 7). To
ovsem nenf mozné, nebot v kazdém modelu teorie T’ se f realizuje jako injektivni
funkece (vynucuje to druhy axiom teorie T"), spor.

Nyni ukdZeme, %e T” neni konzervativnim rozsifenim teorie T'. Dle definice
musime najit formuli ¢ jazyka L takovou, ze T ¥ ¢ a T’ + 1. Uvazme for-
muli ¢ = VaVyVz ((R(z, 2) A R(y,z)) — = = y). Neformdlné Feceno, formule
tikd, ze R se mé realizovat jako relace, jejiz inverze je parcidlni funkce. Dle vét
o korektnosti, resp. o uplnosti, sta¢i ukdzat, ze T [~ 1, resp. T' = 1.

Nejprve ukdzeme, ze T' [~ v. Uvazme realizaci M, jazyka £ danou nésledovné:

e jejim nosicem je soubor M = {0,1},

o Ry, = {(070)3 (170)}

Pak zfejmeé M, = T (neformélné feceno, ¢ fikd, ze R se musi realizovat jakozto
parcidln{ funkce) avsak M; [~ ¢ (nebot ijll = {(0,0),(0,1)} neni parcidlni
funkce). Tedy T [ 1.

Nyni ukdzeme, ze T" |= 1. Sporem predpoklddejme, Ze existuje model My
teorie T” takovy,' Ze My £ 1. Z Tarského definice pravdivosti plyne, Ze existuji
prvky a, b, ¢ v nosi¢i realizace My takové, ze (a,c) € Rpq,, (b,¢) € R,
a zaroven a # b. Pak ale musi platit fa,(c) = a a aq,(c) = b (vynucuje to prvni
axiom teorie T”), coz neni mozné, nebot fu, je funkce, spor. Tim je dikaz
hotov.

ITj. Ma je realizace jazyka L’



Piiklad 2 [3 body]

Zadéni Uvazme jazyk £ = {P', P?, P?,...} s rovnosti, kde pro libovolné 7 > 1
je P* unédrni predikdtovy symbol. (Zejména tedy jazyk £ obsahuje nekonecné
mnoho predikdtovych symbolu.)

a)

b)

Zadejte splnitelnou teorii T' s jazykem L takovou, ze pro kazdy model M
teorie T plati

o0

m P/ivt je nekonec¢ny soubor individui.

i=1

Dokazte, ze neexistuje zadna teorie T' s jazykem L takova, Ze pro libovol-
nou realizaci M jazyka L plati

o0
MET < ﬂ P} je nekonecény soubor individui.
i=1

Reseni  a) Uvazme napifklad teorii

T:{%M/)n | HEN},

kde pro libovolné n € N mame

op = 3xy ...y /\ T; # T

1<i<j<n
tp = Vo P"(x).

Neformélné feceno, formule ¢, vynucuje alesponi n-prvkovy nosi¢ a for-
mule 1, vynucuje, aby se predikatovy symbol P" realizoval jako soubor
vSech prvku v nosi¢i. Pak kazdy model M teorie T' ma nekoneény nosic¢
a v8echny unarni predikatové symboly jazyka £ se v tomto modelu real-
izuji jako soubory rovné tomuto nekone¢nému nosici. V takové realizaci
je prunik ﬂfil Pj\,l opét roven celému nosici, obsahuje tedy nekonecné
mnoho individui.

Meéjme libovolnou teorii T" takovou, ze kazdéa realizace M jazyka L, v niz je
Nz, P/i\/l nekoneénym souborem individui, je modelem teorie T'. Ukazeme,
ze pak nize uvedend realizace M’ jazyka L, v niz je ();—, Pis prdzdnym
souborem, je rovnéz modelem teorie 7. Tim bude vyloucena existence
teorie T uvedené v zadani.

Realizace M’ je ddna nasledovneé:

e jejim nosicem je soubor vSech ptirozenych ¢isel N,

e pro libovolné n € N je P, ={n,n+1,...} ={m €N |m > n}.

Ztejmé vskutku ;2 ij je prazdny soubor individui.

Necht ¢ € T je libovoln4 formule. ProtoZe ¢ je koneéné slovo, vyskytuje se
v ni pouze kone¢né mnoho predikatovych symbolu jazyka L. Existuje tedy
k € N takové, ze ve ¢ se nevyskytuje symbol P™ pro zadné n > k. Déle
realizace symbolu, které se ve formuli nevyskytuji, zfejmé nemaji zadny
vliv na to, zda je formule v dané realizaci jazyka £ pravdivé, ¢i nikoliv.
Mame tedy néasledujici:



Tvrzeni Necht M” je libovolna realizace jazyka £ takova, ze M’ = M"
a Py, = Py, pro vechna n < k. Pak M’ |= ¢ prave kdyz M" |= .

Uvazme nyni realizaci M” jazyka L s nosicem N takovou, ze

o Pl ={n,n+1,...} ={m e N|m >n}, jestlize n < k;
o Pl ={kk+1,...} ={m e N|m >k}, jestlize n > k.

Pak plati (o, Piyw = {k.k+1,...}, coz je nekoneény soubor a tedy
dle predpokladu M"” = ¢. Ovsem v M" se viechny predikdtové symboly
s indexem < k realizujf stejnym zpusobem, jako v M’. Z vySe uvedeného
tvrzen{ tedy dostavdme M’ |= ¢. Protoze ¢ € T byla zvolena libovolné,
dostavame M’ =T, coz jsme chtéli ukézat.



