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7 Barevnost a daľśı těžké problémy

Pro motivaci této lekce se pod́ıváme hlouběji do historie počátků graf̊u v matematice. Kromě
slavného problému sedmi most̊u v Královci (dnešńım Kaliningradě) je za daľśı historický milńık
vývoje teorie graf̊u považován problém čty̌r barev pocházej́ıćı z poloviny 19. stolet́ı: Kolik
nejméně barev je ťreba použ́ıt na obarveńı politické mapy pro rozlǐseńı sousedńıch stát̊u?

Na rozd́ıl od sedmi most̊u, problém čty̌r barev z̊ustal nevy̌rešený po v́ıce než 100 let a stimuloval
rozvoj skoro všech moderńıch oblast́ı teorie graf̊u.

Něktěŕı však kladou prapočátky graf̊u v matematice daleko před Eulerovými sedmi mosty či
problémem čty̌r barev, až ke sťredověké otázce, zda lze šachovým koněm obej́ıt celou šachovnici

bez opakováńı. Tato otázka vede v moderńım pojet́ı k daľśımu zaj́ımavému a obt́ı̌znému
problému tzv. Hamiltonovské kružnice v grafu. . .✷

Stručný p̌rehled lekce

• Definice barevnosti grafu, základńı vlastnosti.

• Varinaty problému barveńı.

• Daľśı
”
obt́ıžné“ problémy jako Hamiltonovská kružnice.

• Algoritmická složitost (NP-úplnost) základńıch grafových problémů.
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7.1 Barevnost grafu

Nejprve si uved’me pojem barevnosti – p̌redstavme si, že hrany grafu nám ř́ıkaj́ı, že
jejich koncové vrcholy muśı být barevně odlǐsené (ťreba proto, že reprezentuj́ı sousedńı
státy, nebo proto, že jinak jsou si p̌ŕılǐs podobné a je ťreba je jinak rozĺı̌sit, atd).✷
Samožrejmě bychom mohli každému vrcholu grafu dát jinou barvu, ale k čemu by pak
takový problém byl? My bychom chtěli použ́ıt barev celkem co nejméně. ✷

Definice: Obarveńım grafu G pomoćı k barev mysĺıme libovolné zobrazeńı

c : V (G) → {1, 2, . . . , k}

takové, že každé dva vrcholy spojené hranou dostanou r̊uzné barvy, tj. c(u) 6= c(v) pro
všechny {u, v} ∈ E(G).

Definice 7.1. Barevnost grafu G
je nejmenš́ı č́ıslo χ(G) pro které existuje obarveńı grafu G pomoćı χ(G) barev. ✷

Č́ısla 1, 2, . . . , k z p̌redchoźı definice tak nazýváme barvami vrchol̊u (je to pohodlněǰśı,
než popisovat barvy běžnými jmény jako b́ılá, červená, atd).

Poznámka: Uvědomme si, že barevnost lze definovat pouze pro graf bez smyček, protože oba
konce smyčky maj́ı vždy stejnou barvu a nic v́ıc s t́ım

”
nenaděláme“.
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Lema 7.3. Mějme jednoduchý graf (bez smyček) G a jeho libovolný podgraf H ⊆ G.
Pak χ(H) ≤ χ(G). ✷

Důkaz: Zřejmě postač́ı použ́ıt restrikci obarveńı grafu G na vrcholy podgrafu H . ✷

Ř́ıkáme, že barevnost grafu je monotónńı na podgrafy. ✷

Lema 7.4. Necht’ G je jednoduchý graf (bez smyček) na n vrcholech. Pak χ(G) ≤ n
a rovnost nastává právě když G ≃ Kn je úplný graf. ✷

Důkaz: Stač́ı každý vrchol obarvit jinou barvou a máme skutečné obarveńı n barvami
dle definice. Nav́ıc pokud některá dvojice u, v vrchol̊u neńı spojená hranou, můžeme
volit lepš́ı obarveńı c(u) = c(v) = 1 a zbylé vrcholy r̊uznými barvami 2, 3, . . . , n − 1,
tj. pak χ(G) < n. ✷
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Př́ıklad 7.5. Vrat’me se k př́ıkladu
”
barveńı“ mapy z úvodu lekce a ukažme si, jak mapy

souvisej́ı s grafy a jejich barevnost́ı.
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Jednotlivé oblasti na mapě (předpokládáme, že každý stát má souvislé úzeḿı, tj. státy =
oblasti) prohláśıme za vrcholy našeho grafu a sousedńı dvojice stát̊u spoj́ıme hranami. Neza-
pomeňme, že

”
sousedńı“ znamená sd́ıleńı celého úseku hranice, ne jen jednoho rohu. ✷

Při troše snahy také najdeme lepš́ı obarveńı uvedené mapy využ́ıvaj́ıćı pouhých ťŕı barev:
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Věta 7.6. Neprázdný graf G má barevnost 1 právě když nemá žádné hrany.
G má barevnost ≤ 2 právě když nemá žádnou kružnici liché délky jako podgraf. ✷

Důkaz: Pokud graf nemá hrany, můžeme všechny vrcholy obarvit stejnou barvou 1.
Naopak pokud maj́ı všechny vrcholy stejnou barvu, nemůže graf ḿıt žádnou hranu.✷

Druhá část: Na jednu stranu, lichou kružnici nelze obarvit dvěma barvami, viz obrázek.
Na druhou stranu si p̌redstavme, že zvoĺıme libovolný vrchol v grafu G s barvou 1 a
ostatńı vrcholy obarv́ıme takto: Vrcholy, jejichž vzdálenost od v je lichá, obarv́ıme 2.
Vrcholy, jejichž vzdálenost od v je sudá, obarv́ıme 1.
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Pokud bychom tak źıskali ťreba dva vrcholy spojené hranou f v sudé vzdálenosti od v,

źıskáme uzav̌rený sled S liché délky přes f a v. Stejně tak pro dva vrcholy v liché vzdálenosti.

Ponecháme-li ze sledu S ty hrany, které se opakuj́ı lichý počet krát, dostaneme Eulerovský

podgraf T lichého počtu hran. Jak jǐz v́ıme (Odd́ıl 5.1), T pak obsahuje kružnici a tud́ı̌z jej lze

induktivně sestrojit jako hranově-disjunktńı sjednoceńı kružnic. Avšak sjednoceńı kružnic sudé

délky nevytvǒŕı T liché velikosti, spor. Proto naše obarveńı za daných předpokladů nemůže

dát stejnou barvu sousedńım vrchol̊um, a tud́ı̌z dvě barvy stač́ı. ✷
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7.2 Jak obarvit graf

Hladové obarvováńı

Definice: Graf G je k-degenerovaný, pokud každý podgraf G obsahuje vrchol stupně
nejvýše k.

Př́ıkladem k-degenerovaného grafu je každý graf stupně nejvýše k, ale na druhou stranu k-
degenerované grafy mohou ḿıt vysoké stupně. (Nestač́ı však ḿıt jen ńızký nejmenš́ı stupeň!)
✷

Věta 7.7. Každý k-degenerovaný graf lze správně hladově obarvit k + 1 barvami. ✷

Důkaz: Jelikož graf G je k-degenerovaný, vybereme libovolný jeho vrchol v1 stupně
nejvýše k a rekurzivńı aplikaćı tohoto postupu obarv́ıme podgraf G − v1, který je
podle definice také k-degenerovaný. Nakonec si všimneme, že ≤ k sousedé vrcholu v1
dostanou nejvýše k r̊uzných barev, takže v1 dobarv́ıme zbylou barvou. ✷

Důležité aplikace této věty uvid́ıme v p̌ŕı̌st́ı lekci, avšak jedno zaj́ımavé ześıleńı
(Brooksovu větu) si uvedeme nyńı:
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Věta 7.8. Necht’ G je souvislý jednoduchý graf maximálńıho stupně k ≥ 2. Pak
χ(G) ≤ k až na p̌ŕıpady, kdy G je úplný graf nebo lichá kružnice.

Důkaz (náznak): Pro k = 2 plyne tvrzeńı z Věty 7.6. Necht’ tedy k ≥ 3. V jednom
směru je jasné, že χ(Kk+1) = k + 1. Naopak tedy p̌redpokládejme, že G neńı úplný.
Zároveň se omezme jen na p̌ŕıpad, že G má všechny stupně rovné k, nebot’ jinak lze
aplikovat postup z Věty 7.7. ✷

• Prvńım krokem nahlédneme, že pak G obsahuje dva nespojené vrcholy u, v se
společným sousedem w. Pokud ale je grafG−{u, v} nesouvislý, pak graf p̌ŕıslušně
rozděĺıme a indukćı po částech obarv́ıme. ✷

• Přidejme tedy p̌redpoklad, že G−{u, v} je souvislý. Druhým krokem nahlédneme,
že graf H vzniklý z G − w ztotožněńım u s v do jednoho vrcholu je (k − 1)-
degenerovaný. ✷

• Tud́ıž graf H hladově obarv́ıme k barvami podle Věty 7.7. Po opětovném
”
rozpo-

jeńı“ vrchol̊u u, v źıskáme obarveńı G−w k barvami takové, že u, v maj́ı stejnou
barvu. Nyńı w má v sousedstv́ı nejvýše k − 1 barev a G celý obarv́ıme.

✷
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Grafy vysoké barevnosti

Ke správnému pochopeńı barevnosti grafu je nezbytné se zamyslet, které grafy maj́ı
vysokou barevnost. Jedná se nap̌ŕıklad o grafy obsahuj́ıćı velké kliky (úplné podgrafy).
Je to však vše? ✷

Neńı! Lze nalézt grafy s libovolně vysokou barevnost́ı neobsahuj́ıćı ani trojúhelńıky.
Třeba známá Mycielského konstrukce nám dává toto:

Tvrzeńı 7.9. Graf źıskaný z grafu G následuj́ıćı konstrukćı (viz obrázek) má barevnost
χ(G) + 1 a neobsahuje trojúhelńıky, pokud je neobsahuje ani G.

✷

Nejobecněji lze ř́ıci následuj́ıćı p̌rekvapivě silné tvrzeńı nalezené Erdősem:

Věta 7.10. Pro každá c, r > 0 existuje graf s barevnost́ı alespoň c a neobsahuj́ıćı
kružnice kraťśı než r.
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7.3 Variace na barevnost a jiné

Definice 7.11. Hranová barevnost grafu G.
Hledáme obarveńı ce(E(G)) → {1, 2, . . . , k} takové, že žádné dvě hrany se společným
vrcholem nedostanou stejnou barvu.

Nejmenš́ı možný počet barev k, pro které hranové obarveńı existuje, se nazývá hranová
barevnost χe(G) grafu. ✷

Na rozd́ıl od běžné barevnosti uḿıme hranovou barevnost velmi dob̌re aproximovat za
použit́ı této Vizingovy věty.

Věta 7.12. Pro každý jednoduchý graf plat́ı ∆(G) ≤ χe(G) ≤ ∆(G) + 1. ✷

Plat́ı, že většina graf̊u splňuje ∆(G) = χe(G). Uḿıte jednoduše sestrojit (a dokázat) př́ıklady
pro druhý př́ıpad?

Problém p̌resného určeńı hranové barevnosti grafu však stále z̊ustává algoritmicky velmi
obt́ıžný a také úzce souviśı s problémem čty̌r barev.
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Výběry barev z vlastńıch seznamů

Ještě jiný p̌ŕıstup, tentokrát zpět s barveńım vrchol̊u, p̌redstavuje myšlenka určit
každému vrcholu jeho vlastńı seznam barev k výběru (který se může lǐsit od ostatńıch).

Definice 7.13. Výběrová barevnost grafu G.
Je dán graf G spolu s p̌rǐrazenými

”
seznamy barev“ L : V (G) →

(

N

k

)

(k-prvkové
podmnožiny). Nyńı hledáme obarveńı cch(V (G)) → N takové, že žádné dva sousedńı
vrcholy nedostanou stejnou barvu a nav́ıc cch(v) ∈ L(v) pro každý vrchol v.

Nejmenš́ı možná délka k seznamů barev, pro kterou výběrové obarveńı vždy existuje
(tj. pro každou možnou takovou volbu seznamů), se nazývá výběrová barevnost ch(G)
grafu. ✷

Výběrová barevnost může (kupodivu!) být libovolně
”
vzdálena“ běžné barevnosti.

Tvrzeńı 7.14. Pro každé k nalezneme bipartitńı graf s výběrovou barevnost́ı věťśı
než k. ✷

Fakt: Hranová výběrová barevnost úplných bipartitńıch graf̊u úzce souviśı se známým
problémem tzv. “latinských obdélńıků”.
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Hamiltonovské grafy

Mimo samotné
”
barv́ıćı“ problémy si jako typickou ukázku daľśı těžké grafové úlohy

uvedeme jinou historicky známou otázku:

Definice: Kružnice C obsažená v grafu G se nazývá Hamiltonovská, pokud C procháźı
všemi vrcholy G. Obdobně mluv́ıme o Hamiltonovské cestě P v G, pokud cesta P ⊂ G
procháźı všemi vrcholy G.

Graf G je Hamiltonovský, pokud obsahuje Hamiltonovskou kružnici. ✷

Možná to zńı p̌rekvapivě, ale i problém Hamiltonovské kružnice úzce souvisel s řešeńım
problému čty̌r barev. To je však mimo rámec našeho textu.

Mı́sto toho si ukážeme následuj́ıćı krásný výsledek Diraca:

Věta 7.15. Každý jednoduchý graf na n ≥ 3 vrcholech s minimálńım stupněm ≥ n/2
je Hamiltonovský. ✷

Důkaz (náznak): Necht’ P je nejdeľśı cesta v grafu G s vrcholy po řadě u0, u1, . . . , uk.
Podle jej́ı maximality lež́ı každý soused u0 i uk na P . Pak existuje 0 < i < k takové,
že u0ui+1 ∈ E(G) a zároveň ukui ∈ E(G). Pak u0ui+1 P ukui P tvǒŕı kružnici v G a
snadno plyne, že se jedná o Hamiltonovskou kružnici. ✷
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7.4 NP-úplnost grafových problémů

Definice složitostńı ťŕıdy NP se týká výhradně rozhodovaćıch problémů (s odpověd́ı

”
ANO/NE“). Dá se neformálně ř́ıci, že problém paťŕı do ťŕıdy NP, pokud jeho odpověd’

ANO lze prokázat (ve smyslu
”
uhodnout a ově̌rit“) výpočtem, který běž́ı v polynom. čase.

NP-úplné problémy jsou zhruba řečeno ty, které ve ťŕıdě NP maj́ı nejvyšš́ı obt́ı̌znost řešeńı.

Od jednoho NP-úplného problému A se dostaneme k jinému B tzv. polynomiálńım převodem:
Ukážeme, jak bychom ze známého postupu řešeńı B efektivně nalezli řešeńı lib. instance A. ✷

Nyńı si ukážeme vhodnými p̌revody, že oněch
”
nejobt́ıžněǰśıch“ (NP-úplných)

problémů je v teorii graf̊u mnoho, bohužel by se dalo ř́ıci věťsina. To ostatně ukazuje,
proč jsme zat́ım v praxi tak málo úspěšńı p̌ri poč́ıtačovém řešeńı mnohých praktických
problémů – p̌resné a efektivńı řešeńı NP-úplných úloh se totiž považuje za nemožné.

Problém 7.16. 3-SAT (splnitelnost logických formuĺı ve spec. verzi)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Logická formule Φ v konjunktivńım normálńım tvaru taková, že každá klauzule
obsahuje nejvýše 3 literály.

Výstup: Existuje logické ohodnoceńı proměnných tak, aby výsledná hodnota Φ byla 1
(pravda)?

Př́ıkladem formule problému 3-SAT je ťreba Φ ≡ (x1∨¬x3∨x4)∧(x2∨¬x4)∧(¬x1∨x2∨x3).
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Problém 7.17. 3-COL (3-obarveńı grafu)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Graf G.

Výstup: Lze vrcholy G korektně obarvit 3 barvami?

Důkaz (náznak): Ukážeme si polynomiálńı p̌revod z problému 3-SAT. ✷

Sestroj́ıme graf G pro danou formuli Φ. Základem grafu je trojúhelńık, jehož vrcholy
označ́ıme X,T, F . Každé proměnné xi ve Φ p̌rǐrad́ıme dvojici vrchol̊u spojených s X .
Každé klauzuli ve Φ p̌rǐrad́ıme podgraf na 6 vrcholech (z nichž ťri jsou spojené s T ), jako
na obrázku. Nakonec volné

”
půlhrany“ z obrázku pospojujeme dle toho, jaké literály

vystupuj́ı v klauzuĺıch.

s

s

s
X

F

T

s

s

s

s

x1
¬x1

...

xi
¬xi

s

s

s

...

ss

s

(x1 ∨ ¬xi ∨ . . . )

Pak G má 3-obarveńı právě když je Φ splnitelná, jak si lze ově̌rit na obrázku. ✷
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Problém 7.18. IS (nezávislá množina)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Graf G a p̌rirozené č́ıslo k.

Výstup: Lze v G naj́ıt nezávislou podmnožinu velikosti (aspoň) k? ✷

Důkaz: Ukážeme polynomiálńı p̌revod z problému 3-COL.
Necht’ H je graf na n vrcholech, který je za úkol obarvit ťremi barvami. Polož́ıme k = n
a graf G sestroj́ıme ze ťŕı disjunktńıch kopíı grafu H takto:
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✷

Pokud c : V (H) → {1, 2, 3} je obarveńı H ťremi barvami, v grafu G lze vybrat k = n
nezávislých vrchol̊u tak, že pro každý v ∈ V (H) vezmeme c(v)-tou kopii vrcholu v
v grafu G. Naopak pokud I je nezávislá množina v grafu G o velikosti k = n, pak
z každého trojúhelńıku Tv, v ∈ V (H) nálež́ı do I právě jeden vrchol. Podle toho již
urč́ıme jednu ze ťŕı barev pro vrchol v v H . ✷
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Problém 7.19. VC (vrcholové pokryt́ı)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Graf G a p̌rirozené č́ıslo k.

Výstup: Lze v G naj́ıt vrcholové pokryt́ı, tj. množinu C ⊆ V (G) takovou, že každá
hrana G má alespoň jeden konec v C, o velikosti nejvýše k? ✷

Důkaz: Ukážeme polynomiálńı p̌revod z problému IS. Necht’ G je graf na n vrcholech,
v němž máme naj́ıt nezávislou množinu I velikosti ℓ. Všimněme si, že doplněk C =
V (G) \ I nezávislé množiny I je vlastně vrcholovým pokryt́ım. Takže v našem p̌revodu
stač́ı použ́ıt stejný graf G a k = n− ℓ. ✷
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nezávislá množina vrcholové pokryt́ı



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2013 16 / 19 FI:MA010: Barevnost a daľśı

Problém 7.20. DOM (dominuj́ıćı množina)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Graf G a p̌rirozené č́ıslo k.

Výstup: Lze v G naj́ıt dominuj́ıćı množinu, tj. množinu D ⊆ V (G) takovou, že každá
vrchol G má některého souseda v D, o velikosti nejvýše k?✷

Důkaz (náznak): Problém dominuj́ıćı množiny jasně paťŕı do NP a jeho úplnost je
dokázána následuj́ıćım schematickým polynomiálńım p̌revodem.

H
s s

ss

s

❢

❢❢

→

s s

ss

s

s

s

s

s

s

s

❢

❢❢

G

Pro daný graf H vytvǒŕıme graf G p̌ridáńım, pro každou hranu e ∈ E(H), nového
vrcholu ve spojeného hranami do obou koncových vrchol̊u hrany e. (Tak se vlastně
z každé hrany stane trojúhelńık s ťret́ım novým vrcholem, viz naznačený obrázek.)
Č́ıselný parametr k z̊ustane tentokrát nezměněn. Nyńı zbývá dokázat, že G má vr-
cholové pokryt́ı velikosti k, právě když H má dominuj́ıćı množinu velikosti také k, což
neńı obt́ıžné. ✷
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Problém 7.21. HC (Hamiltonovský cyklus)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Orientovaný graf G.

Výstup: Lze v G naj́ıt orientovanou kružnici (cyklus) procházej́ıćı všemi vrcholy?✷

Problém 7.22. HK (Hamiltonovská kružnice)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Graf G.

Výstup: Lze v G naj́ıt kružnici procházej́ıćı všemi vrcholy? ✷

Důkaz:

sv

→

s s s

Pv

Použijeme snadný p̌revod z p̌redchoźıho problému HC. Každý vrchol v orientovaného
grafu H nahrad́ıme ťremi vrcholy tvǒŕıćımi cestu Pv délky 2 v grafu G. Orientované
hrany grafu H p̌richázej́ıćı do v pak p̌rivedeme do prvńıho vrcholu cesty Pv, hrany
odcházej́ıćı z v naopak vedeme z posledńıho vrcholu cesty Pv. ✷
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7.5 Př́ıběh problému vrcholového pokryt́ı

Ač se to nezdá, někdy i zcela okrajová a poněkud banálńı otázka může nakonec vést k
dalekosáhlým závěr̊um a novým teoríım. . . Co ťreba proč zdánlivě velmi

”
podobné“ problémy

jako vrcholové pokryt́ı VC a dominuj́ıćı množina DOM maj́ı (přestože oba NP-úplné) tak
rozd́ılné algoritmické chováńı? Vysvětleńı [R. Downey and M. Fellows, Parameterized complex-
ity, Springer 1999] by nás dovedlo až ke zcela novému pohledu na výpočetńı složitost problémů,
který jde

”
jaksi mimo“ klasickou polynomiálńı hierarchii a umožňuje v jistých situaćıch docela

rozumně řešit i některé problémy, které jsou jinak NP-těžké. ✷

Takže v čem spoč́ıvá zásadńı rozd́ıl v našich znalostech o řešeńı problémů dominuj́ıćı
množiny a vrcholového pokryt́ı?

• Pokud se v analýze zamě̌ŕıme na hodnotu parametru k vstupu, tak dominuj́ıćı
množinu velikosti k stejně nedokážeme nalézt rychleji než probráńım prakticky
všech k-tic vrchol̊u grafu G.

To je i pro malé fixńı hodnoty k, ťreba k = 10, 20, v praxi neproveditelné. ✷

• Avšak vrcholové pokryt́ı velikosti k dokážeme nalézt jednoduchým algoritmem v
čase O(2k · n), což pro malé fixńı hodnoty k, ťreba opět k = 10, 20, dává skvěle
použitelný lineárńı algoritmus!
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Algoritmus 7.24. k-VC (vrcholové pokryt́ı)
Pro fixńı k

”
poměrně rychle“ vy̌reš́ıme následuj́ıćı problém.

Vstup: Graf G.

Výstup: Lze v G naj́ıt vrcholové pokryt́ı o velikosti nejvýše k? ✷

Pro inicializaci polož́ıme C = ∅ a F = E(G).

• Pokud F = ∅, vraćıme C jako vrcholové pokryt́ı.
Jinak pokud |C| ≥ k, vraćıme odpověd’ NE.

• Vybereme libovolnou hranu f = uv ∈ F a pro oba jej́ı konce x = u, v uděláme:

– C′ = C ∪ {x} a nová množina hran F ′ vzniká z F odebráńım všech hran
vycházej́ıćıch z vrcholu x v G.

– Rekurzivně zavoláme tento algoritmus pro G, C′ a F ′. ✷

Kolik tento algoritmus provede rekurzivńıch voláńı celkem? Každý pr̊uchod generuje
dvě daľśı voláńı, ale jen do fixńı hloubky k rekurze, takže ve výsledku bude čas výpočtu
asymptoticky jen O(2k · n).

Poznámka: Dnes je jǐz známo, že faktor 2k lze promyšleněǰśım př́ıstupem
”
vylepšit“ na mno-

hem menš́ı základ mocniny. (2006: 1.2738k)


