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Podminéna pravdépodobnost

Definice

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A
v pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P). Podminéna
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k jevu H je
definovana vztahem

P(AN H)

P(AIH) = =5

P¥irozend definice nezdvislosti je, Ze hypotéza H a jev A jsou
nezdvislé tehdy, je-li P(A) = P(A|H).

Rikdme, Ze jevy A a B jsou nezdvislé, jestlize

P(AN B) = P(A)P(B).
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Definice

Rikdme, Ze jevy A1, Ay, ... jsou nezévislé, jestlize pro kazdou k-tici
Ai, -+, A z nich plati

V urné jsou 4 listky oznacené 000, 110, 101, 011. UvaZujme pro

i =1,2,3 ndhodné jevy

A; = {ndhodn& vytaZeny listek ma na i-tém mist& 1}.

Snadno se vidi, 2e P(A1) = P(A2) = P(A3) = 3, dale, e
P(AlﬂAg):P(AlﬂA3): (AgﬂAg,) 4aze

P(A1 N A N A3) = 0. Jevy Aj, Ay, As jsou tedy po dvou nezdvislé,
ale nejsou nezavislé.
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Bayesovy véty

P¥epsanim formule pro podminénou pravdépodobnost dostavame

P(AN B) = P(BN A) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Véta (Bayesovy véty)

Pro pravdépodobnost jevii A a B plati

@ P(AlB) = #-
A)P(B|A
Q@ P(AB) = (B|E4))+lg(/|\c))P(B|AC)'

Prvni tvrzeni je pfepsanim predchozi formule, druhé z prvého plyne
dosazenim P(B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°). O
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Priklad

a) Z urny, v niz je a bilych a b €ernych kouli, vybereme postupné
(bez vraceni) dv& koule. Jaka je pravdépodobnost. Ze druh3
koule je bild, za predpokladu, Ze prvni byla bila.

b) Ze skupiny 100 vyrobkd, kterd obsahuje 10 zmetki, vybereme
ndhodné bez vraceni 3 vyrobky. Urlete pravdépodobnost, Ze:

o treti je zmetek za podminky, Ze prvni 2 byly kvalitni.
e prvni 2 jsou kvalitni a tfeti zmetek.

P¥iklad

Dva strelci vystFeli nezavisle na sob& do téhoZ terée kazdy jednu
rdnu. Po stfelbé byl v tedi nalezen 1 zdsah. Urcete
pravdépodobnost, Ze zdsah pat#i 1. stfelci, pokud tento trefuje
terée s pravdépodobnosti 0,8, zatimco druhy stfelec s
pravdépodobnosti 0,4.
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Ptiklady k procviceni

P¥iklad
V testu jsou u kazdé otdzky 4 mozné odpovédi. Pokud student
neznd odpov&d, tak hdd4 (uhodne s pravdépodobnosti %) Dobry
student znd 75% odpovédi, slaby 30%. Jestlize byla ur&itd otazka
zodpovézena spravné, urlete pravdépodobnost, Ze student jen
hadal, jde-li o:

@ dobrého studenta,

@ 3patného studenta,

@ nahodného studenta, kdy navic vime, Ze dobrych studenti
jsou 2/3.
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Ptiklady k procviceni

P¥iklad

Turisticky oddil si preddva zpravy Morseovou abecedou s témito
vlastnostmi: pokud je odvysilana tecka, pak ve 40% p¥ipadi je
pfijata arka (jinak tetka), pokud je odvysildna &drka, je v 1/3
pripadi pF¥ijata tetka (jinak &arka). Zprava obsahuje te¢ky a &arky
v poméru 5 : 3. Uréete pravdépodobnost,

@ Ze byla vyslana te¢ka, pokud je pFijata ¢arka,

@ Ze byla vyslana te¢ka, pokud je pFijatad tecka.

P¥iklad
Osoby X a Y pfijdou na smluvené misto kdykoliv mezi 9.00 a
10.00°. Urcete pravdépodobnost, Ze:

@ prvni z prichozich nebude muset na druhého &ekat déle nez 10
minut,

@ osoba Y prijde az jako druhd, jestlize pfijde po 9.30.
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Specifi¢nost a senzitivita (citlivost) testu

‘ Pozitivni skute¢nost  Negativni skute¢nost

Test pozitivni | True positive False positive
Test negativni | False negative True negative
Senzitivita Specifiénost
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P¥iklad — preventivni screening

Predpoklddejme, Ze krevni test na HIV pozitivni osoby ma 99%
spravnost v pfipadé& osoby skutetn& HIV pozitivni (vysokd citilivost
— sensitivity). Zarovei predpoklddejme, Ze u HIV negativni osoby
dopadné test pozitivné v 0,2% p¥ipadi (relativné vysokd
specifi¢nost — specificity).

Ndhodné& z populace vybereme osobu a otestujeme pozitivné.

S jakou pravd&podobnosti je skute¢n& HIV pozitivni, jestlize
etnost vyskytu HIV v populaci je p promile (tj. p osob z tisice je
skuteZn& HIV pozitivni).

Oznalme A jev, Ze je dand osoba HIV pozitivni, a B jev, Ze dand
osoba ma pozitivni test. Dle druhé Bayesovy véty je hledand
pravdépodobnost

p/1000 - 99,/100
p/1000 - 99,/100 + (1000 — p)/1000 - 2/1000

P(A[B) =
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P¥iklad — preventivni screening, pokr.

Jestlize zvolime za p néjaké konkrétni Cetnosti, dostaneme
prislusné olekavatelné spolehlivosti testu. V nésledujici tabulce je
spolten vysledek pro nékolik p:

p | 100 10 1 0,1
P(A[B) | 0,982 0,8333 10,3313 0,0471

Vysledek asi neodpovida nasi intuici a miZe se zdat Sokujici ve
vztahu k pouZiti takovychto testd.

Poznamka

Sami si miZete podobny vypolet udélat pro tzv. triple test na
Downiiv syndrom, provddény ve 2. trimestru t&hotenstvi s 70%
citlivosti a 5% ,false-positive rate" &i pro statistiky svého
oblibeného spamfilteru (nap¥. SpamAssassin s nékde uddvanou
citlivosti 99,64% a specifi¢nosti 98.23%).
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Triple test a jeho vysledky

Triple test je vySetfeni krevniho séra na hodnoty
choriogonadotropinu, estriolu a alfa-fetoproteinu. Provadi se

v druhém trimestru téhotenstvi a ma slouzit k detekci rizik
genetickych poruch a poruch vyvoje nervové trubice.

Detekuje poruchy s tsp&nosti 70% a naopak 5% zdravych
pFipadl rozpozna jako porusené. Budoucim matkam, u kterych
triple test ukaze zvysené riziko vad plodu, je obvykle doporuceno
n&jaké dalsi zp¥esiujici vySet¥eni, napf¥iklad amniocentéza (odbé&r
plodové vody). Uvadi se, Ze u t&hotné Zeny ve véku 20-24 let je
pravdépodobnost narozeni ditéte s Downovym syndromem cca
1:1500, u t&hotné Zeny ve v&ku 35-39 let je pravdépodobnost
narozeni dit&te s Downovym syndromem cca 1:200.
Prozkoumejme (alespofi z matematického hlediska) vyznam
provadéni tohoto testu za uvedenych pfedpokladil, kdy se rodi cca
100 tis. d&ti ro¢né, z toho cca 10% Zendm ve vEku 35-39 let a cca
12% Zendm ve véku 20-24 let.
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Specifi¢nost a senzitivita (citlivost) testu

‘ Pozitivni skute¢nost Negativni skute¢nost

Test pozitivni | True positive False positive
Test negativni | False negative True negative
Senzitivita Specifi¢nost
Triple test ‘ Pozitivni skute¢nost Negativni skute¢nost
Test pozitivni | 70% 5%
Test negativni | 30% 95%
Senzitivita Specifiénost

Za d¥ive uvedenych ptedpokladd snadno vypolteme, Ze
pravdépodobnost, Ze dité ,starsi” matky bude skute&né& postiZzeno
Downovym syndromem, pokud vy3el pozitivni test, je pouhych cca
6,6%. U mladych Zen se pak tato pravd&podobnost pohybuje kolem
0,9% a je tedy na zvadZenou, zda toto plo3né testovani v dané
vékové skupiné provadét, pokud navic uvadéné riziko potratu pfi
pfipadné amniocentéze se pohybuje kolem jednoho promile.
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Vypocet

UvaZujme (redlny) vzorek deseti tisic Zen ve v&ku 35-39 let:

Starsi zeny

Pozitivni skute¢nost

Negativni skute¢nost

Test pozitivni | 35 497,5 532,5
Test negativni | 15 94525 9467,5
50 9950

Proto Ize pravdépodobnost, Ze dité , starsi

et

postiZzeno Downovym syndromem, pokud vySel pozitivni test,

spotitat jako s35= & 6,6%. Pro 12 tis. Zen ve véku 20-24 let:

Mladsi zeny

Pozitivni skuteénost

Negativni skuteénost

matky bude skutené

Test pozitivni | 5,6 599,6 605,2
Test negativni | 2,4 11392,4 113948
8 11992

Pravdépodobnost, Ze dité ,, mladsi

v it

Downovym syndromem, pokud vySel pozitivni test, Ize nyni

spoditat jako 687562 ~ 0,9%.

matky bude skute¢né postizeno
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Evidentn& prosty vyb&r ndhodné osoby a pouZiti jediného testu, byt
velmi citlivého a specifického, nejsou vhodné ani na otestovani
skute¢ného stavu populace, ani na preventivni vySetfeni jednotlivci,
pokud nemame dal$i podpdrné informace a lepsi nastroje.

Pravé matematicka statistika dava nastroje na kvalifikovangjsi
postupy v medicinské i primyslové diagnostice, ekonomickych
modelech, vyhodnocovani experimentdlnich dat atd.
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Martingale betting strategy

Letmy pohled na internet ndm nabidne hned né&kolik zaru¢enych
tipl, jak sazet v rlznych loteriich a neprohrat. Nap¥. v rulet&
sazime na barvu dokud nevyhrajeme vzdy dvojndsobek p¥edchozi
sazky (strategie znama jako Martingale betting strategy). Viz
navod jiz z roku 1882 (Franti¥ek Batkovsky, pseud. Vlastimil
Benatsky, Jak sazeti do loterie, bychom zcela jist& vyhrali).

Ptiklad

Alesovi zbylo 2500 K& z poradani tabora. Ale$ neni Zadny rouma:
50 K¢ pridal z kasi¢ky a rozhodl se jit hrat ruletu na automaty. Ales
sazi pouze na barvu. Pravdépodobnost vyhry pfi sdzce na barvu je
18/37. Zakina sazet na 10 K& a pokud prohraje, v dal3i sdzce vsadi
dvojnasobek toho, co v pfedchozi (pokud na to jesté ma, pokud
ne, tak kon&i s hrou — byt by mé&| jest& penize na n&jakou mensi
sazku). Pokud né&jakou sdzku vyhraje, v nasledujici sdzce hraje opét
o 10 K&. Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi tomto postupu vyhraje
dalsich 2550 K&? (jakmile bude 2550 K& v plusu, tak kon&i).



http://goo.gl/qLn9S
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Reseni

Nejprve spocitejme, kolikrat po sobé miiZze Ale$ prohrat. Za&ina-li
s 10 K¢, tak na n vsazenfi potfebuje

2"—1
10420+ --4+10-2"" = 10-[ Y " 2" | = 10 = 10-(2"-1).
+20+- - -+ ( ) ( _1) ( )

Jak snadno nahlédneme, &islo 2550 je tvaru 10(2” — 1) a to pro

n = 8. Ales tedy miiZe sdzet osmkrat po sobé bez ohledu na
vysledek sdzky, na dev&t sizek by potteboval jiz 10(2° — 1) = 5110
K& a to v prib&hu hry nikdy mit nebude (jakmile bude mit 5100
K&, tak konci). Aby tedy jeho hra skon&ila nedspéchem, musel by
prohrat osmkrat v fadé. Pravdépodobnost prohry pfi jedné sazce je
19/37, pravd&podobnost prohry v osmi po sobé& nasledujicich
(nezavislych) sazkach je tedy (19/37)% = 0,0048, tedy docela
miziva.
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Regeni

Pravd&podobnost, Ze v té&chto osmi hrach vyhraje 10 K& (pfi
daném postupu), je tedy 1 — (19/37)8. Na to, aby vyhrdl 2550 K¢,
potfebuje 255 krat vyhrat po desetikoruné. Tedy opét podle
pravidla souinu je pravdépodobnost vyhry

10\ 8 255
1— (= = 0,29.
Tedy pravdépodobnost vyhry je nizsi, neZ kdyby vsadil rovnou vse
na jednu barvu.
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Nahodné veli¢iny

Vratme se k jednoduchému a nizornému p¥ikladu statistik kolem
vysledkd studentl v daném predmétu, ktery je a neni podobny
klasické pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice p¥i hazeni
kostkou.

Na jedné strané jsme pfipustili pouze koneény poéet moznych
bodovych hodnoceni (v tomto pfipad& celd &isla od 0 do 40),
zaroveli ale neni patrné vhodné predstavovat si vysledky
jednotlivych studentil jako analogii nezavislého hazeni kostkou (to
by byla skute¢n& divné vedend predndska).

Misto toho mame na zdkladnim prostoru €2 vSech studenti
definovanu funkci bodového ohodnoceni X : Q — R. Je to typicky
ptiklad ndhodné veliginy.

U kazdé ndhodné veli¢iny potfebujeme umét pracovat s vhodnou
mnozinou jevl. Zpravidla poZadujeme, abychom mohli pracovat

s pravdépodobnostmi p¥islusnosti hodnoty X do pfedem zadaného
intervalu.
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P¥irozengjsi interpretaci vysledku pokusu je totiz Casto spiSe neZ
zjisténi, zda ndhodny jev nastal &i nenastal, néjakd hodnota:

@ soulet bodil na dvou kostkach,
@ podet bakterii v daném mnoZstvi roztoku nebo

@ pocet studentl, ktefi uspéli u zkousky nebo ktefi ziskali
alespon 5 bodil z konkrétniho ptikladu.

Od pravdépodobnostniho prostoru (2, .4, P) tedy potfebujeme
prejit k obdobné dvojici (R, B) tak, abychom podmnoZindm R,
leZicim v o-algeb¥e B byli schopni pfifadit pravdépodobnost
odvozenou z (2, A, P).
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Na prostoru R¥ uvaZujme nejmensi jevové pole B obsahujici
v8echny k—rozmérné intervaly. MnoZinam v B ¥ikdime borelovské
mnoziny (nebo také méFitelné mnoZiny) na R¥.

Specidlné pro k = 1 jde o mnoZiny, které obdrZime z intervali
kone¢nymi praniky a nejvySe spocetnymi sjednocenimi.

Definice

Nahodna veli¢ina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2,.A, P)
je takova funkce X : Q — R, %e vzor X~1(B) pat¥i do A pro
kaZzdou Borelovskou mnozinu B € B na R (tj. X : Q — R je tzv.
borelovsky mé&fitelnd). MnoZinovd funkce

Px(B) = P(X"Y(B)) = P({w € Q; X(w) € B})

se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X.
Nahodny vektor (Xi,...,Xx) na (2,4, P) je k—tice ndhodnych
velicin.
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Ptiklady k procviceni

P¥iklad
Hodime jedenkrat kostkou, mnoZina elementarnich jevi je
Q = {w1, w2, ws, ws, ws, we }. Jevovym polem necht je

A = {0, {w1,ws}, {ws, ws,ws,we}, Q}.
Zjist&te jestli zobrazeni X : Q — R dané predpisem

a) X(wj) =1 pro kazdé i € {1,2,3,4,5,6},
b) X(w1) = X(w2) = =2, X(w3) = X(ws) = X(ws) = X(we) =

je ndhodnou veli¢inou vzhledem k A.

4

Je dano jevové pole (2,.4), kde Q = {w1, wy, w3, ws,ws} a
A= {@, {wl, wg}, {CU3}, {W4,CU5}, {wl,WQ,CU3},
{w1, w2, ws,ws }, {ws, wa, ws}, 2}
Najdéte n&jaké (co nejobecngjsi) zobrazeni X : Q — R, které bude
nahodnou veli¢inou vzhledem k A.

N,
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Definice ndhodné veli¢iny zajituje, e pro vdechny
—00 < a < b < oo existuje pravdépodobnost P(a < X < b), kde
pouZivdme stru€né znaleni pro jev A = (w € Q; a < X(w) < b)).

Definice

Distribuéni funkci (distribution, cumulative density function)
nahodné veli¢iny X je funkce F : R — R definovana pro vsechny
x € R vztahem

F(x) = P(X < x).

Distribuéni funkci ndhodného vektoru (Xi, ..., Xx) je funkce
F : Rk — R definovana pro viechny (xi,...,xx) € R vztahem

F(x)=P(X1 <x1 A~ A Xk < xk).
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Diskrétni nahodné veli¢iny

Pfedpokladejme, Ze nahodnd veli¢ina X na pravdépodobnostnim
prostoru (€2, A, P) nabyva jen kone&n& mnoha hodnot

X1, X2, ..., X, € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni funkce
f(x) takova, ze

Flx) = {P(X = X;) f).ro X = X;
0 jinak.

Evidentn& >~7 | f(x;) = 1.

Takové nahodné veli¢ing se ¥ika diskrétni.

KaZd3a ndhodna veli¢ina definovana pro klasickou pravd&podobnost
je diskrétni. Obdobné& Ize definici pravdépodobnostni funkce roz¥i¥it
na veli¢iny se spoetn& mnoha hodnotami (pracujeme pak

s nekone&nymi ¥adami)
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Ptiklady k procviceni

Necht Q = {wl,wz,w3} a A= {Q, Q), {w:g}, {W]_,WQ}}. Urcete
vdechny pravd&podobnostni funkce zobrazujici A do mnoZiny
{0,1,6,1—6}.

P¥iklad

T¥ikrat nezdvisle na sobé hodime minci. Nahodna veli¢ina X udava
pocet hlav, které padnou pFi téchto hodech. Urlete
pravdépodobnostni a distribuéni funkci nahodné veli¢iny X.

Ptiklad

Pravdépodobnost, Ze vyrobek bude vyhovovat viem technickym
pozadavkiim, je 0,9. Popiste rozdéleni ndhodné veli¢iny udavajici
pocet nevyhovujicich vyrobkl mezi 3 vyrobky.

| A
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