
Úvod do pravděpodobnosti – p̌ripomenut́ı Náhodné veličiny
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Podḿıněná pravděpodobnost

Definice

Necht’ H je jev s nenulovou pravděpodobnost́ı v jevovém poli A
v pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P). Podḿıněná
pravděpodobnost P(A|H) jevu A ∈ A vzhledem k jevu H je
definována vztahem

P(A|H) =
P(A ∩ H)

P(H)
.

Přirozená definice nezávislosti je, že hypotéza H a jev A jsou
nezávislé tehdy, je-li P(A) = P(A|H).
Z výše uvedeného snadno vyplývá symetričtěǰśı definice:

Definice

Ř́ıkáme, že jevy A a B jsou nezávislé, jestliže

P(A ∩ B) = P(A)P(B).
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Definice

Ř́ıkáme, že jevy A1,A2, . . . jsou nezávislé, jestliže pro každou k-tici
Ai1 , · · · ,Aik z nich plat́ı

P

 k⋂
j=1

Aij

 =
k∏

j=1

P(Aij ).

Př́ıklad

V urně jsou 4 ĺıstky označené 000, 110, 101, 011. Uvažujme pro
i = 1, 2, 3 náhodné jevy
Ai = {náhodně vytažený ĺıstek má na i-tém ḿıstě 1}.
Snadno se vid́ı, že P(A1) = P(A2) = P(A3) = 1

2 , dále, že
P(A1 ∩ A2) = P(A1 ∩ A3) = P(A2 ∩ A3) = 1

4 a že
P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = 0. Jevy A1,A2,A3 jsou tedy po dvou nezávislé,
ale nejsou nezávislé.
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Bayesovy věty

Přepsáńım formule pro podḿıněnou pravděpodobnost dostáváme

P(A ∩ B) = P(B ∩ A) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Věta (Bayesovy věty)

Pro pravděpodobnost jev̊u A a B plat́ı

1 P(A|B) = P(A)P(B|A)
P(B) .

2 P(A|B) = P(A)P(B|A)
P(A)P(B|A)+P(Ac )P(B|Ac ) .

Důkaz.

Prvńı tvrzeńı je p̌repsáńım p̌redchoźı formule, druhé z prvého plyne
dosazeńım P(B) = P(A)P(B|A) + P(Ac)P(B|Ac).
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Př́ıklad

a) Z urny, v ńıž je a b́ılých a b černých kouĺı, vybereme postupně
(bez vraceńı) dvě koule. Jaká je pravděpodobnost. že druhá
koule je b́ılá, za p̌redpokladu, že prvńı byla b́ılá.

b) Ze skupiny 100 výrobk̊u, která obsahuje 10 zmetk̊u, vybereme
náhodně bez vraceńı 3 výrobky. Určete pravděpodobnost, že:

ťret́ı je zmetek za podḿınky, že prvńı 2 byly kvalitńı.
prvńı 2 jsou kvalitńı a ťret́ı zmetek.

Př́ıklad

Dva sťrelci vysťreĺı nezávisle na sobě do téhož terče každý jednu
ránu. Po sťrelbě byl v teči nalezen 1 zásah. Určete
pravděpodobnost, že zásah paťŕı 1. sťrelci, pokud tento trefuje
terče s pravděpodobnost́ı 0,8, zat́ımco druhý sťrelec s
pravděpodobnost́ı 0,4.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

V testu jsou u každé otázky 4 možné odpovědi. Pokud student
nezná odpověd’, tak hádá (uhodne s pravděpodobnost́ı 1

4 ). Dobrý
student zná 75% odpověd́ı, slabý 30%. Jestliže byla určitá otázka
zodpovězena správně, určete pravděpodobnost, že student jen
hádal, jde-li o:

dobrého studenta,

špatného studenta,

náhodného studenta, kdy nav́ıc v́ıme, že dobrých student̊u
jsou 2/3.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Turistický odd́ıl si p̌redává zprávy Morseovou abecedou s těmito
vlastnostmi: pokud je odvyśılána tečka, pak ve 40% p̌ŕıpadů je
p̌rijata čárka (jinak tečka), pokud je odvyśılána čárka, je v 1/3
p̌ŕıpadů p̌rijata tečka (jinak čárka). Zpráva obsahuje tečky a čárky
v poměru 5 : 3. Určete pravděpodobnost,

že byla vyslaná tečka, pokud je p̌rijatá čárka,

že byla vyslaná tečka, pokud je p̌rijatá tečka.

Př́ıklad

Osoby X a Y p̌rijdou na smluvené ḿısto kdykoliv mezi 9.00 a
10.00a. Určete pravděpodobnost, že:

1 prvńı z p̌ŕıchoźıch nebude muset na druhého čekat déle než 10
minut,

2 osoba Y p̌rijde až jako druhá, jestliže p̌rijde po 9.30.

aokamžiky p̌ŕıchodu jsou nezávislé a stejně možné během celého intervalu)
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Specifičnost a senzitivita (citlivost) testu

Pozitivńı skutečnost Negativńı skutečnost

Test pozitivńı True positive False positive
Test negativńı False negative True negative

Senzitivita Specifičnost
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Př́ıklad – preventivńı screening

Předpokládejme, že krevńı test na HIV pozitivńı osoby má 99%
správnost v p̌ŕıpadě osoby skutečně HIV pozitivńı (vysoká citilivost
– sensitivity). Zároveň p̌redpokládejme, že u HIV negativńı osoby
dopadně test pozitivně v 0,2% p̌ŕıpadů (relativně vysoká
specifičnost – specificity).
Náhodně z populace vybereme osobu a otestujeme pozitivně.
S jakou pravděpodobnost́ı je skutečně HIV pozitivńı, jestliže
četnost výskytu HIV v populaci je p promile (tj. p osob z tiśıce je
skutečně HIV pozitivńı).
Označme A jev, že je daná osoba HIV pozitivńı, a B jev, že daná
osoba má pozitivńı test. Dle druhé Bayesovy věty je hledaná
pravděpodobnost

P(A|B) =
p/1000 · 99/100

p/1000 · 99/100 + (1000− p)/1000 · 2/1000
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Př́ıklad – preventivńı screening, pokr.

Jestliže zvoĺıme za p nějaké konkrétńı četnosti, dostaneme
p̌ŕıslušné očekávatelné spolehlivosti testu. V následuj́ıćı tabulce je
spočten výsledek pro několik p:

p 100 10 1 0,1

P(A|B) 0,982 0,8333 0,3313 0,0471

Výsledek asi neodpov́ıdá naš́ı intuici a může se zdát šokuj́ıćı ve
vztahu k použit́ı takovýchto test̊u.

Poznámka

Sami si můžete podobný výpočet udělat pro tzv. triple test na
Downův syndrom, prováděný ve 2. trimestru těhotenstv́ı s 70%
citlivost́ı a 5%

”
false-positive rate“ či pro statistiky svého

obĺıbeného spamfilteru (nap̌r. SpamAssassin s někde udávanou
citlivost́ı 99,64% a specifičnost́ı 98.23%).
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Triple test a jeho výsledky

Triple test je vyšeťreńı krevńıho séra na hodnoty
choriogonadotropinu, estriolu a alfa-fetoproteinu. Provád́ı se
v druhém trimestru těhotenstv́ı a má sloužit k detekci rizik
genetických poruch a poruch vývoje nervové trubice.
Detekuje poruchy s úspěšnost́ı 70% a naopak 5% zdravých
p̌ŕıpadů rozpozná jako porušené. Budoućım matkám, u kterých
triple test ukáže zvýšené riziko vad plodu, je obvykle doporučeno
nějaké daľśı zp̌resňuj́ıćı vyšeťreńı, nap̌ŕıklad amniocentéza (odběr
plodové vody). Uvád́ı se, že u těhotné ženy ve věku 20–24 let je
pravděpodobnost narozeńı d́ıtěte s Downovým syndromem cca
1:1500, u těhotné ženy ve věku 35–39 let je pravděpodobnost
narozeńı d́ıtěte s Downovým syndromem cca 1:200.
Prozkoumejme (alespoň z matematického hlediska) význam
prováděńı tohoto testu za uvedených p̌redpokladů, kdy se rod́ı cca
100 tis. dět́ı ročně, z toho cca 10% ženám ve věku 35–39 let a cca
12% ženám ve věku 20-24 let.
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Specifičnost a senzitivita (citlivost) testu

Pozitivńı skutečnost Negativńı skutečnost

Test pozitivńı True positive False positive
Test negativńı False negative True negative

Senzitivita Specifičnost

Triple test Pozitivńı skutečnost Negativńı skutečnost

Test pozitivńı 70% 5%
Test negativńı 30% 95%

Senzitivita Specifičnost

Za ďŕıve uvedených p̌redpokladů snadno vypočteme, že
pravděpodobnost, že d́ıtě

”
stařśı“ matky bude skutečně postiženo

Downovým syndromem, pokud vyšel pozitivńı test, je pouhých cca
6,6%. U mladých žen se pak tato pravděpodobnost pohybuje kolem
0,9% a je tedy na zváženou, zda toto plošné testováńı v dané
věkové skupině provádět, pokud nav́ıc uváděné riziko potratu p̌ri
p̌ŕıpadné amniocentéze se pohybuje kolem jednoho promile.
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Výpočet

Uvažujme (reálný) vzorek deseti tiśıc žen ve věku 35–39 let:

Stařśı ženy Pozitivńı skutečnost Negativńı skutečnost

Test pozitivńı 35 497,5 532,5
Test negativńı 15 9452,5 9467,5

50 9950

Proto lze pravděpodobnost, že d́ıtě
”
stařśı“ matky bude skutečně

postiženo Downovým syndromem, pokud vyšel pozitivńı test,
spoč́ıtat jako 35

532,5 ≈ 6,6%. Pro 12 tis. žen ve věku 20–24 let:

Mladš́ı ženy Pozitivńı skutečnost Negativńı skutečnost

Test pozitivńı 5,6 599,6 605,2
Test negativńı 2,4 11392,4 11394,8

8 11992

Pravděpodobnost, že d́ıtě
”
mladš́ı“ matky bude skutečně postiženo

Downovým syndromem, pokud vyšel pozitivńı test, lze nyńı
spoč́ıtat jako 5,6

605,2 ≈ 0,9%.
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Evidentně prostý výběr náhodné osoby a použit́ı jediného testu, byt’

velmi citlivého a specifického, nejsou vhodné ani na otestováńı
skutečného stavu populace, ani na preventivńı vyšeťreńı jednotlivc̊u,
pokud nemáme daľśı podpůrné informace a lepš́ı nástroje.
Právě matematická statistika dává nástroje na kvalifikovaněǰśı
postupy v medićınské i pr̊umyslové diagnostice, ekonomických
modelech, vyhodnocováńı experimentálńıch dat atd.
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Martingale betting strategy

Letmý pohled na internet nám nab́ıdne hned několik zaručených
tipů, jak sázet v r̊uzných loteríıch a neprohrát. Nap̌r. v ruletě
sáźıme na barvu dokud nevyhrajeme vždy dvojnásobek p̌redchoźı
sázky (strategie známá jako Martingale betting strategy). Viz
návod již z roku 1882 (Frantǐsek Bačkovský, pseud. Vlastimil
Benátský, Jak sázeti do loterie, bychom zcela jistě vyhráli).

Př́ıklad

Alešovi zbylo 2500 Kč z pǒrádáńı tábora. Aleš neńı žádný ňouma:
50 Kč p̌ridal z kasičky a rozhodl se j́ıt hrát ruletu na automaty. Aleš
sáźı pouze na barvu. Pravděpodobnost výhry p̌ri sázce na barvu je
18/37. Zač́ıná sázet na 10 Kč a pokud prohraje, v daľśı sázce vsad́ı
dvojnásobek toho, co v p̌redchoźı (pokud na to ještě má, pokud
ne, tak konč́ı s hrou – byt’ by měl ještě peńıze na nějakou menš́ı
sázku). Pokud nějakou sázku vyhraje, v následuj́ıćı sázce hraje opět
o 10 Kč. Jaká je pravděpodobnost, že p̌ri tomto postupu vyhraje
daľśıch 2550 Kč? (jakmile bude 2550 Kč v plusu, tak konč́ı).

http://goo.gl/qLn9S
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Řešeńı

Nejprve spoč́ıtejme, kolikrát po sobě může Aleš prohrát. Zač́ıná-li
s 10 Kč, tak na n vsazeńı poťrebuje

10+20+· · ·+10·2n−1 = 10·

(
n−1∑
i=0

2i

)
= 10·

(
2n − 1

2− 1

)
= 10·(2n−1).

Jak snadno nahlédneme, č́ıslo 2550 je tvaru 10(2n − 1) a to pro
n = 8. Aleš tedy může sázet osmkrát po sobě bez ohledu na
výsledek sázky, na devět sázek by poťreboval již 10(29 − 1) = 5110
Kč a to v pr̊uběhu hry nikdy ḿıt nebude (jakmile bude ḿıt 5100
Kč, tak konč́ı). Aby tedy jeho hra skončila neúspěchem, musel by
prohrát osmkrát v řadě. Pravděpodobnost prohry p̌ri jedné sázce je
19/37, pravděpodobnost prohry v osmi po sobě následuj́ıćıch
(nezávislých) sázkách je tedy (19/37)8 .

= 0,0048, tedy docela
mizivá.
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Řešeńı

Pravděpodobnost, že v těchto osmi hrách vyhraje 10 Kč (p̌ri
daném postupu), je tedy 1− (19/37)8. Na to, aby vyhrál 2550 Kč,
poťrebuje 255 krát vyhrát po desetikoruně. Tedy opět podle
pravidla součinu je pravděpodobnost výhry(

1−
(

19

37

)8
)255

.
= 0,29.

Tedy pravděpodobnost výhry je nižš́ı, než kdyby vsadil rovnou vše
na jednu barvu.
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Náhodné veličiny

Vrat’me se k jednoduchému a názornému p̌ŕıkladu statistik kolem
výsledk̊u student̊u v daném p̌redmětu, který je a neńı podobný
klasické pravděpodobnosti a s ńı souvisej́ıćı statistice p̌ri házeńı
kostkou.
Na jedné straně jsme p̌ripustili pouze konečný počet možných
bodových hodnoceńı (v tomto p̌ŕıpadě celá č́ısla od 0 do 40),
zároveň ale neńı patrně vhodné p̌redstavovat si výsledky
jednotlivých student̊u jako analogii nezávislého házeńı kostkou (to
by byla skutečně divně vedená p̌rednáška).
Mı́sto toho máme na základńım prostoru Ω všech student̊u
definovánu funkci bodového ohodnoceńı X : Ω→ R. Je to typický
p̌ŕıklad náhodné veličiny.
U každé náhodné veličiny poťrebujeme umět pracovat s vhodnou
množinou jev̊u. Zpravidla požadujeme, abychom mohli pracovat
s pravděpodobnostmi p̌ŕıslušnosti hodnoty X do p̌redem zadaného
intervalu.
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Přirozeněǰśı interpretaćı výsledku pokusu je totiž často sṕı̌se než
zjǐstěńı, zda náhodný jev nastal či nenastal, nějaká hodnota:

součet bodů na dvou kostkách,

počet bakteríı v daném množstv́ı roztoku nebo

počet student̊u, ktěŕı uspěli u zkoušky nebo ktěŕı źıskali
alespoň 5 bodů z konkrétńıho p̌ŕıkladu.

Od pravděpodobnostńıho prostoru (Ω,A,P) tedy poťrebujeme
p̌rej́ıt k obdobné dvojici (R,B) tak, abychom podmnožinám R,
lež́ıćım v σ-algeb̌re B byli schopni p̌rǐradit pravděpodobnost
odvozenou z (Ω,A,P).
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Na prostoru Rk uvažujme nejmenš́ı jevové pole B obsahuj́ıćı
všechny k–rozměrné intervaly. Množinám v B ř́ıkáme borelovské
množiny (nebo také mě̌ritelné množiny) na Rk .
Speciálně pro k = 1 jde o množiny, které obdrž́ıme z interval̊u
konečnými pr̊uniky a nejvýše spočetnými sjednoceńımi.

Definice

Náhodná veličina X na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P)
je taková funkce X : Ω→ R, že vzor X−1(B) paťŕı do A pro
každou Borelovskou množinu B ∈ B na R (tj. X : Ω→ R je tzv.
borelovsky mě̌ritelná). Množinová funkce

PX (B) = P(X−1(B)) = P({ω ∈ Ω; X (ω) ∈ B})

se nazývá rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny X .
Náhodný vektor (X1, . . . ,Xk) na (Ω,A,P) je k–tice náhodných
veličin.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Hod́ıme jedenkrát kostkou, množina elementárńıch jev̊u je
Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}. Jevovým polem necht’ je
A = {∅, {ω1, ω2}, {ω3, ω4, ω5, ω6},Ω}.
Zjistěte jestli zobrazeńı X : Ω→ R dané p̌redpisem

a) X (ωi ) = i pro každé i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6},
b) X (ω1) = X (ω2) = −2,X (ω3) = X (ω4) = X (ω5) = X (ω6) = 3,

je náhodnou veličinou vzhledem k A.

Př́ıklad

Je dáno jevové pole (Ω,A), kde Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5} a

A = {∅, {ω1, ω2}, {ω3}, {ω4, ω5}, {ω1, ω2, ω3},
{ω1, ω2, ω4, ω5}, {ω3, ω4, ω5},Ω}.

Najděte nějaké (co nejobecněǰśı) zobrazeńı X : Ω→ R, které bude
náhodnou veličinou vzhledem k A.
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Definice náhodné veličiny zajǐst’uje, že pro všechny
−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ existuje pravděpodobnost P(a < X ≤ b), kde
použ́ıváme stručné značeńı pro jev A = (ω ∈ Ω; a < X (ω) ≤ b)).

Definice

Distribučńı funkćı (distribution, cumulative density function)
náhodné veličiny X je funkce F : R→ R definovaná pro všechny
x ∈ R vztahem

F (x) = P(X ≤ x).

Distribučńı funkćı náhodného vektoru (X1, . . . ,Xk) je funkce
F : Rk → R definovaná pro všechny (x1, . . . , xk) ∈ Rk vztahem

F (x) = P(X1 ≤ x1 ∧ · · · ∧ Xk ≤ xk).
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Diskrétńı náhodné veličiny

Předpokládejme, že náhodná veličina X na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A,P) nabývá jen konečně mnoha hodnot
x1, x2, . . . , xn ∈ R. Pak existuje tzv. pravděpodobnostńı funkce
f (x) taková, že

f (x) =

{
P(X = xi ) pro x = xi

0 jinak.

Evidentně
∑n

i=1 f (xi ) = 1.
Takové náhodné veličině se ř́ıká diskrétńı.
Každá náhodná veličina definovaná pro klasickou pravděpodobnost
je diskrétńı. Obdobně lze definici pravděpodobnostńı funkce rozš́ı̌rit
na veličiny se spočetně mnoha hodnotami (pracujeme pak
s nekonečnými řadami)
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Necht’ Ω = {ω1, ω2, ω3} a A = {Ω, ∅, {ω3}, {ω1, ω2}}. Určete
všechny pravděpodobnostńı funkce zobrazuj́ıćı A do množiny
{0, 1, θ, 1− θ}.

Př́ıklad

Třikrát nezávisle na sobě hod́ıme minćı. Náhodná veličina X udává
počet hlav, které padnou p̌ri těchto hodech. Určete
pravděpodobnostńı a distribučńı funkci náhodné veličiny X .

Př́ıklad

Pravděpodobnost, že výrobek bude vyhovovat všem technickým
požadavk̊um, je 0,9. Popǐste rozděleńı náhodné veličiny udávaj́ıćı
počet nevyhovuj́ıćıch výrobk̊u mezi 3 výrobky.
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