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Parcidlni a smé&rové derivace
.

Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici pfiklad.

P¥iklad
Funkce definovand predpisem

X4y2

f(x,y) = W

mimo pocatek a f(0,0) =0, ma v potdtku viechny smé&rové
derivace nulové, p¥itom zde nenfi spojitd (nebot p¥i konvergenci
,po riznych paraboldch" dostdvame rizné limity).

<

Priklad

Ur&ete smérovou derivaci funkce f(x, y) = arctg(x? + y?) v bod&
[—1,1] ve sm&ru vektoru (1,2).
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Diferencial funkce jedné proménné

V minulém semestru jste si ¥ikali, Ze diferencial dy funkce jedné
prom&nné v bod& xp je p¥iristek na te¢né ke grafu funkce y = f(x)
v tomto bodé a jeho existence je ekvivalentni existenci derivace
tamtéz.

Ukazali jste si, Ze diferencidl zavislé proménné dy je linedrni
funkci diferencidlu nezavislé proménné dx, spliiujici

dy = f'(x0) - dx.

Formalné ¥ikame, Ze funkce f : R — R je diferencovatelnd v xp,
pokud existuje A € R tak, Ze

lim f(Xo + h) - f(Xo) — Ah

h—0 h =0

(P¥itom z definice derivace snadno plyne, Ze pak A = f'(xp).)
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Ndsledujici definice vé&rné sleduje chovani diferencidlu funkci jedné
proménné:

Definice

Funkce f : E, — R je diferencovatelnd v bodé& x, jestlize existuje
vektor a = (a1,...,a,) € R" takovy, Ze pro viechny ,sméry"

v € R" plati

1
lim — (f(x+v)—f(x)—a-v)=0.
iy o e+ =) —a-)
Linedrni funkci df definovanou pfedpisem v — a - v (zdvislou na
vektorové prom&nné v) nazyvame diferencidl funkce f.

V literatufe se &asto také ¥ika totdini diferencidl df funkce f.
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Diferencial — shrnuti

Funkce f : E, — R je tedy diferencovatelnd v bodé& x, jestlize
existuje vektor a = (a1,...,a,) € R" takovy, Ze pro viechny
.sméry" v € R” plati

@ v bodg& x existuji viechny smé&rové derivace d,f(x), v € R”,
Q@ v d,f(x) je linedrni v zavislosti na pfiristku v
Q@ 0=lim, 1 I (f(x +v) — f(x) — d,f(x)),

tj. 0 = lim, 0 1 T (f(x+v)—f(x)—a-v).
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Diferencial vs. spojitost

Diky tomuto zesileni parcidlnich a smérovych derivaci jiz kone¢n&
dostavame spojitost:

Je-li funkce f : R" — R diferencovatelna v bodé x € R", pak je
v tomto bodé spojita.

Diakaz: Z diferencovatelnosti f v bod& x plyne
f(x+v) = F(x) = a-v+7(v), kde lim, o T = 0.
Proto:

lim (f(x +v) — f(x)) = lim (a- v+ 7(v)) =0,

v—0 v—0

a tedy
lim f(x 4+ v) = f(x).
v—0
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P¥imo z definice urgete df a funkci 7 pro f(x,y) = x? + y?
v obecném bod& [x*, y*].

Regeni

Kvili prehlednosti oznaéme h := dx, k := dy. Pak

f(x* +dx, y* +dy) — f(x*, y*) =
= (X P+ (k)= ()P = ()P =
= 2x*h+ 2y*h + h* + k2.

Odtud df(x*, y*)(h, k) = 2x* - h+2y* - k a 7(h, k) = h* + k2.
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Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x, pak ma v tomto bodé
vsechny smérové (a tedy i parcialni) derivace. Pro libovolné v € R"
Je pfitom d, f(x) = df(x)(v), tj. v ozna&eni z definice diferencialu

dyf(x)=a-v.

dyf(x) = lim %(f(x+ tv) — f(x)) = lim = (df( )(tv) + 7(tv)) =

t—0 t

= df(x)(v) + ||v| I|mH(‘)—df( )v)=a-v.

Pozndmka
Z ptedchoziho je ihned vidét, Ze vektor parcidlnich derivaci f'(x) je
pfimo roven vektoru a.
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Uvazujme f : E; — R se spojitymi parcidlnimi derivacemi.
Diferencidl v pevném bodé& [xo, yo| je linedrni funkce df : E; — R

of of
df = 5 dx+ 5,

na prirlstcich se soufadnicemi danymi pravé parcidlnimi derivacemi.
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Obecnéji v p¥ipadé funkci vice promé&nnych piseme obdobné

of of of
df— ai)qu1+67)<2dX2+"‘+axn

dx (%)

a plati:

Necht f : E, — R je funkce n promé&nnych, kterd ma v okoli bodu
x € E, spojité parcidlni derivace. Pak existuje jeji diferencial df
v bodé x a jeho soufadné vyjadFeni je dano rovnici ().
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Ptiklady k procviceni

Pyiklad
Uréete diferencidl v daném bodé:

a) f(x,y) =xy+ 5 v bod& [1,1],

b) f(x,y) = arcsin \/X;Tyz v bodé [1,/3].

| A

P¥iklad

Spo&téme znovu jednoduseji dFivéjsi priklad a uréeme smé&rovou
derivaci funkce f(x,y) = arctg(x? + y?) v bod¥é [—1, 1] ve sm&ru
vektoru (1,2) pomoci diferencidlu.

A
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P¥iblizné vypocty

Podobné jako v p¥ipadé diferencidlu funkci jedné proménné lze i
diferencial funkce vice prom&nnych vyuZit k (velmi) p¥ibliznym
vypo&tim.

Priklad

T oz L [0S 7 « S
Pomoci diferencialu p¥iblizn& vypotteme €2:05°—0.02

| \

Regeni
VyuZijeme diferencial funkce f(x,y) = e ¥ v bod& x = [0, 0]
s diferencemi v = (0,05; —0,02). Mdme

df(x,y) = 1Y 3x2dx + 1Y dy,

a tedy df(0,0) = 0dx + 1dy, co? celkem dava odhad €205 ~0.02 —
f(0,05; —0,02) ~ f(0,0) + df(0,05; —0,02) = 1 — 0,02 = 0,98.

<
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Ptiklady k procviceni

Pomoci diferencidlu p¥iblizné vypo&téte:

. 0,48
a) arcsin 7'gz

b) 1,04%92,
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Tecna nadrovina ke grafu funkce

Pro f : E; — R a pevny bod [xp, yo] € E2 uvaZme rovinu v E3:

of of

z = f(x0, o) + a(XOLVO)(X — Xo) + a*y(xodfo)(y — Yo)-

Je to jedind rovina prochazejici bodem (xp, yo), ve které lezi
derivace a tedy i te¢ny v8ech k¥ivek

c(t) = (x(t), y(t), F(x(t), y(t))). Rikdme ji te¢nd rovina ke grafu
funkce . Na obrazku jsou zobrazeny dvé& te¢né roviny ke grafu
funkce f(x,y) = sin(x) cos(y). Cervena &ara je obrazem kF¥ivky
c(t) = (t, t, f(t,t)).
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Obecné pro f : E, — R je te¢nou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
Tato nadrovina

@ prochazi bodem (x, f(x))
@ jeji zamé&feni je grafem linedrniho zobrazeni df(x) : E, — R,
tj. diferencidlu v bod& x € E,.
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Ptiklady k procviceni

Urcete rovnici te¢né nadroviny ke grafu funkce v daném bodé:
a) f(Xay):X2+Xy+2y27 [X03y0720]:[17134]7
b) f(x,y)=arctg%, [xo,¥0,20] =[1,-1,7].




Derivace vyssich ¥ada, Taylorova véta

®0

Pro pevny pfiriistek v € R” je vydisleni diferencidlii na tomto
p¥iristku opét operace na funkcich f : E, —» R

f—d,f=df(v).

Vysledkem je df(v) : E, — R. Jestlize je tato funkce opé&t
diferencovatelna, mizeme tento proces opakovat.
Pro parcialni derivace druhého fadu piseme

2 2
ox;  Ox; Ox;0x; Ox;0x;

v pfipadé opakované volby i = j piSeme také

00, o,
ox; 0Ox; TOx2 T 9x2’

1 1



Derivace vyssich ¥ada, Taylorova véta
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Uplné stejné postupujeme pFi dalSich iteracich a hovofime
o parcialnich derivacich k-tého ¥adu
okf
Gx,-l e 8x,-k '

Necht f : E,, — R je k-krdt diferencovatelnd funkce se spojitymi
parcialnimi derivacemi aZ do Fadu k véetné v okoli bodu x € R".
Pak vsechny parcidlni derivace nezavisi na poradi derivovani.

Specidlné tedy pro n = 2 plati (pFi alternativnim zplsobu zapisu
parcidlnich derivaci):

fry (X0, ¥0) = fyx(x0, ¥0)-
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Taylorliv polynom funkce jedné proménné — opakovani

Vidéli jsme, Ze pro aproximaci funkce pomoci linedrniho polynomu
slouZi te¢na (tedy diferencidl). Lze ale pouZit i aproximace vy%3ich
radd. V tomto obecné&jsim pfipadé potom hovofime o Taylorové
polynomu.

Definice

Necht xg € D(f) je bod, ve kterém existuji vlastni derivace f'(xo),
f(x0), ..., F("(xo) funkce f(x) aZ do ¥adu n. Tayloriv polynom
stupné& n funkce f(x) se stfedem v bodé& xq je polynom

T(x) = Ta(x) = T} (x) = T (xi x0)

definovany jako

T(X) = f(X0)+f/(X0) (X—X0)+ f”(XO) (X—X0)2+- - f(n;(IXO)

> (x—xq)".
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Taylorova véta

Necht f(x) ma spojité derivace f'(x), f"(x), ..., f("(x) na
uzavieném intervalu [a, b] a necht existuje vlastni derivace
f("+1)(x) na otevfeném intervalu (a, b). Potom pro kaZdy bod
x € (a, b) existuje bod ¢ € (a,x) tak, Ze plati rovnost

(n+1)
f(x) = Ta(x) + Ra(x), kde Ry(x) = f(n—{—l()cl) (x — a)"t,

kde T,h(x) je Tayloriiv polynom stupné& n funkce f(x) se stfedem
v bodé a.
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Definice

Je-li f: E, — R libovolna dvakrat diferencovatelnd funkce v bodé&

X, nazyvadme symetrickou matici

- (2501 -

Hessovou matici (p¥ip. Hessidnem) funkce f v bod& x. Casto byva

Hessidn znaken f”(x).

9*f
8x18x1

O*f
OXxnOX1

(x)

(x)

0*f
Ox10xn (X)

52 f.
OxpOxn (X)

Poznamka

Analogicky jako v p¥ipadé& parcialnich derivaci |ze definovat i
smé&rové derivace vyssich ¥adi v bod& x € E,. Pak plati (za
predpokladu spojitosti jedné ze stran v x)

fuy (x) = fpu(x) = uT HF(x)v = (Hf (x)u) - v.




ylorova véta

Pouziti Hessidnu pfipomina Taylorovu vétu funkci jedné proménné!

\\“"’i;;;'i{'{‘

SROSSALS

S,
“‘Q::/I

Tecnd rovina je vynesena spolu s kvadratickym pf¥iblizenim pro
funkci f(x,y) = sin(x) cos(y).

Obecné& pro funkce f : E, — R, body x = [x1,...,x,] € E, a
priristky v = (1, ..., &n) klademe

k
dF)v) = D L(Xl,...,x,,)~£,-1~-§,-k.

oxi, ...0x;
1<it,osig<n 1 "k
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Taylorova véta

Taylorova véta pro funkci jedné promé&nné aproximovala danou
funkci v okoli bodu xg Taylorovym polynomem, p¥i¢emz zarovefi
udavala chybu, jiz se p¥i tomto odhadu dopoustime.

U funkci vice proménnych je situace podobnd, pouze formdiné
sloZitgjsi.

Taylorovym polynomem funkce f stupn& m (se stfedem) v bod& x*
nazyvdme polynom (vice promé&nnych), ktery ma s funkci f stejnou
funkéni hodnotu v daném bodé& x* a stejnou hodnotu vSech
parcidlnich derivaci aZ do ¥adu m véetné.
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Véta (Taylorova)

Necht m3d funkce f : E, — R v bod& x* a n&jakém jeho okoli
spojité parcialni derivace aZ do fddu m + 1. Pak pro v € R" plati:

f(x) =f(x" +v) = Tmn(x) + Rm(x),
kde
Tm(3) = £ A (v) 5 PFN (W) 44— a7 () (v),

resp.

1

CES TR OIS R

Rm(x) =

je Tayloriiv polynom, resp. zbytek v Taylorové vzorci a v = x — x*
je vektor diferenci.
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P¥iblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:
Te&na rovina: f(xp, o) + df (xo0, ¥0)(x — x0, ¥ — Y0)
Vyraz tfetiho ¥adu

03 f
Ox0y?

o3
Ox20y

93F
&F(x,y)(&n) = 558 +3

&n+3 &+

a obecné

K SR ey
d“f(x,y)(&n) = Z (E)ka—fayfg R
(=0

Poznamka

Uvedené vyrazy vam snad p¥ipominaji binomickou vétu. Tak si je
Ize rovnéZz , neformalné" zapamatovat:

0 0 \k
dkf(X»)/)(fan) = (ag + 87}/77) )

pricemz j-té mocniny nahrazujeme j-tymi parcidlnimi derivacemi.
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Ptiklady k procviceni

Urcete Taylorliv polynom 2. stupné se stfedem v daném bodé:

a) Iny/x2+y2 [xo,¥] = [1,1],

b) Xg? [X07y0720] = [17 17 1]
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Aproximace

Taylorova vé&ta ndm (stejn& jako v jednorozmérném p¥ipad&) dava
lepsi moZnosti aproximace funkci v okoli bodu neZ pouhy
diferencial.

P¥esnost vypoltu samoziejmé p¥imo ovlivni i volba funkce, jejiz
hodnoty budeme aproximovat.

: o SR s ” 3_
Pomoci Taylorovy v&ty pFiblizn& vypotteme e%-05°—0.02
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Regeni

P¥ibliznou hodnotu vypo¢teme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupné funkce f(x,y) = e’ Y v bod& [0, 0] s diferencemi

V= (5777) = (07051 _0702)

Parcialni derivace jsou: ,

B=eran =, g =

ety .(3x2 - 3x2 4 6x), 2 8— ety .3x2, % ety

Pak

T2(0+&,0+17) =
—1(0.0) +4r(0.0)- (6.1) + (€. §27(0.0)- (£) =
=147+ in?

Odtud dostdavdme odhad

e0’053_0’02 ~1-0,02+ %07022 = 0,9802.
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Ptiklady k procviceni

Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné pfiblizné vypoététe
a) sin29°tg46°,
b) In(x? + y? +1) v bod¥& [1,1;1,2].
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