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Taylortiv polynom
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Taylorliv polynom — pfipomenuti

Taylorovym polynomem funkce f stupné& m (se stfedem) v bod& x*
nazyvame polynom (vice prom&nnych), ktery ma s funkci f stejnou
funkéni hodnotu v daném bodé& x* a stejnou hodnotu viech
parcidlnich derivaci aZ do ¥adu m v&etné.

V&ta (Taylorova)
Necht ma funkce f : E, — R v bod& x* a vhodném okoli spojité
parcialni derivace aZ do ¥adu m+ 1. Pak prov = x — x* € R" plati:

f(x)=f(x"+v) = Tm(x)+ Rm(x), kde

Tm(3) = FO) AR ()W) 4 o Y W) - dPF()(v),

1

mdm+lf(X*+9V)(V)a pro vhodné 6 € (0,1).

Rm(x) =

v
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P¥iblizme si uvedené pojmy ve dvou promé&nnych (x* = [xo, yo]):

Te¢nd rovina: f(xo, yo) + df (xo, ¥0)(x — x0,¥ — Yo)

Aproximace pomoci Hessidnu (d*f = Hf ):

f(x0, o) +df (x0, ¥0) (X —x0, ¥ — yo) + 3 d*F (x0, Y0 ) F (X — X0, ¥ — ¥0)-

Vyraz tretiho Fadu:

83f 6 f 83f 03f
60’ + S=n°

Ixdy dy

& F(xy)(Em) = 538 +

a obecné

k

k okf
ke kbt
d*f(x, y)(&m) = Z()axk eayeg

£=0
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Ptiklady k procviceni

P¥iklad

a) Napite Tayloriiv rozvoj druhého ¥adu funkce f : R? — R,
f(x,y) = In(x?>+ y2 + 1) v bod& [1,1] a pFiblizné vypottéte
hodnotu f(1,1;1,2).

b) Napiste Tayloriv rozvoj druhého ¥adu funkce
f(x,y) =sinxtgy v bodé& [30°,45°] a pfiblizn& vypottéte
hodnotu sin 29° tg 46°.
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Definice

Vnitfni bod x* € E, defini¢niho oboru funkce f je (lokalnim)
maximem (resp. minimem), jestliZe existuje jeho okoli U takové,
Ze pro v8echny body x € U plati f(x) < f(x*) (resp.

f(x) > f(x*)). Pokud nastavd v ptedchozich nerovnostech ostra
nerovnost pro viechny x £ x*, hovo¥ime o ostrém lokalnim
extrému.

Vnitfni bod x* € E,, defini¢niho oboru funkce f, ve kterém je
diferencial df (x) nulovy, nazyvame stacionarni bod funkce f.

Nutnou podminkou pro existenci maxima nebo minima v bod& x*
(v p¥ipadé diferencovatelnosti funkce f v x*) je vymizeni
diferencialu v tomto bodé, tj. df (x*) = 0. Skutetng, pokud je
df (x*) # 0, pak existuje smér v, ve kterém je d,f(x*) # 0. Pak
ovéem nutné& podél pfimky x* + tv na jednu stranu od bodu x*
hodnota funkce roste a na druhou klesa.
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Priklad
Funkce f : E; — R definovana predpisem

X+ y2 pro[x,y] #10,0],
)= {1 pro [x,y] = [0,0]

ma v poldtku ostré lokalni maximum (pFitom zde neni spojitd, a
tedy ani diferencovatelnd).

Priklad

Funkece f(x,y) = \/x% + y? je v po&étku spojitd a ma zde ostré
lokdIni minimum, p¥estoZe v tomto bodé neni diferencovatelna
(grafem funkce je kuZelova plocha — viz prvni prednaska).
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Stacionarni body

Pro to, aby nabyvala v daném bodé diferencovatelnd funkce svého
lokdlniho extrému (maxima nebo minima), je nutnou podminkou,
aby byl dany bod stacionarni.

P¥itom ale (podobné& jako u funkci jedné prom&nné) stacionarni
bod nemusi byt bodem lokélniho extrému.

Nap¥. funkece f(x,y) = (x — x0)(y — yo) ma v bod& [xo, yo]
staciondmi bod (df = SLdx + 9Ldy = (y — yo)dx + (x — x0)dy),
nema zde vak zfejmé& lokalIni extrém (jde o tzv. ,sedlo”).
Poznat, jakého typu je dany stacionarni bod, ndm stejné jako

v piipadé funkci jedné promé&nné umozni (diky Taylorové vét&)
derivace vyssich ¥ada.
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Situace v jedné promé&nné

Mgjme funkci f : R — R a jeji staciondrni bod xo (tj. f'(x0) = 0).
Je-li f”(xp) < 0, m& funkce v xp ostré lokalni maximum
(analogicky neostré, resp. minimum).

Toto tvrzeni vyplynulo z Taylorovy véty (sta&i uvazit Taylorliv
polynom 1. stupng& a p¥isludny zbytek)

) = Talx) + Rix) =
= Flx0) + /(o) (x — ) + 5 F(€)(x — x0)? =

= flx0) + 5 F(€)(x — x0)?

kde & lezi mezi x a xp. Ze spojitosti f” a vlastnosti f”(xp) < 0 pak
pro £ dostatetn& blizko xg dostavame f”(£) < 0 a tedy Ri(x) <0
dostaten& blizko xg . Proto zde f(x) < f(xp) a xo je lokdInim
maximem.
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Situace ve vice proménnych

M&jme funkci f : E, — R a jeji stacionarni bod x* (tj. f/(x*) =0
— nulovy vektor parcidlnich derivaci).

Z Taylorovy véty pak dostdvdme (opét sta&i uvazit Tayloriv
polynom 1. stupng a p¥isludny zbytek)

f(x) = Ti(x) + Ri(x) =
= F(x) 4 ) x— ) o PR~ x) =

= () + 3 PO - ),

kde & = x* + 0v (pro 0 € (0,1)) leZi ,mezi" x a x*.
Zbyva do vice proménnych ptelozit podminku, ktera ¥ika, Ze vyraz

d?F(€)(x — x*) = (x = x*) THF()(x — x*)

je nekladny (resp. nezdporny) pro libovolné x.
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Pozitivné (negativn&) definitni kvadratické formy

Kvadraticka forma h: V — R je

e pozitivné definitni, je-li h(u) > 0 pro viechny u # 0

e pozitivné semidefinitni, je-li h(u) > 0 pro viechny u € V

e negativné definitni, je-li h(u) < 0 pro viechny u # 0

e negativné semidefinitni, je-li h(v) < 0 pro viechny u € V

o indefinitni, je-li h(u) > 0 a h(v) < 0 pro vhodné u,v € V.
Casto rovn&Z hovo¥ime o definitnosti matice A kvadratické formy h
(jsou spolu ve vztahu h(u) = u” Au = Au - u).

S té&mito pojmy jste se setkali jiZz v &asti v&nované linedrnim
modelim a méli byste tedy umét rozeznat definitnost kvadratické
formy (resp. jeji matice v dané bazi).
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Kritéria pozitivni definitnosti matic

Dana symetrickd matice A je pozitivné definitni, pravé tehdy kdyZ
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ viechny vlastni hodnoty matice A (tj. kofeny A jejiho
charakteristického polynomu |A — Al,|) jsou kladné,
@ vdechny hlavni minory A jsou kladné (Sylvesterovo kritérium)
Dand symetrickd matice A je negativné definitni, pravé tehdy kdyz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ vdechny vlastni hodnoty matice A jsou ziporné,

@ hlavni minory A stfidaji znaménko, po&inaje zdpornym.
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Véta

Necht f : E,, — R je dvakrat spojité diferencovatelnd funkce a
x* € E, necht je staciondrni bod funkce f. Potom

Q Jje-li Hf(x*) pozitivné (negativné) definitni, md f v x* ostré
lokdIni minimum (maximum),

@ Jje-li Hf (x*) indefinitni, nemd f v bod& x* lokalni extrém.

@ md-li f v x* lokdlni minimum (maximum), je Hf (x*)
pozitivné (negativné&) semidefinitni,

Vsimnéme si, Ze vé&ta nedava Zadny vysledek, pokud je hessian
funkce ve zkoumaném bod& degenerovany (nulovy). Divod je opét
stejny jako u funkci jedné proménné. V takovych pt¥ipadech totiZz
existuji sméry, ve kterych prvni i druhd derivace zmizi a my proto
v tomto ¥adu pfFiblizeni neumime poznat, zda se funkce bude
chovat jako t3 nebo jako +t* dokud nespotteme alespoii

v potfebnych smérech derivace vyssi.
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P¥iklad
Uvazme funkci f(x, y) = sin(x) cos(y), ktera pfipomina zndma
kartonova plata na vajitka a spoctéme jeji lokalni extrémy.

III
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P¥iklad (pokr.)

Spo&téme si nejprve prvni parcidlni derivace:

fe(x,y) = cos(x) cos(y), f,(x,y) = —sin(x)sin(y),

takZe obé& derivace budou nulové pro dvé sady bodi

Q cos(x) =0, sin(y) =0, tj. [x,y] = [, £7], pro libovolné
k.l €

@ cos(y) =0, sin(x) = 0, tj. [x,y] = [k, 251 7], pro libovolné
klel.

Druhé parcialni derivace jsou

Hf(x,y) = <fxx ny) (x,y) = <_5i"(X)C05(Y) — cos(x) sin(y)>

ey iy —cos(x)sin(y) —sin(x)cos(y)
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P¥iklad (pokr.)

V nasich dvou saddch bodii tedy dostdvame ndsledujici hessiany:

1 : . (2
Q@ Hf(km + 5,4m) =+ <0 (1)> pricemZ znaménko + nastava,
kdyZ k a /¢ jsou riizné parity a naopak pro —,

- 0
9 Hf(k7r,€7r—|—2):j:<1 0

kdyz k a ¢ jsou riizné parity a naopak pro —.

>, pri¢emz znaménko + nastdva,

ProtoZe nase funkce ma spojity hessian, ktery je nedegenerovany,
nastane lokdlni maximum tehdy a jen tehdy, kdyZz nas bod (x*, y*)
pat¥i do prvni skupiny se stejnymi paritami k a £. KdyZ budou
parity opa¢né, pak bod z prvni skupiny bude naopak bodem
lokdIntho minima. Naopak, hessian u druhé skupiny bodi se vycisli
kladné na n&kterych pfiristcich a zaporné na jinych. Stejné se proto
bude chovat i celd funkce f v okoli t&chto staciondrnich bodd.
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P¥iklad (Poznamky)

0 1\ . . o, ;o
1 o) indefinitni, pfestoZze ma oba hlavni minory
nekladné (pro semidefinitnost je znaménko minorii pouze
nutnou podminkou!)

@ matice

@ nalezené lokdlni extrémy $lo jisté najit snadnéji tivahou o
nabyvéni hodnot +1 funkci f(x,y) = sin(x) cos(y), nemé&li
bychom ale jistotu, Ze jde o vSechny extrémy.
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Ptiklady k procviceni

Urcete stacionarni body funkce
f:R? = R, f(x,y) = x?y + y2x — xy a rozhodné&te, které z téchto
bodi jsou lokalnimi extrémy a jakého druhu.
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Absolutni extrémy

Necht f : E, — R a M je podmnoZinou defini¢niho oboru f.
V bod& x* nabyva f absolutniho (globalniho) maxima (minima) na
M, pokud je f(x*) > f(x) (f(x*) < f(x)) pro v8echna x € M.

Existence extrémi na kompaktni (uzav¥ené a ohrani¢ené) mnoZin&
vyplyvéd z Weierstrassovy véty.

Necht M C E, je kompaktni mnoZina, f : M — R spojitd. Pak f
nabyva svych absolutnich extrémii bud v bodech lokalnich extrémii
uvnitf M nebo v nékterém hrani¢nim bodé.

Hledani absolutnich extrém( funkce na mnoZiné tak mame
prevedeno na nalezeni lokdlnich extrémi (coZz umime) a vy3etieni
hrani¢nich bodl. To je ale ¢asto komplikovanégjsi zaleZitost, které
se budeme vice vénovat pozdéji v &asti o vazanych extrémech.
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Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = xy — x> —y? + x +y na
mnoziné M, kterd je dana trojihelnikem, tvofenym soufadnymi
osami a primkou x +y —4 = 0.

o]
°

| A

Regenf

Jedinym staciondrnim bodem je [1,1], kde nastdva absolutni
maximum f(1,1) = 1. Absolutni minimum —12 nastdva

v hrani¢nich bodech [4,0] a [0, 4].
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Véta o implicitni funkci — neformalni pfipomenuti

Pokud mame zadanu funkci f(x) vzorcem y = f(x), hovofime

o jejim explicitnim zadani. Obecng&j$im zaddnim funkce je rovnice
F(x,y) =0, kde zavisld prom&nna y ptedstavuje ,,neznamou"
funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepotfebujeme) vytesit
vzhledem k y, pak hovofime o funkci zadané implicitné. Aviak

i v tomto obecn&j¥im p¥ipadé budeme schopni vypotitat y’(x)
(aniz bychom nutn& znali explicitni vzorec pro y(x)), a to pomoci
pravidla pro derivaci sloZzené funkce.

Rovnice y? = x definuje dvé& diferencovatelné funkce prom&nné x:

yl:\/;(a }/2:—\/;

P¥i derivovani implicitné zadanych funkci obsahuje vyslednd
derivace y’ jak prom&nnou x tak promé&nnou y (na rozdil od
bé&Zného derivovani funkce, kdy je ve vysledku pouze promé&nna x).
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vyloZime ideu v roviné E;:

Pro spojité diferencovatelnou funkci F(x,y) : E; — R hledejme
body [x, y], ve kterych plati F(x,y) = 0. P¥ikladem miiZe byt
tfeba obvykla (implicitni) definice p¥imek a kruZznic:

F(x,y)=ax+by+c=0
Fix,y)=(x—5s)2+(y—t)>=r*=0, r>0.

V prvnim p¥ipadé je (p¥i b # 0) predpisem zadana funkce

pro viechna x. Ve druhém p¥ipadé umime pouze pro [a, b] spliiujici
rovnici kruZnice a b # t najit okoli bodu a, na kterém nastane
jedna z moznosti: y = f(x) =t + /(x —s)?> — r,
y=Ff(x)=t—+/(x—5s)2—r.
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Body [s % r, t] také vyhovuji rovnici kruZnice, plati v nich ale
Fy(s £ r,t) =0, coZ znamena, Ze tetna ke kruZnici v téchto
bodech je rovnobéZnd s osou y. V téchto bodech neumime najit
okoli, na n&mZ by kruZnice byla popsdna jako funkce y = f(x).
Navic umime spoditat i derivace:

2(x —s) _ X—s Fx

1
T2 /x—s2-F2 y—t F

f(x)

Naopak, pokud budeme chtit najit zavislost x = f(y) takovou, aby
F(f(y),y) =0, pak v okoli bodi (s =+ r, t) bez problémi usp&jeme.
Vsimnéme si, Ze v téchto bodech je parcidlni derivace Fx nenulova.
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Shriime pozorovani (pro pouhé dva pfiklady):

Pro funkci F(x,y) a bod [a, b] € E; takovy, Ze F(a, b) = 0, umime
najit funkci y = f(x) spliiujici F(x, f(x)) =0, pokud je

Fy(a, b) # 0. V takovém p¥ipad& umime i vypo&ist

f'(x) = —Fx/Fy,. Z nasledujici véty plyne, Ze takto to plati vzdy,
navic rozsitené i na libovolné pocty proménnych.
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Véta (O implicitni funkci)

Necht F : E, 1 — R je spojit& diferencovatelnd funkce na
otevieném okoli bodu [x*,y*| € E, x R, ve kterém je

F(x*,y*) =0 a g—g(x*,y*) # 0. Potom existuje spojita funkce

f : E, — R definovand na néjakém okoli U bodu x* € E,, takova,
Ze F(x, f(x)) = 0 pro vSechny x € U.

Navic ma funkce f v okoli bodu x* parcialni derivace splriujici

of Bl f)
O o, ()

Pomticka

Posledni tvrzeni o derivaci pfitom je dobfe zapamatovalné
(i pochopitelné) z vyrazu pro diferencidl:

0=dF = Fydx+ F,dy = (Fx + F,f'(x)) dx.
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Priklad

Urcete lokalni extrémy funkce z = f(x, y), kterd je urena
implicitn& rovnici F(x,y,z) =x® +y?>+ 2> —xz—2yz—1=0.

Reseni

Derivovanim rovnosti podle x a y dostdvame:

2X—i—2z-zx—z—x-zx—\f2sz:0
2y +2z-2,— x-z, — 2z —2yz, =0,

odkud vyjad¥ime

zZ — 2x ﬂz—2y

= zyg = —— .
2z —x — /2y Y 2z —x — /2y

Zx
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Regenf (pokr.)

Staciondrni body musi spliiovat: z, =0, z, =0, tj. z =2x = V2y,
a tedy y = v/2x. Dosazenim do ptivodni rovnice dostdvame
stacionarni body [1,v/2,2] a [-1, —v/2, —2]. V téchto bodech je
F, # 0 (je to zdrovefi jmenovatel vech zde vystupujicich zlomki),
proto je v jejich okoli implicitn& uréena jista funkce z = f(x, y).
Dalsim derivovanim implicitni rovnice vypotteme parcialni derivace
f 2. fadu:

2 2
Gy ==—---— Zg =0, Zy=—-————-—-—
> 22—x—ﬂy o Y 2z—x—\@y

Ve stacionarnich bodech je Hf negativng, resp. pozitivné definitni,
proto zde nastavaji lokadlni maximum, resp. minimum funkce f.

Body, v nichZ neni danou rovnici implicitn& uréena funkce
z = f(x,y) jsou body roviny 2z — x — v/2y = 0 (tedy body, v nich?
b&hem vypottu dostaneme nulovy jmenovatel nékteré z derivaci).
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Ptiklady k procviceni

UkaZte, Ze funkce F(x,y) = e€*sin(y) + €” sin(x) definuje

predpisem F(x,y) =1 pro [x,y] € (0,75) x (0, 5) implicitn&
promé&nnou y jako funkci f(x) prom&nné x. Urete f'(x).

Rozhodnéte, zda kfivka tvotena body vyhovyjicimi vztahu
x3 +y3 — 2xy = 0 le#i v okoli bodu [1,1] nad (nebo pod) svoji
tecnou.
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