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Frekventisté vs. Bayesiani
®00

Statistiky statistikové zkoumaji zpravidla u néjakého vybéru z
daného zakladniho souboru a snazi se postihnout, do jaké miry jsou
zjisténé vysledky relevantni pro celou populaci, pfipadné se ze
zjisténych dat pokousi zjistit nebo upFesnit vhodny teoreticky model
pro chovani celého souboru (a z néj pak treba odhadovat
pravdépodobnost néjakého budouciho jevu).
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Statistiky statistikové zkoumaji zpravidla u néjakého vybéru z
daného zakladniho souboru a snazi se postihnout, do jaké miry jsou
zjisténé vysledky relevantni pro celou populaci, pfipadné se ze
zjisténych dat pokousi zjistit nebo upFesnit vhodny teoreticky model
pro chovani celého souboru (a z néj pak treba odhadovat
pravdépodobnost néjakého budouciho jevu).

Dva zakladni pristupy:
o frekvencni statistika (nebo také klasicka statistika)
o bayesovska statistika.




Frekventisté vs. Bayesiani
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frekvenéni statistika

vychazi z matematické abstrakce, Ze skutecné pravdépodobnosti
jsou dany Cetnostmi vyskyti jevi v tak velkych vzorcich dat, Ze je
miizeme dobfe aproximovat nekoneénymi modely a vyuzit pro
odhady spolehlivosti centralni limitni véty.

Statistik zde na pravdépodobnost pohlizi jako na idealizaci relativni
Cetnosti pfipadi, v nichz se vyskytne urcity vysledek pfi
opakovanych pokusech.
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vychazi z matematické abstrakce, Ze skutecné pravdépodobnosti
jsou dany Cetnostmi vyskyti jevi v tak velkych vzorcich dat, Ze je
miizeme dobfe aproximovat nekoneénymi modely a vyuzit pro
odhady spolehlivosti centralni limitni véty.

Statistik zde na pravdépodobnost pohlizi jako na idealizaci relativni
Cetnosti pfipadi, v nichz se vyskytne urcity vysledek pfi
opakovanych pokusech.

Tato zdanliva vyhoda/rigoréznost se miize ale rychle stat
nevyhodou, jakmile se zaéneme zabyvat spolehlivosti samotnych dat
a vhodnosti zvoleného experimentu. Stejné tak je obtizné frekvencni
statistiku dobFe pouzit pro odhad pravdépodobnosti vyskytu
jednorazového déje.
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Bayesovska statistika

Tento pristup mizeme brat jako pfiklad matematizace ,,selského
rozumu”. Vstupujeme do procesu s jistym piivodnim presvédcenim,
které jsme pripraveni postupné pozménovat ve svétle novych dat.
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Bayesovska statistika

Tento pristup mizeme brat jako pfiklad matematizace ,,selského
rozumu”. Vstupujeme do procesu s jistym piivodnim presvédcenim,
které jsme pripraveni postupné pozménovat ve svétle novych dat.
Je zajimaveé, ze historicky byl zjevné prvni bayesovsky pfistup (napf.
Laplace a dalsi jiz v 18. stoleti), ktery byl prakticky zcela vystfidan
frekvenéni statistikou ve 20. stoleti. V poslednich desetiletich se
viak ale bayesovska statistika vratila, spole¢né s dalsimi novymi

pristupy, do popredi zajmu.
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Vybéry z populaci
®00000

Mame k dispozici (velky) zakladni statisticky soubor s N
jednotkami, ktery nazyvame populace, a zaroven néjaky Ciselny
znak pro kazdou z jednotek, tj. soubor hodnot (xi,...,xn). Z néj
oviem mame k dispozici pouze vybérovy soubor s hodnotami
(X1, Xn).
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Mame k dispozici (velky) zakladni statisticky soubor s N
jednotkami, ktery nazyvame populace, a zaroven néjaky Ciselny

znak pro kazdou z jednotek, tj. soubor hodnot (xi,...,xn). Z néj
oviem mame k dispozici pouze vybérovy soubor s hodnotami
(X1, Xn).

Abychom se vyhnuli diskusi skuteéné velikosti zakladniho
statistického souboru s N jednotkami, budeme predpokladat, ze
vybirame polozky vybérového souboru jednu po druhé a kazdou
vybranou jednotku poté do populace vracime. Zaroven
predpokladame, ze kazda polozka ma stejnou pravdépodbnost
vybéru 1/N. Hovofime pak o ndhodném vyberu.
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Pracujeme tedy s vektorem (Xi, ..., X,) nezavislych nahodnych
veli¢in a viechny tyto veliCiny maji stejné rozdéleni
pravdépodobnosti. Zejména tedy budou sdilet distribu¢ni funkci
Fx(x) a momenty

EXi=pu, varXi= a2.

Dalsim nasim krokem musi byt odvozeni charakteristik vybérového
priméru X a vyberového rozptylu

1 —
2 = p > (X=X,

i=1

pfi¢emz nasledujici véta dava hned zdiivodnéni, pro¢ volime
o~ 1 e 1
koeficient = misto .
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Theorem

Pro vybérovy primér X spocitany z nahodného vybéru rozsahu n z
rozdéleni s konec¢nou stredni hodnotou 11 a koneénym rozptylem o
plati

< - 1
EX=p, varX= -0
n

Pro vybérovy rozptyl S plati

ES? = o2
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Theorem

Pro vybérovy primér X spocitany z nahodného vybéru rozsahu n z
rozdéleni s konec¢nou stredni hodnotou 11 a koneénym rozptylem o
plati

c T
EX=p, varX= -0
n

Pro vybérovy rozptyl S plati

ES? = o2

Nasim akolem je odhadovat charakteristiky, jako jsou primér
hodnot znaku X nebo jejich rozptyl o pro celou populaci pomoci
obdobnych charakteristik pro nas daleko mensi vybér, které budeme
znaéit pomoci velkych pismen, napi. X, S2.
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Zde vstupuje do hry pravdépodobnost — budeme chtit znat
pravdépodobnost pfiblizeni hodnot pro nas vybér tém pro celou
populaci.
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populaci, zatimco vybérovy rozptyl je nestrannym odhadem
rozptylu.
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Zde vstupuje do hry pravdépodobnost — budeme chtit znat
pravdépodobnost pfiblizeni hodnot pro nas vybér tém pro celou
populaci.

Rikame, ze X je nestrannym odhadem stfedni hodnoty znaku pro
populaci, zatimco vybérovy rozptyl je nestrannym odhadem
rozptylu.

V pfipadé, ze bychom realizovali vybér z populace bez vraceni, bude
vybérovy priimér stale nestrannym odhadem stfedni hodnoty,
vybérovy rozptyl ale jiz ne (vyskoéi tam faktor (N — 1)/N).



V praktickych alohach je tfeba znat nejen Ciselné charakteristiky
vybérového priiméru a rozptylu, ale jejich tplné rozdéleni
pravdépodobnosti. To mizeme samozfejmé odvodit, pouze zname-li
konkrétni rozdéleni pravdépodobnosti X;. Jako uzite¢nou ilustraci se
podivame na nahodny vybér z normalniho rozdéleni.

Vybérovy priimér bude mit normalni rozdéleni a protoze jiz zname
jeho sttedni hodnotu a rozptyl, bude X ~ N(u, %02).

O néco slozitéjsi je to s odvozenim rozdéleni pravdépodobnosti
vybérového rozptylu. Uvazme vektor Z normovanych normalnich
veli¢in

Je-li (X1, ..., X,) nahodny vybér z rozdéleni N(p, o?), pak jsou X

a S? nezavislé veliciny a plati
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Okamzitym disledkem je, ze normalizovany vybérovy priimér

X —p
S

T=

ma studentovo t-rozdéleni pravdépodobnosti s n — 1 stupni volnosti.
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Kritické hodnoty
®00

Pripomenuti ...

Velmi ¢astou tlohou je pro spoctenou hodnotu X vybérového
priiméru urcit interval, ve kterém se skutecna hodnota priiméru

veliciny pro celou populaci nachazi s predem danou (vysokou)
pravdépodobnosti.
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chceme najit takovyto interval pro pravdépodobnost 1 — «,
a€(0,1).
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Velmi ¢astou tlohou je pro spoctenou hodnotu X vybérového
priiméru urcit interval, ve kterém se skutecna hodnota priiméru
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. X—EX lx . o~ X—p
normovanou veli¢inu Z = s vybérovym priimérem
Vvar X y y P

\/o2/n 2

chceme najit takovyto interval pro pravdépodobnost 1 — «,
a€(0,1).

Potfebujeme tedy znat hodnotu z(«) takovou, ze

P(Z > z(a)) = a.
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Pripomenuti ...

Velmi Eastou tlohou je pro spoctenou hodnotu X vybérového
priiméru urcit interval, ve kterém se skutecna hodnota priiméru
veliciny pro celou populaci nachazi s predem danou (vysokou)
pravdépodobnosti.

Napf. pro nahodnou veli¢inu X s normalnim rozdélenim mame jeji

. X—EX lx . o~ X—p
normovanou veli¢inu Z = s vybérovym priimérem
Vvar X y y P

\/o2/n 2

chceme najit takovyto interval pro pravdépodobnost 1 — «,
a€(0,1).

Potfebujeme tedy znat hodnotu z(«) takovou, ze

P(Z > z(a)) = a.

Je-li F(x) spojita rostouci distribuéni funkce nasi veli¢iny, pak
zjevné z(a) = F~1(1 — «). Pro normalni rozdéleni spliuje
distribu¢ni funkce @ tento pozadavek. Takto definovanym
hodnotam z(«) se fika kritické hodnoty.

Protoze je hustota pro normalni rozdéleni symetricka kolem jeho
stredni hodnoty, dostavame 1 — a = P(|Z] < z(«/2)).




Kritické hodnoty
oeo
X—p

—a=P
' ( Vo?/n

— o = g
=P (X - —F=z(a/2) < p < X + —=2z(r/2
(X~ Teatas) <p< Xt oatar2)
coz je interval s ndhodnymi konci, ktery s nami uréenou
pravdépodobnosti pokryva neznamy parametr u. V kontextu
takovych aloh hovofime o intervalu spolehlivosti s koeficientem
spolehlivosti 1 — «.

< z(a/2)>
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X—p

l—-a=P
(7
:P<X—ﬁz(a/2)<u<x+ﬁz(a/2)>

coz je interval s ndhodnymi konci, ktery s nami uréenou
pravdépodobnosti pokryva neznamy parametr u. V kontextu
takovych aloh hovofime o intervalu spolehlivosti s koeficientem
spolehlivosti 1 — «.

Pro normalni rozdéleni je velice popularni kritickd hodnota
z(0,025) = 1,96, ktera odpovida nasi tloze se zvolenou
pravdépodobnosti 95%.

< z(a/2)>
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oeo
X—p

l—-a=P
(7
:P<X—ﬁz(a/2)<u<x+ﬁz(a/2)>

coz je interval s ndhodnymi konci, ktery s nami uréenou
pravdépodobnosti pokryva neznamy parametr u. V kontextu
takovych aloh hovofime o intervalu spolehlivosti s koeficientem
spolehlivosti 1 — «.

Pro normalni rozdéleni je velice popularni kritickd hodnota
z(0,025) = 1,96, ktera odpovida nasi tloze se zvolenou
pravdépodobnosti 95%.

Kritické hodnoty jsou dany pomoci tzv. kvantilové funkce

Flu)=inf{xeR,F(x)>u}, O<u<l.

< z(a/2)>

Kvantilova funkce skute¢né dava pfimo prislusné kvantily, napf.
F~1(0,5) je median, atd.
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SEE

Pred deseti lety byl uskutecnén rozsahly vyzkum vysky desetiletych
chlapcii a zjistilo se, ze stfedni vyska byla pg = 136, 1cm se
smérodatnou odchylkou o = 6, 4cm. Nyni byly na nahodném
vybéru 15 desetiletych chlapcii zjistény nasledujici vysky: 130, 140,
136, 141, 139, 133, 149, 151, 139, 136, 138, 142, 127, 139, 147. Je
znamo, ze variabilita vysek v populaci se méni velice pomalu,
zatimco vysky se mohou ménit rychle. Otazka: doslo ke zmeéne
stredni vysky populace desetiletych chlapcii?
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Ze zadani predpokladame, ze vybér 15 hodnot je z normalniho
rozdéleni se znamym rozptylem o2 a otazku si upfesnime tak, ze
hledame v jakém intervalu je nyni stfedni hodnota vysky populace
se spolehlivosti 95% :
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Pred deseti lety byl uskutecnén rozsahly vyzkum vysky desetiletych
chlapcii a zjistilo se, ze stfedni vyska byla pg = 136, 1cm se
smérodatnou odchylkou o = 6, 4cm. Nyni byly na nahodném
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zatimco vysky se mohou ménit rychle. Otazka: doslo ke zmeéne
stredni vysky populace desetiletych chlapcii?

Ze zadani predpokladame, ze vybér 15 hodnot je z normalniho
rozdéleni se znamym rozptylem o2 a otazku si upfesnime tak, ze
hledame v jakém intervalu je nyni stfedni hodnota vysky populace
se spolehlivosti 95% : x = 139, 133 a tedy interval spolehlivosti je
(139,133 — (6,4/4/15)1,96,139, 133 + (6,4/1/15)1,96) =
(135,9, 142, 4).
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SEE

Pred deseti lety byl uskutecnén rozsahly vyzkum vysky desetiletych
chlapcii a zjistilo se, ze stfedni vyska byla pg = 136, 1cm se
smérodatnou odchylkou o = 6, 4cm. Nyni byly na nahodném
vybéru 15 desetiletych chlapcii zjistény nasledujici vysky: 130, 140,
136, 141, 139, 133, 149, 151, 139, 136, 138, 142, 127, 139, 147. Je
znamo, ze variabilita vysek v populaci se méni velice pomalu,
zatimco vysky se mohou ménit rychle. Otazka: doslo ke zmeéne
stredni vysky populace desetiletych chlapcii?

Ze zadani predpokladame, ze vybér 15 hodnot je z normalniho
rozdéleni se znamym rozptylem o2 a otazku si upfesnime tak, ze
hledame v jakém intervalu je nyni stfedni hodnota vysky populace
se spolehlivosti 95% : x = 139, 133 a tedy interval spolehlivosti je
(139,133 — (6,4/4/15)1,96,139, 133 + (6,4/1/15)1,96) =
(135,9, 142, 4).

Protoze tento interval pokryva i populacni primer pred
deseti lety, nemizeme na této hladine spolehlivosti tvrdit, ze
se populacni vyska zmenila.
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Odhady parametrii
[ 1)

Odhadovani parametrii miaze byt bodové nebo intervalové. V
pfedchozim prikladu takovymi byly vybérovy pramér x = 139,133 a
interval spolehlivosti (135,9,142,4).

Obecné postupujeme takto: Pro nahodny vybér rozsahu n

X1,..., X, z rozdéleni, které zavisi na (vektorovém) parametru 6
hledame funkci nahodnych veli¢in (fikdme téz statistiku nebo
vybérovou statistiku) T(Xi, ..., X,), kterd bude mit v ,,rozumném
smyslu” blizko ke skuteéné hodnoté 6.
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Odhadovani parametrii miaze byt bodové nebo intervalové. V
pfedchozim prikladu takovymi byly vybérovy pramér x = 139,133 a
interval spolehlivosti (135,9,142,4).

Obecné postupujeme takto: Pro nahodny vybér rozsahu n

X1,..., X, z rozdéleni, které zavisi na (vektorovém) parametru 6
hledame funkci nahodnych veli¢in (fikdme téz statistiku nebo
vybérovou statistiku) T(Xi, ..., X,), kterd bude mit v ,,rozumném
smyslu” blizko ke skuteéné hodnoté 6.

Jakozto funkce nahodnych veli¢in je T opét nahodnou veli¢inou
(resp. nahodnym vektorem). Konstanta (resp. konstantni vektor)

b=ET—-#6

se nazyva vychyleni odhadu T. Nestranny (nevychyleny) je
takovy odhad, kdy b = 0.
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Nejlepsi odhad

Mame-li k dispozici jistou tfidu odhadd 7, fikdime ze T je
nejlepsim odhadem, ma-li mezi vdemi nejmensi rozptyl.
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Nejlepsi odhad

Mame-li k dispozici jistou tfidu odhadd 7, fikdime ze T je
nejlepsim odhadem, ma-li mezi vdemi nejmensi rozptyl.
T = T, je konzistentnim odhadem, je-li pro kazdé ¢ > 0

lim P(|T,—0| <¢)=1.

n—o0

Je-lilimp, oo ET, =0, lim, o var T, =0, pak je T,
konzistentnim odhadem 0.
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