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Mluvime o apriorni hustoté g(6) a aposteriorni hustote g(6|x).



Bayesovska statistika
®000

Bayestiv vzorec pro podminénou pravdépodobnost (tzv. inverzni
pravdépodobnost):

P(AIB) = Fw

Na arovni hustot (nebo pravdépodobnostnich funkci) ndhodnych
veli¢in: mali vektor (X, ©) hustotu f(x|6), pak podminéna
pravdépodobnost komponenty © za podminky X = x hustotu

g(0|x) danou
f(x|0)g(6)
g(0]x) = T
Mluvime o apriorni hustoté g(6) a aposteriorni hustote g(6|x).
Protoze predem vime, ze g(6|x) je hustota pravdépodobnosti,
nemusi nas konstanta f(x) vilbec zajimat — pocitame prosté az na
nasobek konstantou.
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Predpokladejme, Ze na univerzité je spokojenost studentil v
jednotlivych predmétech nahodna veli¢ina X ~ N(, 0?), zatimco
parametr 6 dosahovany jednotlivymi uciteli je ndhodna veli¢ina

6 ~ N(a, b).

Mtizeme tedy pocitat (pofad az na konstatni nasobky, tj.
ignorujeme soucinitele, ve kterych nevystupuje 0) a dostaneme

oon( B T, b
~ X .
b2 + o2 b2 + 0277 b2 4 g2
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jednotlivych predmétech nahodna veli¢ina X ~ N(, 0?), zatimco
parametr 6 dosahovany jednotlivymi uciteli je ndhodna veli¢ina

6 ~ N(a, b).

Mtizeme tedy pocitat (pofad az na konstatni nasobky, tj.
ignorujeme soucinitele, ve kterych nevystupuje 0) a dostaneme

oon( B T, b
~ X .
b2 + o2 b2 + 0277 b2 4 g2

Kdyz tedy z dlouhodobého vyhodnocovani anket zname parametry
a, b, o, mizeme po vyjadreni néjakého studenta upfesnit apriorni
pfedstavu o parametrech pro jeden konkrétni predmét. Ve
vysledném odhadu rozloZeni je pak stfedni hodnota dana vazenym
priimérem zjisténé hodnoty x a apriorné predpokladané stredni
hodnoty a, v zavislosti na rozptylech o a b.
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Bayesovska interpretace?

Pro 0 — 0 je vaha jediného nazoru stale rostouci a tomu odpovida
100% vaha u x v pfipaddé o = 0. Je to pIné v souladu s
interpretaci, ze Bayesovska statistika je pravdépodobnostni rozsifeni
standardni diskrétni matematické logiky.
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Bayesovska interpretace?

Pro 0 — 0 je vaha jediného nazoru stale rostouci a tomu odpovida
100% vaha u x v pfipaddé o = 0. Je to pIné v souladu s
interpretaci, ze Bayesovska statistika je pravdépodobnostni rozsifeni
standardni diskrétni matematické logiky.
Misto jednoho studenta pouzijeme vybérovy priimér X vysledku
Setieni. Opét o normalni rozdéleni, jen budeme misto o2 dosazovat
o2 /n. Pisme
nb?
Ch=—5—5
nb? + o2

a aposteriorni odhad pro @ je

0 ~ N(coX + (1 — cn)a, cao?/n).

Pro rostouci n se bude stfedni hodnota naseho rozdéleni pro 6 stale
vice blizit vybérovému praiméru a jeho rozptyl piijde k nule. Cim je
tedy n vétsi, tim vice se blizime bodovému odhadu z
frekventistického pristupu.
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Pfinosem Bayesovského pfistupu je, Ze s pouzitim odhadnutého
rozdéleni midzeme odpovidat na dotazy typu ,s jakou
pravdépodobnosti je novy vyucujici horsi nez predchozi?*
Potfebujeme k tomu apriorni tdaje.

Predpokladejme, ze mame docela dobfe hodnocené ucitele:
a=17,5 b=25 a a ponechdme smérodatnou odchylku o = 2. Pro
n = 15 a vybérovy priimér 5,133 dostaneme aposteriorni odhad pro
rozdéleni § ~ N(5,230, 0,256).
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Pfinosem Bayesovského pfistupu je, Ze s pouzitim odhadnutého
rozdéleni midzeme odpovidat na dotazy typu ,s jakou
pravdépodobnosti je novy vyucujici horsi nez predchozi?*
Potfebujeme k tomu apriorni tdaje.

Predpokladejme, ze mame docela dobfe hodnocené ucitele:
a=17,5 b=25 a a ponechdme smérodatnou odchylku o = 2. Pro
n = 15 a vybérovy priimér 5,133 dostaneme aposteriorni odhad pro
rozdéleni § ~ N(5,230, 0,256).

Zajima nas P(0 < 6). Odpovéd ziskame dotazem na hodnotu
distribuéni funkce pfislusného normalniho rozdéleni pro argument 6
— odpovéd je cca 93,6%. Je tedy podobna, jako jsme vidéli v
frekventistickém pfistupu.
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Definition

Hypotézou rozumime né&jaké tvrzeni o rozdéleni uréeném
sdruzenou distribuéni funkci Fx(x) nahodného vektoru

X = (Xi,...,X,). Rozhodujeme mezi tzv. nulovou hypotézou Hy
a alternativni hypotézou Hj, ktera byva negaci nulové hypotézy.
Moznymi rozhodnutimi jsou zamitnuti nebo nezamitnuti nulové
hypotézy.




Testovani hypotéz
®000

Definition

Hypotézou rozumime né&jaké tvrzeni o rozdéleni uréeném
sdruzenou distribuéni funkci Fx(x) nahodného vektoru

X = (Xi,...,X,). Rozhodujeme mezi tzv. nulovou hypotézou Hy
a alternativni hypotézou Hj, ktera byva negaci nulové hypotézy.
Moznymi rozhodnutimi jsou zamitnuti nebo nezamitnuti nulové
hypotézy.

Kdyz nulovou hypotézu zamitneme, prestoze ve skute€nosti plati,
nastava chyba prvniho druhu, kdyz ji nezamitneme v situaci, kdy
neplati, hovofime o chybé druhého druhu.
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Statistické rozhodovani se opira o pfedem urceny kriticky obor W,
tj. pfedem uréenou mnozinu vysledkt pokusu, pfi kterych budeme
nulovou hypotézu zamitat.
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Zpravidla volime o = 0,05 nebo o« = 0,01.

Vypocetni sila dnes umoznuje kol obratit a pro dana data se ptat,
na jaké nejmensi hladiné bychom jesté hypotézu zamitli. Hovorime
o dosazené hladiné testu nebo také p—hodnote (v anglictiné
P-value nebo Sig. level).
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nulovou hypotézu zamitat.

Tvar kritického oboru oboru volime tak, abychom platnou hypotézu
zamitli s pravdépodobnosti nejvyse «. Tj. zadavame predem
ohraniceni velikosti chyby prvniho druhu tzv. hladinou testu a.
Zpravidla volime o = 0,05 nebo o« = 0,01.

Vypocetni sila dnes umoznuje kol obratit a pro dana data se ptat,
na jaké nejmensi hladiné bychom jesté hypotézu zamitli. Hovorime
o dosazené hladiné testu nebo také p—hodnote (v anglictiné
P-value nebo Sig. level).

Mezi vsemi kritickymi obory na dané hladiné testu ale pochopitelné

pfitom chceme vybrat ten, ktery bude minimalizovat chybu druhého
druhu.
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Predpokladejme, ze ndhodny vektor X ma hustotu rozdéleni f(x, )
zavislou na (vektorovém) parametru. Za nulové hypotézy je to
rozdéleni s hustotou f(x, 6p), za alternativni s hustotou f(x, 61).

Theorem (Neymanovo-Pearsonovo lemma)

Necht k danému o € (0,1) existuje ¢ > 0 takové, ze pro mnozinu
We = {x : f(x,01) > cf(x,60)} plati [, f(x,60)dx = a.

Pak pro kazdou méritelnou mnozinu W takovou, Ze je

S f(x,60)dx = a, plati

f(x,ﬁl)dXZ/ f(x, 61)dx
w

We




V ptipadé intervalovych odhadii mizeme problém preformulovat
jako hypotézy Hy — ,stfedni hodnota je uo" a Ha — ,stfedni
hodnota je p1". Kriticky obor je pak dan pozadavkem

2= |22 o)

a nezavisi na konkrétni hodnoté ;.

Example

Ukol v nasem predchozim pfikladu o vysce desetiletych chlapcii Ize
formulovat tak, Ze nulovou hypotézou je nezménéna vyska
populace, zatimco alternativni je, Ze se vyska zménila (tj. nas
kriticky obor je symetricky). Hladinu testu pak spocteme na
6,66%, takze je prirozené, ze jsme nulovou hypotézu na arovni 5%
nezamitli.
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a nezavisi na konkrétni hodnoté ;.

Example

Ukol v nasem predchozim pfikladu o vysce desetiletych chlapcii Ize
formulovat tak, Ze nulovou hypotézou je nezménéna vyska
populace, zatimco alternativni je, Ze se vyska zménila (tj. nas
kriticky obor je symetricky). Hladinu testu pak spocteme na
6,66%, takze je prirozené, ze jsme nulovou hypotézu na arovni 5%
nezamitli.

Kdyz interpretujeme zadani tak, ze bud se vyska nezménila, nebo
vzrostla, bude nas kriticky obor nesymetricky a dojdeme k hladiné
testu 3,33%. Nulovou hypotézu proto na hladiné 5% zamitneme.
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Uvazujme nahodny vektor Y = (Y1,...,Y,)" a predpokladejme,
Ze plati
Y=X-B+0Z,

kde X = (x;j) je konstantni matice realnych cisel s n fadky a k < n
sloupci a hodnosti k, 5 je neznamy konstantni vektor k parametri
modelu, Z je ndhodny vektor, jehoz n komponent méa rozdéleni
N(0,1), a o > 0 je neznamy kladny parametr modelu. Hovofime o
linearnim modelu s Gplnou hodnosti.
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Uvazujme nahodny vektor Y = (Y1,...,Y,)" a predpokladejme,
Ze plati
Y=X-B+0Z,

kde X = (x;j) je konstantni matice realnych cisel s n fadky a k < n
sloupci a hodnosti k, 5 je neznamy konstantni vektor k parametri
modelu, Z je ndhodny vektor, jehoz n komponent méa rozdéleni
N(0,1), a o > 0 je neznamy kladny parametr modelu. Hovofime o
linearnim modelu s Gplnou hodnosti.

V praktickych problémech jde ¢asto o to, ze zname veliciny x;; a
snazime se odhadnout nebo predikovat hodnotu Y.
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Napriklad x;; mize ve vztahu Y = X - 5 + 0Z vyjadrovat
hodnoceni i—tého studenta v j—tém semestru (j = 1,2,3) z
matematiky a chceme védét, jak tento student asi dopadne ve
Ctvrtém semestru. K tomu potfebujeme znat vektor 3 (zatimco oZ
vystihuje nahodna vychyleni ve sledovaném modelu). Vektor
odhadneme na zakladé aplnych pozorovani, tj. ze znalosti hodnot
Y (napf. z vysledkii v prechozich letech).
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Napriklad x;; mize ve vztahu Y = X - 5 + 0Z vyjadrovat
hodnoceni i—tého studenta v j—tém semestru (j = 1,2,3) z
matematiky a chceme védét, jak tento student asi dopadne ve
Ctvrtém semestru. K tomu potfebujeme znat vektor 3 (zatimco oZ
vystihuje nahodna vychyleni ve sledovaném modelu). Vektor
odhadneme na zakladé aplnych pozorovani, tj. ze znalosti hodnot
Y (napf. z vysledkii v prechozich letech).

K odhadu vektoru 8 se €asto pouzivd metoda nejmensich
ctvercii. To znamena, ze chceme najit odhad b € R¥ tak, aby
vektor ¥ = Xb minimalizoval druhou mocninu délky vektoru

Y — Xp.

To je ale jednoducha aloha linearni algebry a vime, ze jde o nalezeni
kolmého primétu vektoru Y do podprostoru (X) C R”
generovaném sloupci matice X.



Linearni modely
ocoeo

Minimalizujeme pritom funkci
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Minimalizujeme pritom funkci

n

k
1Y = X812 =3"(Yvi =3 xi8)°.
j=1

i=1

Velikost || Y — V|2 nazyvame rezidualni soucet Etvercii, zpravidla
se znai RSS. Definujeme také rezidualni rozptyl jako

_ Iy — Xxb|?

2
S n—k
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Minimalizujeme pfitom funkci

n

k
1Y = X812 =3"(Yvi =3 xi8)°.
j=1

i=1

Velikost || Y — V|2 nazyvame rezidualni soucet Etvercii, zpravidla
se znai RSS. Definujeme také rezidualni rozptyl jako

2 _ Y — Xb|?
5° = PR

Vime, 7e Y = Xb a ze, diky nasemu prepokladu o maximalni
hodnosti X, je matice X7 X invertibilni. Maizeme proto rovnou
spocist b = (XTX)71XTY.



oooe
Theorem

V linedrnim modelu Y = X + o Z palti pro vhodné matice P a R:
(1) Pro odhad Y plati

Y =XB+0PPTZ, Y ~N(X3,02PPT).

(2) Rezidualni soucet ctvercii RSS a normovany ctverec velikosti
rezidua maji rozdéleni:

Y — ¥ ~N(0,02RRT), ||Y = Y|?/0? ~ % ,.
(3) Nahodna velicina b= B+ o(PTX)"1PTZ ma rozdéleni
b~ N(B,02(X"X)™1).
(4) Pro rezidulni rozptyl plati (n — k)S? /o2 ~ x2_, .

(5) Stredni hodnota rezidualniho rozptylu je E S? = o2.
(6) Veliciny b a S? jsou nezavislé.




	Literatura
	Bayesovská statistika
	Testování hypotéz
	Lineární modely

