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Operator D(y) = ay™ + aj_1y*1 4 ... 4 a1y + agy, kde
ak 75 0.

D(e™) = (ak/\k +ag N N+ ao) e

Parametr A tedy vede na feseni linearni diferencialni rovnice s
konstantnimi koeficienty D(y) = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz je A
kofenem tzv. charakteristického polynomu agA\k + - - + ai\ + ap.
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Pokud ma charakteristicky polynom k riéiznych kofenti, dostavame
bazi celého vektorového prostoru feseni. Pokud je A nasobny kofen,
pfimym vypocétem s vyuzitim toho, ze je pak také kofenem derivace
charakteristického polynomu, dostaneme, Ze je feSenim i funkce

x e Podobné pak pro vyssi nasobnost ¢ dostavame ¢ riiznych
feSeni e/\,xe’\x, oxte

Spoctéte si, ze je to skutecné pravdal (cviceni na diikazy indukci :-)
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U obecné linearni diferencialni rovnice predepisujeme nenulovou
hodnotu diferencialniho operatoru D. Opét aplné analogicky k
Gvaham o systémech linearnich rovnic nebo u linearnich
diferencnich rovnic pfimo vidime, Ze obecné feseni takovéto
(nehomogenni) rovnice

pro néjakou pevné zadanou funkci b(x) je souctem jednoho
jakéhokoliv feseni této rovnice a mnoziny vsech moznych reseni
prislusné homogenni rovnice D(y)(x) = 0. Cely prostor feseni je
tedy opét pékny konecnérozmérny afinni prostor, byt ukryty v
obrovském prostoru funkci.
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Partikularni reseni hledame obvykle bud metodou neurcitych
koeficientdl, pficemz feseni predpokladame ve tvaru podobném
pravé strané (napf. polynom u polynomii), nebo tzv. metodou
variace konstant, kde uvazujeme obecné FeSeni homogenni rovnice,
ve kterém konstanty povazujeme za funkce a feSime pfislusny
systém rovnic.
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Kromé tak jednoduchych rovnic, jako jsou ty linearni s konstantnimi
koeficienty se v praxi vétsinou setkavame s postupy, jak priblizné
spocist FeSeni rovnice, se kterou pracujeme.

Uz jsme podobné avahy délali vSude tam, kde jsme se zabyvali
aproximacemi (tj. zejména lze doporucit porovnani s dfivéjsimi
odstavci o splajnech, Taylorovych polynomech a Fourierovych
fadach). S trochou odvahy maizeme také povazovat diferencni a
diferencialni rovnice za vzajemné aproximace. V jednom sméru
nahrazujeme diference diferencialy (napf. u ekonomickych nebo
populacnich modelt), ve druhém pak naopak.

Zastavime se na chvilku u nahrazovani derivaci diferencemi.
Nejdfive si viak zavedeme obvyklé znaceni pro zapis odhadii chyb.
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Definition

Pro funkci f(x) v proménné x fekneme, ze je v okoli hromadného
bodu xp svého definicniho oboru radu velikosti O(p(x)) pro
néjakou funkci ¢(x), jestlize existuje okoli U bodu xp a konstanta
C takova, ze

[f(x)] < C - [eo(x)]

pro vsechny x € U. Limitni bod xp byva ¢asto i nevlastni hodnota
+00.
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Nejobvyklejsi priklady jsou O(xP) pro polynomialni rad velikosti
a to v nule nebo v nekoneénu, O(In x) pro logaritmicky rad
velikosti v nekone¢nu atd. Vsimnéme si, ze logaritmicky fad
velikosti nezavisi na volbé zakladu.

Dobrym prikladem je aproximace funkce jejim Taylorovym
polynomem fadu k v bodé& xg. Taylorova véta pro funkce jedné
proménné Fika, ze chyba této aproximace je O(h**1), kde h je
pfirtistek argumentu x — xg = h.

Podobné avahy jsme délali i u Fourierovych fad.
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V pripadé obycejnych diferencialnich rovnic je nejjednodussim
schématem aproximace tzv. Eulerovymi polygony. Budeme ji
prezentovat pro jednu obycejnou rovnici s jednou nezavislou a
jednou zavislou velicinou. Uplné stejné ale funguje pro systémy
rovnic, kdyz skalarni veli¢iny a jejich derivace v ¢ase t nahradime
vektory zavislé na Casu a jejich derivacemi.

Uvazujme tedy opét rovnici (pro jednoduchost a bez Gjmy na
obecnosti prvniho fadu)

y'(t) = f(t,y(t)).
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Oznacme si diskrétni prirdstek Casu h, tj. t, = to + nh, a
Yn = y(tn). Z Taylorovy véty (se zbytkem druhého fadu) a nasi
rovnice vyplyva, ze

Ynt1 =Yn + _y,(tn)h + O(h2) =Yn+ f(tnayn)h + O(h2)

PFi numerickém feseni Eulerovou metodou postupujeme tak, ze za
pfiblizné feSeni povazujeme po €astech linearni polygon definovany
body

Y1 = Yk + (b, yio)-

Jestlize tedy od ty do t, udélame n takovych kroki o prirtistek h,
bude ocekavany odhad celkové chyby vyplyvajici z lokalnich
nepresnosti nasi linearni aproximace nejvyse nO(h?), kde

n= (t, — tp)/h, tj. chyba bude v radu velikosti O(h). Ve
skute€nosti vstupuji pfi vypoctu do hry jesté zaokrouhlovaci chyby.
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PDR prvniho Fadu

Budeme pro jednoduchost pracovat s rovnicemi
F((u, ux, uy, U, Uxy, Uyy, ... ) =0,

kde u je neznama funkce dvou proménnych x a y a indexy
naznacuji parcialni derivace. Uz v tomto nejjednodussim pripadé ale
nejsou k dispozici obecné véty o jednoznacnosti a existenci Feseni v
obdobé k obycejnym diferencialnim rovnicim.

Stejné jako u obycejnych rovnic pfitom miizeme také uvazovat
vektorové formulace (jak pro F tak pro u). Hovofime pak také o
systémech parcialnich diferencialnich rovnic.

V praktickém uziti se nejvice objevuji rovnice prvniho a druhého
fadu, tj. pfipady, kdy v definiéni rovnici nevystupuji parcialni
derivace fadi vyssich. Jde o velice slozitou tématiku, ktera vyzaduje
silné matematické nastroje a my se zde omezime jen na nékolik
jednoduchych poznamek a pozorovani.
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Zaénéme s tou nejjednodusi zajimavou moznosti — jedinou rovnici
pro skalarni funkci u(x,y) ve tvaru

a(u,x,y)ux + b(U,X,y)Uy = 07

kde a a b jsou znamé funkce tfi proménnych, u je hledané feseni.
Zpravidla takovy problém resime na néjaké oblasti D C R? s hranici
0D (ktera bude v tomto pfipadé krivkou).

Vcelku pfirozeny napad je snazit se najit néjaké feseni podél
jednotlivych krivek z vhodné soustavy, které nam vyplni celou
oblast D.
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Diky nulovosti pravé strany se pfimo podbizi hleda kfivky, na nichz
bude feseni u konstantni. Pokud zaroven nebudou tyto kfivky tecné
k hranici 0D, budeme umét minimalné na néjakém okoli rozsifit
hranicni hodnotu ug konstantné podél takové krivky.

Derivaci u(c(t)) podle t dostaneme

d

0= —ulc(t)) = ux(c(t))x(t) + uy(c(t))y(t),

coz nam dava systém rovnic pro hledané kfivky

x = a(u, x(t),y(t), ¥ = b(u, x(t), y(t)).

Ten ma pro dostatecné diferencovatelné funkce a, b a kazdou
pocatecni podminku x(0), y(0) pravé jedno feseni.
Zkonstruovanym krivkam se fika charakteristiky parcialni
diferencialni rovnice prvniho Fadu, pfislusné soustavé obycejnych
diferencialnich rovnic pak charakteristické rovnice.
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V okamziku, kdy pfidame pravou stranu rovnice funkci f(x,y) a
piseme z = u(x, y), dava stejny postup dodatecnou podminku

x = a(u, x(t),y(t)), y = b(u, x(1), y(t)), z = f(x(t),y(t))

opét feseni z(t) = u(x(t),y(t)) podél kazdé charakteristiky
c(t) = (x(t), y(t)). Skutecné, z nasi konstrukce je zaruceno jak
z=1f, tak Z = ucx + uyy a proto je nase rovnice podél
charakteristik splnéna. To ale obecné neznamena, Ze takto
zkonstruované u je skutecné fesenim pavodniho problému. To
musime ovéfit zkouskou.
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Zkusme si aplné jednoduchy pfiklad s rovnici

yux — xu, =0

a s pocatecni podminkou u(x,0) = x. Pfislusné charakteristické
rovnice jsme uz vidéli:

X =y, y=—x.
Reseni s pocatecni podminkou x(0) = R, y(0) = 0 je tvaru
x(t) = Rsint, y(t) = Rcost, u(t) = R.

Takto je dobre definovana funkce u(x,y) = ¢(r) (v polarnich
soufadnicich) jen lokalné. Jednak to obecné neni diferencovatelna
funkce v pocatku souradnic, také ale podél charakteristiky dojdeme
z (R,0) do bodu (—R,0) a nase u jiz nemusi spliovat pocateéni
podminky.
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