PB165 — Grafy a sité

Grafy a algoritmy v komunikacnich sitich




Organizacni pokyny

Prasvitky

@ prubézna aktualizace v IS Studijni materialy
Odpovédniky v IS

@ priklady na procviceni k jednotlivym prednaskam

@ procviceni i dalsich zakladnich grafovych témat, které byste méli znat

Hodnoceni
@ vnitrosemestralni pisemna prace
o body zapoéitany 20% do vysledné znamky
e termin: na paté (15.10.) nebo 3esté (22.10.) prednasce,
upfesnéno nejpozdéji 1.10.
e 50 minut, cca 5 prikladdi z obsahu probéhlych prednasek
@ zavéreCna pisemna prace
e body zapoéitany 80% do vysledné znamky

@ podle dosazenych procent:
A (100,89), B (89,79), C (79,69), D (69,59), E (59,55)



Obsah predmétu

@ Navaznost na IB000 Matematické zaklady informatiky

e zopakujte si studijni materialy IB000 ke grafim
e vybrané hlavni koncepty strucné zopakujeme

O Sitové grafy
o 1-2 prednasky, Rudova

@ Planovani a rozvrhovani na sitovych grafech
e 4-5 prednasek, Rudova

© Modelovani siti
o Hladka & Matyska



Obsah prvni ¢asti predmétu

@ Uvod do technik diskrétni matematiky pro podporu navrhu a Fizeni
komunikaénich siti

@ Grafové teoreticky koncept

© Ukazky aplikaci v komunikaénich sitich



Pro¢ diskrétni matematika a sité?

@ Teorie graft je dikladné rozpracovana a nabizi mnoho vyuzitelnych
algoritma.
o Graf predstavuje velmi pfimocarou reprezentaci sité na vsech arovnich
OSI modelu, napf.:
o Sitové prvky a jejich fyzické propojeni na nejnizsi vrstvé,
o sitové aplikace a TCP spojeni mezi nimi na transportni vrstvé,

e procesy distribuovaného vypoctu a jejich komunikace na aplikaéni
vrstve.

e Grafy nachazeji vyuziti i v navrhu sitovych protokoli a jejich formalni
verifikaci.



Diskrétni matematika

@ Diskrétni struktury
o grafy
e hypergrafy
o kombinatorika
o Algoritmy
o proceduralni popis , krok za krokem" problémi, které nelze resit
bezprostfedné
o slozitost, NP - tézké problémy
@ Matematicka optimalizace
e vyvoj a implementace pro podporu rozhodovani
e problém navrhu siti, identifikace Gzkych mist
e obchodni aspekty siti
e modeluje se grafy
@ Distribuované vypocty
o sit jako distribuovany systém
o priklad smérovaci algoritmy, P2P sité



Obsah: Typy grafti pouzivané v pocitacovych sitich
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Graf, orientovany graf, ohodnoceny graf
Multigraf

Strom

Korenovy strom

n-arni strom, usporadany strom

Binarni strom

Aplikace grafii v pocitacovych sitich
Implementace grafi

opakovani

opakovani



Nejjednodussi diskrétni strukturou pro modelovani sitovych problémi jsou
grafy. Intuitivné se graf sklada z:

@ Vrcholii (uzli), znazoriiovanych schematicky jako ,,body",
@ hran spojujicich vrcholy.
Co Ize reprezentovat grafem?
@ Mapu mést a silni¢niho spojenti,
@ atomy v molekule a jejich vazby,
@ vodovodni, elektrické sité
a zejména
@ pocitacové site.

Oznacovan také jako jednoduchy graf.



Grafy a sité - priklady
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Opakovani: definice grafu

Graf G je usporadana dvojice mnozin (V, E), kde
e V je mnozina vrcholii a

@ E je mnozina hran — dvouprvkovych podmnozin mnoziny V

Vrcholy spojené hranou se nazyvaji sousedni. Hrana se oznacuje jako
incidentni k vrcholaim, které spojuje.

a e
V ={a,b,c,d, e f}
C E= { {av b}a
{a, c},
d {b,c},
) {e.f} }



Opakovani: Orientovany graf

Hrany v grafu, jak byly definovany, spojuji dva rovnocenné vrcholy. Takové
grafy se také nazyvaji neorientované. U hran ovsem muazeme vyznacit smér,
kterym vedou — hrany i graf se poté nazyvaji orientované.

Graf, jehoZ hrany jsou usporadané dvojice vrcholii, se nazyva orientovany.

O hrané (u, v) fikame, ze vychazi z vrcholu u a vstupuje do vrcholu v.
Graficky se orientace hrany oznaci Sipkou ve sméru, kterym hrana vede.



Orientovany graf - priklady

Kde najdeme orientované grafy v sitich?
o Webové stranky — graf odkazi
@ DNS - hierarchicka struktura domén, serveri

@ Smeérovani — graf cest paketi k cili

a

d

V = {a’ b? C7 d? e}

E={

(a’ b)7



Definice grafu povoluje nejvyse 1 hranu mezi kazdou dvojici vrcholi a
pozaduje, aby hrana spojovala riizné vrcholy. Tato omezeni odstrafuje
multigraf:

Multigraf je graf, jenz nahrazuje mnozZinu hran multimnozinou (smi
obsahovat nasobné prvky) a umoznuje existenci smycek — hran spojujicich
vrchol sém ze sebou.

Multigraf Iépe odpovida redlnym fyzickym sitim, kde se Casto vyskytuji
redundantni linky.

Smycky mohou znéazornit napf. loopback — rozhrani prijimajici zpravy, které
samo vysila.



Opakovani: Ohodnoceni grafu

Vrcholiim a hranam je mozné pfiradit napf. Cislo €i barvu.

Prirazeni prvkii kone¢né mnoziny vrcholiim & hranam grafu nazyvame
jejich ohodnocenim.

Hranové ohodnoceny graf

192.168.1.101

192.168.1.1

Vrcholové ohodnoceny graf

192.168.1.103
192.168.1.102



Priklady ohodnoceni na sitich

@ Ohodnoceni sitovych zafizeni L2 a L3 adresami (viz ARP protokol)

o Sitka pasma, latence, cena prenosu za jednotku dat jako ohodnoceni
linek — hran

@ Ohodnoceni vrcholél nazvem stavu, hran typem zpravy pfi abstraktnim
navrhu protokolti (MSC — Message Sequence Charts)

‘ Application 1 ‘ ‘TCP service 1 ‘ ‘TCP service 2 ‘ ‘ Application 2 ‘

TCP_DATA REQ ACK TCP_DATA IND
'xyz' ] wyz' wyz' d
TCP_DATA_CFM ACK TCP_DATA_RSP
3 [window update] 3

MSC datového prenosu pro TCP



Stupen vrcholu

Stupném vrcholu v neorientovaném grafu nazyvame pocet hran
incidentnich k vrcholu.

@ Pocet klienti pripojenych k Wi-Fi AP
@ Pocet uzavienych spojeni spojovaného protokolu (napf. TCP)

Stupen vrcholu u znacime deg(u).

a
.\/ deg(a) =1 deg(c) =1
o g deg(b) =2 deg(d) =0
.% deg(a) =3 deg(c) = 4
d deg(b) =1 deg(d) =0

Oy
[



Stupen vrcholu v orientovaném grafu

V pripadé orientovaného grafu rozlisujeme vstupni a vystupni stupen.

Vistupnim (vystupnim) stupném vrcholu u neorientovaného grafu nazyvame
pocet hran vstupujicich do, resp. vychazejicich z vrcholu u a znacime jej
deg™t(u), resp. deg™(u).

@ V grafu odkazti mezi webovymi strankami reprezentuje vstupni stupen
pocet odkazil na vedoucich stranku.

C vrchol deg= deg™
a d a 2 0
b 1 2
c 1 1
e d 0 2
e 1 0



Sledy v grafu

Sledem v grafu (neorientovaném grafu) nazyvame posloupnost vrcholi a
hran

Vo, €1, V1,. .., €n, Vp,

kde kazda hrana e; spojuje vrcholy vi_1, v;, resp. vede z v;_1 do v;.

Sled v grafu je tedy ,trasou”, na které se mohou vrcholy i hrany opakovat.
Se sledy se |ze setkat i v realnych sitich:
o Cesta paketu siti (nékteré smérovaci algoritmy nezabranuji zacykleni
paketu v pribéhu vypoctu).

Samostatny vrchol je také sledem.



Cesty v grafu
Cesta v grafu je sled bez opakovani vrcholi. l

V cesté se v dasledku neopakovani vrchol@i nemohou opakovat ani hrany.

o Cesty definujici smérovani paketd mezi dvojicemi sitovych prvkd.
b,es,c,eq,d, e, b je
sledem v grafu, ale nikoliv
cestou — vrchol b se
opakuje.

a,e1,b, e, d, es, e je
sledem i cestou v grafu.




Souvislost grafu

Neorientovany graf se nazyva souvisly, pokud mezi jeho kazdymi dvéma
vrcholy vede cesta.

Nahradime-Ii vsechny hrany orientovaného grafu G neorientovanymi a
ziskame-li tak souvisly graf, G je slabé souvisly.

Orientovany graf je silné souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy
vedou cesty v obou smérech.

a C Tento graf je souvisly; po odebrani vyznacené
hrany by souvisly nebyl, odebrani jedné
z nevyznacenych hran by jeho souvislost
b d zachovalo.



Souvislost grafu — priklady

@ Internet na fyzické vrstvé tvofi souvisly graf.

@ Internet na IP vrstvé tvori slabé souvisly (ovsem silné nesouvisly)
orientovany graf (adresy za NAT).

@ Orientovany graf webovych stranek neni silné ani slab& souvisly.

Grafy na obrazcich jsou:
© Nesouvisly
© Slabé souvisly
© Silné souvisly



Implementace grafu

Jak efektivné ulozit graf v paméti pocitace i aktivniho sitového prvku?

Vrcholy ozna&ime Cisly 1...n. Pro ulozeni hran mame dvé zakladni
moznosti:

@ matice sousednosti,

@ seznamy souseddl.
Matice sousednosti

@ matice E o rozmérech n x n pro n vrcholti grafu
e Ejj =1 pokud hrana (i,j) patfi do grafu
e E; =0 jinak
@ pro neorientovany graf je symetricka
pro orientovany graf nemusi byt symetricka



Matice sousednosti

a b c d e
a 001 00O
b 00 1 10
c 1 1 0 0 1
d 01 0 0O
e 001 00

V této podobé je matice sousednosti vhodna jen pro reprezentaci jednoduchého
grafu. Multigraf Ize reprezentovat matici sousednosti, jejiz prvky udavaji pocet
hran mezi kazdymi dvéma vrcholy:

O QL0 T o

OO OOV
O NNOOT
H O ONKFO
O ON O Q
H O, OO

Obdobné Ize ukladat jednoduchy hranové ohodnoceny graf.



Matice sousednosti pro orientovany multigraf

a b c d e
a 00100
b 00100
c 01001
d 02010
e 00 0 01




Seznamy sousedi

Pro kazdy vrchol existuje samostatny seznam sousedi, s nimiz je vrchol
spojen hranou (& do nich vede orientovana hrana).
@ Lze implementovat pomoci 2 jednorozmérnych poli:
e V jednom jsou ulozeny vsechny seznamy za sebou, sefazené podle cisla
vrcholu
o Druhé uchovava indexy, na kterych zacinaji v prvnim poli sousedé
kazdého vrcholu
@ Nasobné hrany v multigrafu jsou zadany nasobnym uvedenim vrcholu
v seznamu souseddl
e Pro ,idké" grafy (vyrazné méné nez n® hran) jsou seznamy sousedi
vyhodnéjsi z hlediska pamétové narocnosti nez matice sousednosti.
Takovych grafil je mezi sitémi vétsina.



Seznamy sousedil — priklad

Pole indexti do seznamu sousedi:

a b ¢ d e
1 2 6 10 13

Seznam soused(i:

1 2 3 4

5 9 10 11 12 13 14
c ¢c c¢c d d e

b b d C e




Kruznice a cyklus v grafu

Kruznice (uzaviena cesta) v grafu je netrivialni* neorientovana cesta, ktera zacina
i konci ve stejném vrcholu. Orientovana kruznice (také cyklus) je kruznice slozena
z orientovanych hran respektujici orientaci téchto hran.

* trivialni cesta obsahuje jeden vrchol

Priklady

@ V Internetu existuje mnoho redundantnich linek — graf jeho fyzického
propojeni je cyklicky.

@ Lokalni ethernetové sité maji acyklickou topologii.
@ Sité zalozené na technologii Token Ring maji logickou kruhovou topologii.

@ Sité SONET podporuji zapojeni do kruhu.



Topologie sité CESNET

DwOM

10 Gb/s
1-2,5 Gb/s
800 Mb/s
100 Mb/s
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Topologie sité GEANT
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Opakovani: Strom

Les je graf, ktery neobsahuje kruznice. Strom je graf, ktery neobsahuje
kruznice a je souvisly.

@ Strom je tedy souvisly les.
@ Lokalni ethernetova sit je strom, protoze je souvisla a acyklicka.

Jednoduchy priklad stromu

—o




Korenovy strom

Strom, jehoz hrany jsou orientované, se nazyva také orientovany.

Orientovany strom, jenz ma urcéen vyznacny vrchol (koren) r, a v némz
existuje orientovana cesta z r do vsech ostatnich vrcholi, se nazyva
korenovy strom.

o P¥i kresleni kofenovych grafii se obvykle vynechavaji sipky definujici
orientaci hran, predpoklada se, ze sméfuji ,,od korene".

@ Vzhledem k absenci cykli je interpretace jednoznacna.



Korenovy strom — priklady

Kde v sitich najdeme kofenové stromy?
@ DNS - hierarchicka struktura serverd obsluhujicich domény rtiznych
arovni.

@ Multicast — zdroj je kofenem, cesty k pfijemciim tvofi strom.

Dvé obvykla kresleni kofenového stromu. Kofen je vyznacen modre.



Vztah orientovanych a korenovych stromd

Kazdy kofenovy strom je orientovany. Jaké jsou podminky pro to, aby byl
orientovany strom zaroven kofenovym?

Véta

Orientovany strom je korenovy pravé tehdy, kdyz pravé jeden z jeho vrcholii ma
vstupni stupen 0 a vsechny ostatni vrcholy 1.

Diikaz.

= Necht r je koren stromu a jeho vstupni stupen je vyssi nez 0. Potom do néj
vede hrana z nékterého z ostatnich vrcholii stromu. Do toho ovSsem vede cesta

z kofene, v grafu je tedy cyklus, ¢imz dochazime ke sporu.

Pokud do nékterého z ostatnich vrcholt (oznaéme jej u) vedou vice nez 2 hrany
(z riznych vrchold v, w), potom do néj vedou 2 cesty z kofene, a to skrze cesty
do v, w. Tim opét dochazime ke sporu. O

| A\

v




Vztah orientovanych a korenovych stromi — pokracovani

dtikazu

Orientovany strom je kofenovy pravé tehdy, kdyz pravé jeden z jeho vrchold ma
vstupni stupen 0 a viechny ostatni vrcholy 1.

< Oznacme r vrchol, jehoz vstupni stupen je 0. Poté pro kazdy jiny vrchol w
plati nasledujici:

@ Vstupni stupen w je roven 1. Existuje tedy pravé jeden vrchol, uy, z néjz
vede do w hrana. Neni-li u; totozny s r, vede do néj opét hrana z pravé
jednoho vrcholu, u,. Takto tvorena rada vrcholi, z nichz vede cesta do w, je
nutné konecna, nebot strom je acyklicky, tudiz se v ni zadny z vrcholi
nemiize opakovat. Poslednim vrcholem v této posloupnosti musi byt r.

Do kazdého vrcholu stromu tedy vede orientovana cesta z vrcholu r a ten je tudiz
kofenem stromu. 0

v




Hloubka vrcholt a vyska stromd

Vzdalenost (pocet hran na cesté) vrcholu od korene stromu se nazyva hloubka ¢i
aroven vrcholu.

@ Hloubka kofene je rovna 0.
@ Je zvykem kreslit vrcholy jedné Grovné ve stejné vysce.

0

Vlyskou kofenového stromu oznacujeme nejvyssi z hloubek vsech jeho vrcholii.




Rodice a sourozenci v korenovych stromech

Vede-Ii v korenovém stromu hrana z vrcholu u do v,
nazyva se u rodicem (otcem) v a v synem (potomkem).
Vircholy majici spoleéného rodic¢e nazyvame sourozenci.

Vrchol u je rodicem obou vrcholii v, w, které jsou sourozenci.

u



Listy a vnitfni vrcholy stromu

Virchol u je predkem vrcholu v, pokud lezi na cesté z r do v. v se v takovém
pripadé nazyva naslednikem vrcholu u.

Vrcholy v, w, x jsou nasledniky
vrcholu u. Vrchol w ma jediného
naslednika x. Predky x jsou u, w.

Listy jsou vyznaceny zeleng,
vnitfni vrcholy stromu hnédé.

Virchol, ktery nema zadné potomky, nazyvame list stromu.
Ostatni vrcholy se oznacuji jako vnitrni.




n-arni, aplné stromy

Korenovy strom, jehoz kazdy vrchol ma nejvyse n potomkd, se nazyva n-arni.
n-arni strom, jehoz vnitfni vrcholy maji pravé n potomkd a vsechny listy jsou
stejné hloubky, se nazyva tplny n-arni.

Levy strom je 3-arni (ternarni), pravy je Gplny ternarni.

A



Usporadané stromy

V nékterych pfipadech miize byt vyhodné potomky kazdého vrcholu jednoznaéné
pojmenovat a sefadit:

Usporadany strom je korenovy strom s danym poradim potomkii kazdého vrcholu.

Pri kresleni usporadaného grafu se dané poradi vrcholt dodrzuje ve sméru zleva
doprava.

Isomorfni* koFenové stromy s riiznym usporadanim.

* Zopakujte si pojem isomorfismus.



Pocet vrcholli Grovné stromu

Pro kazdou aroven n-arniho stromu je dan limit poctu vrcholi v této arovni:

V' m-té drovni n-arniho stromu se nachazi nejvyse n™ vrcholi.

Indukci:
Pro koten plati trivialné: n® = 1.
Necht je v arovni k pravé n* vrcholi. Kazdy z nich maze mit nejvyse n

k k+1

potomkii. Uroven k + 1 tedy obsahuje nejvyse n % n* = n**1 vrchola. [0




Korenové stromy — cviceni

@ Nakreslete, nebo zdiivodnéte, pro¢ to neni mozné:
@ Binarni strom vysky 5 s pravé 12 vrcholy a pravé 5 listy.
@ Binarni strom vysky 3 s pravé 12 vrcholy.
@ Kolik existuje rtiznych nedplnych ternarnich stroma vysky 3 takovych,
ze kazdy vnitfni vrchol ma pravé 3 potomky?



Binarni stromy

Specialnim (a prakticky nejpouzivanéjsim) n-arnim stromem je strom
binarni.

Usporadany 2-arni strom se nazyva binarni. Potomci kazdého vrcholu jsou
oznacovani jako levy a pravy.

o Kazdy kofenovy strom Ize prevést na binarni.

@ Vnitfni algoritmy smérovacich zafizeni mohou byt zalozeny na
binarnich stromech.



Podstromy binarnich strom

Indukovany podgraf* binarniho stromu G, tvoreny jednim potomkem
vrcholu v a vsemi jeho nasledniky, se nazyva podstromem vrcholu v
a stromu G.

@ Podstrom binarniho stromu je také binarnim stromem.

@ Kazdy vrchol ma levy a pravy podstrom, pficemz jeho levy, resp. pravy,
potomek je kofenem tohoto podstromu.

@ Pravy a levy podstrom binarniho stromu o vysce h maji vysku nejvyse
h — 1, pficemz nejméné jeden z nich ma vysku pravé h — 1.

* Zopakujte si pojmy podgraf a indukovany podgraf.



Podstromy binarnich stromt — priklad

Obrazek: Levy a pravy podstrom kofene stromu.

/.\

®




Pocet vrcholt tplného binarniho stromu

Uplny binarni strom vysky h ma pravé 2h+1 — 1 vrcholii.

Dikaz.

Indukci:

Pro binarni strom vysky 0 plati ziejmé.

Necht strom vysky k ma pravé 2kt1 — 1 vrcholii. Jak bylo dokazano dfive *,
(k + 1)-ni vrstva obsahuje 2¥*1 vrcholti. Strom vysky k + 1 tedy ma

gktl _ 3 L oktl _ ookl _q _ ok#2 4

vrcholg. ]

* Vime: V m-té Grovni n-arniho stromu se nachazi nejvyse n™. vrchold.



Reprezentace korenovych stromi

o Korenové stromy lze jednoznacné reprezentovat
polem rodicti — tedy polem, ve kterém je pro kazdy vrchol ulozen
pouze nazev jeho rodice.

o Takova reprezentace je prostorové velmi vyhodna (linearni prostorova
slozitost).

@ G 6 Pole rodicii ma tvar: - 0 0 0 2 2 3.

Cvicent:
@ Nakreslete kofenovy strom podle zadaného pole rodici:
-01122344



Reprezentace Gplnych ohodnocenych stromd

@ Obdobné vyhodné Ize reprezentovat tplné ohodnocené stromy.

@ Kazdy vrchol mtize mit v lineadrnim poli pevné danou pozici.

Na této pozici je v poli ulozeno ohodnoceni vrcholu.
@ Konkrétné pro binarni strom:

e Kofren je ulozen na pozici 0.
o Potomci vrcholu k jsou ulozeni na pozicich 2 x k + 1,2 * k + 2.

Go 00 (D

Pole reprezentujici tento binarni graf obsahuje hodnoty g r n e v i q.



Prtichod binarnim stromem

V nékterych pripadech (napf. synchronizace distribuovanych algoritmi
a vypoctii) je potfebné projit véemi vrcholy grafu a vykonat néjakou akci.
Priichod binarnim stromem je mozné provést 2 zakladnimi zpisoby:

@ prichod po drovnich
@ prichod po podstromech



Prtichod binarnim stromem po Grovnich

VloZz kofen do fronty.

Dokud je fronta nepréazdna:
Odstraih jeji prvni vrchol a proved akci.
Vloz do fronty jeho potomky v daném poradi.

Vrcholy stromu jsou navstiveny v pofadi a, b, c,d, e, f,g, h,i,j, k, I



Prtichod binarnim stromem po podstromech

Proved akci v kofenu stromu.
Spust algoritmus prichodu v levém podstromu.
Spust algoritmus prichodu v pravém podstromu.

@ Tato verze algoritmu je rekurzivni. Priichod je mozné implementovat
iterativné bez rekurzivnich volani za pouziti zasobniku.

o Akci Ize také provadét po priichodu levym ¢i obéma podstromy.



Priichod po podstromech — priklad

Vrcholy stromu jsou navstiveny v poradi a, b, d, h, 1, e,i,j,c,f, g, k.
Cvicent:

V jakém poradi budou vypsany vrcholy, pokud bude vypis vrcholu proveden
1) po priichodu levym podstromem; 2) po priichodu obéma podstromy?



