IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 6 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostavdte k dispozici, abyste mohli zkontrolovat sprdvnost svych resent.
Mizete je pouZit 1 jako ndvody k resent jednotlivych prikladi tak, Ze je budete cist po
cdastech a budete se snaZit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery svig
smysl, pokud se je budete ucit jako bdsnicku. SnaZte se nad nimi premyslet a vyresit je
sami, neZ se podivdte do vzorovych resent.

Téma

Vlastnosti relaci. Ekvivalence, rozklad mnoziny, tiidy ekvivalence. Usporaddani, predus-
pofadani. Minimalni, maximalni, nejmensi a nejvétsi prvky usporfadanych mnozin. Horni
a dolni zévora, suprémum a infimum. Relace pokryti na usporadané mnoziné. Hasseovské
diagramy:.

Priklad 1.

a) Dokaite, Ze kazdé usporddéani je preduspordadani, ale obracené tvrzeni neplati.

b) Dokaite, Ze kazd4 ekvivalence je preduspoirddéni, ale obracené tvrzeni neplati.
Reseni

a) Necht M je libovolnd mnoZina a necht R C M x M je libovolné uspofadani na M.
Potom R je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni relace. ProtoZe je relace R reflexivni
a tranzitivni, je to predusporadani.

Abychom dokézali, Ze obracené tvrzeni neplati, nalezneme pfeduspofadani, které
neni uspofadanim. Necht M = {a,b} a R = M x M. Dtkaz, %e R je hledan4 relace, tedy
7e R je reflexivni a tranzitivni, ale neni antisymetrick4, ponechavame ¢tenaii.

b) Necht M je libovolnd mnoZina a necht R C M x M je libovolna ekvivalence na M.
Potom R je zejména reflexivni a tranzitivni, je to tedy predusporadani.

Abychom ukazali, Ze obecné tvrzeni neplati, nalezneme predusporddani, které neni
ekvivalenci. Necht M = {a,b,c} a R =idy U{(a,b), (a,c), (b, c),(c,b)}.

Priklad 2.

Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci jsou predusporiddani, usporadani, resp. Uplnéa
usporadani. Sva tvrzeni dokazte. Pokud je to nutné, tak v definicich predpokladéme, Ze
(A, <4) a (B, <p) jsou uspofadné mnoziny.

b) R = {(a,a),(b,D),(b,c),(c,c)} C M x M, kde M = {a,b,c}
| X CY}cC 2t xad

(4) Cg(A)} € BA x BA
d)|a<gacad<pb} CT(AxA)x(AxA
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Reseni

a) Relace R je sice tranzitivni a antisymetrickd, nenf vak reflexivni. Napfiiklad (a,a, ) ¢
¢ R. Proto se nejednd ani o pfedusporadani, ani o usporadani.

b) Relace R je reflexivni, tranzitivni i antisymetrickd. Jednd se proto o usporadani.
Toto usporadani neni tplné, protoze (a,b) ¢ R a (b,a) ¢ R (prvky a a b jsou nesrov-
natelné).

c) Relace R je reflexivni, protoze X C X plati pro kaZdou mnozinu X. Relace je
tranzitivni, protoze pro libovolné t¥i mnoziny X,Y, 7, pro které plati X C YV aV C 7,
plati také X C 7. (Detailné to dokazte!) Relace je antisymetricka. Necht X, Y jsou dvé
libovolné mnoziny. Necht plati X CY a Y C X. Potom X =Y.

Uspofadani to nenf tiplné. Necht A = {a,b}. Potom mnoziny {a} € 24 a {b} € 24
jsou nesrovnatelné.

d) Pfipomenme, Ze definici funkece f : A — B rozSifujeme na mnoziny M, M C A
predpisem f(M) = {f(a) | a € M}.

Relace R je reflexivni, protoze f(A) = f(A). Tranzitivita R plyne z tranzitivity
inkluze mnozin. (DokaZte tranzitivitu i detailné!) Relace R je tedy jisté pfeduspoiadani.
Relace R neni uspofadani, protoZe neni antisymetrickd. UvaZme totiz A = B = {a,b}
a funkee f = {(,0), (b,)} a g = {(a,b), (b,a)}. Potom [(4) = g(A), tedy (f,g) € £,
a zarovell g(A) = f(A), tedy (g, f) € R. Pfitom f # g.

e) Uvédomte si, Ze < 4 a <p jsou usporadani. MaZeme tedy vyuZit toho, %e jako relace
maji prislusné vlastnosti.

Relace R je reflexivni. Necht a,b € A jsou libovolné. Potom ((a,b), (a,b)) € R,
protoze a <4g4aa b <y b

Relace R je tranzitivni. Necht (a1,01), (a2,b2), (a3, b3) € Ax A jsou libovolné. Necht
plati ((a1,b1), (a2,b2)) € R a ((az,b2), (a3, b3)) € R. Potom a1 <4 az <4 as, tedy
a1 <4 ag. Zaroven by <4 by <4 by, tedy bg <4 b1. Celkem ((aq,b1), (a3, b3)) € R.

Relace R je antisymetrickd. Nechf (a,b),(c,d) € A x A jsou libovolné a plati
((a,b), (c,d)), ((c,d), (a,b)) € R. Potom a <4 c a zarovenl ¢ <4 a, tedy a = c. Soucasné
d <4 bazarovenl b <4 d, tedy b = d. Celkem dostéavame (a,b) = (¢, d).

Relace R neni Gplné usporadani. V podstaté se totiz jedna o usporadani po slozkach
soudinu uspofadangch mnozin (A,<4) a (A,>4), kde >4 = <47!. Lze tedy pouzit
analogicky protipfiklad. (Napiste jej!) Pravé jsme pouzili tvrzeni: pokud R C M x M
je usporadani, potom R~ je také uspofadani. Dokazte toto tvrzeni! Rozmyslete si, zda
analogické tvrzeni plati pro predusporadani, resp. uplné usporadani.

f) Relace R je reflexivni, protoZe 0 € M a a4+ 0 = a pro kazdé a € Ny. Relace R
je tranzitivni. Nechf a,b,c € M, (a,b),(b,c) € R. Potom existuji di,ds € M tak, Ze
a=>b+d; ab=c+dy. Celkem dostavime a = c+dj +dz. Zbyva ukazat, 7e d1+d2 € M.
To ovSem plati, protoze a, ¢, di i da jsou nezéporna, takze musi platit 0 < dy + dy <
< a < n. Symbol < zde reprezentuje standardni usporadani pfirozenych ¢isel. Relace
R je antisymetrickd. Necht pro a,b € M plati (a,b) € R, (b,a) € R. Potom existuji
c1,c2 € M takovi, 7ze a = b+ ¢y a b= a+ c. Odtud dostaviame a = a + ¢1 + co. Protoze
c1 1 o je nezaporné, musi platit 0 = ¢; = co2, odkud a = 0.

Usporadéni je uplné. Necht a,b € M. Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze
a < b. Potom existuje ¢ € Np, 0 < ¢ < b < n takové, Zze b = a+c. Vzhledem k podminkam
kladenym na ¢ musi platit ¢ € M a tedy (b,a) € R.

g) Relace R je reflexivni. Necht a € Z. Je-li a < 0 nebo a > 0, potom a - a > 0, tedy
(a,a) € R. Je-li a =0, potom (0,0) € R piimo z definice.
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Relace je tranzitivni. Necht a,b,c € Z, (a,b), (b, c) € Z. Rozlisime tii piipady podle
hodnoty b. Pokud b = 0, potom a < 0 < ¢, odkud (a,b) € R. (Tyto kroky nejsou tak
zfejmé. Dobfe si je promyslete!) Pokud b < 0, potom a < 0. Rozlisime dva podptipady
podle ¢. Pokud ¢ < 0, potom a-¢ > 0 a (a,c) € R. Pokud 0 < ¢, potom a < ¢ a také
(a,c) € R. Pokud 0 < b, je dikaz analogicky jako v predchozim piipadé. Detailné jej
provedte sami

Tedy relace R je jisté preduspofadéani. Relace neni usporadani, protoZze neni antisy-
metrickd. Napiiklad (1,2),(2,1) € R, ale 1 # 2.

h) Relace R je reflexivni, tranzitivni i antisymetrickd, coZ plyne z toho, Ze <p je us-
pofadani. (Provedte diikaz detailng!) Relace R obecné nemusi byt Gplné usporadani a to
ani tehdy, pokud <p je tplné. Staci, aby |A| > 1 a |B| > 0.

i) Tento pitklad je zcela analogicky piikladu (c). Relace je usporadani, které neni
uplné. Protiptiklad Gplnosti lze pouzit stejny jako v piiklade (c).

Priklad 3.

Necht R € M x M je predusporadani na M. Necht ~ je jadro R. Dokazte, %e usporadand
mnozina (M/., <) indukovand pfeduspofddanim R je dobfe definovand. Tj. dokaite, Ze
~ C M x M je skutefné ekvivalence a < C M/ x M/. je skutefné usporadani.

Reseni

Necht R € M x M je predusporadéani na M. Jadrem piedusporadani R rozumime
relaci ~ C M x M takovou, 7e pro x,y € M plati x ~ y pravé tehdy, kdyZ (x,y) € R a
soucasné (y,x) € R. UkdZeme, 7e ~ je ekvivalence.

Relace ~ je reflexivni, protoze R je reflexivni. (Opravdu chapete, pro¢ to plati?)
Relace ~ je symetrickd pfimo 7 definice. (Rozmyslete si to! Je snadné k tomuto zavéru
dojit na zdkladé Spatnych Gvah. Relace R neni symetrickd.) Abychom dokézali tran-
zitivitu, uvazme a,b,c € M takové, Ze a ~ b a b ~ c. 7 definice relace R plyne
(a,b), (b,a),(b,c),(c,b) € R. Protoze R je tranzitivni, musi platit (a, c), (¢,a) € R, odkud
a~ c.

ProtoZze ~ je ekvivalence, ma smysl hovorit o rozkladu M/.. Pfedusporadani R
indukuje na M/, relaci < C M/, x M/. definovanou pomoci reprezentanti. Pro libovolné
x,y € M plati [z] < [y] pravé tehdy, kdyz (z,y) € R.

Kdybychom chtéli byt dtsledni, museli bychom na tomto misté ovéfit, 7e definice
pomoci reprezentantil je korektni. Museli bychom dokézat: je-li (xo,y0) € R pro né&jaka
x0,Y0 € M, potom pro vSechna x € [xo] a pro vSechna y € [yo] plati (x,y) € R. Dokaite
to! (Vyuzijete predevsim tranzitivitu R.)

Dokéazeme, ze < je uspofadani. Relace < je reflexivni, protoze R je reflexivni.
(Promyslete si to!) Relace < je tranzitivni, protoZe R je tranzitivni. Pro antisymetrii
uvazme [z], [y] € M/~ tak, Ze plati [x] < [y] a [y] < [z]. Z definice relace < potom plati
(x,y),(y,x) € R atedy x ~y. Proto [x] = [y], coZ jsme méli dokazat.

Ptiklad 4.

Necht R C M x M je ekvivalence (je to tedy i pfeduspofadani).
a) Jak vypadd jadro R?
b) Jak vypadd usporadani indukované relaci R na piislusném rozkladu?
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Reseni

a) Necht x,y € M a zna¢me ~ jadro R. Potom z definice x ~ y pravé tehdy, kdyz
(x,y),(y,x) € R. Protoze R je ekvivalence, je symetrickd, a tedy (x,y),(y,x) € R
nastane pravé tehdy, kdyz (z,y) € R. Proto ~ = R. (Zaroven jsme provedli oba sméry
dikazu rovnosti mnozin R a ~.) Relace R je tedy svym vlastnim jadrem.

b) Necht z,y € M. Predpoklddejme, 7e [x] < [y], kde [z], [y] € M/.. Potom z definice <
plati (z,y) € R. ProtoZe R je symetrickd, platii (y,x) € R, odkud [y] < [z]. Protoze <
je usporadani, tedy relace antisymetricka, musi platit [x] = [y]. Ukazali jsme, %e pokud
jsou dvé tiidy ekvivalence v relaci <, potom jsou stejné. A protoze relace < je reflexivni
(je to uspofddéani), mizeme shrmout, ze < =idyy_.

Ptiklad 5.

Nakreslete grafy relaci a Hasseovské diagramy néasledujicich usporadanych mnozin.
a) (2l0 C)
b) ({n € No [ n < 10},])
¢) ({neNo | n < 3},<)
d) ({n e No | n <3},id)

Reseni
a)
>
{a,b,c} {a,b,c}

S
{a,c} {b,c} {a,b} {a,c} {b,c}

IL 5) {a}><{b}><{c}
ALY T~

\,

b) V tomto ptipadé graf ponechavame ¢tenéii kvili prostorové narocnosti pfehledného
zobrazeni.




S
3 3
f |
¢ 2 2
! |
1 D 1
f |
0 0
()
d)
0 1 2 3 0 1 2 3
() \ ) () ()
Priklad 6.
Pro usporadané mnoziny zadané Hasseovskymi diagramy
as a4 d4
62 C2 C3 €4
NS S /\
ai b1 c1 dq e1 €2 6.3
(A,<4) (B, <B) (C,<¢) (D,<p) (K, <rk)

nakreslete Hasseovské diagramy (nejen) nasledujicich uspofadanych mnozin.
a) (B x A, <), kde < je usporadani po slozkach

b) (B x A,=), kde = je lexikografické uspotradani

c) (D x B, <), kde < je lexikografické uspofadani

d) (C x E, <), kde < je usporadani po slozkach
Reseni

a)

(ba, as) (ba, aq)
(b2Ja2)
(b2Ja1)
(leal)

\

(b1, as) (b1, as)

=

(b1, az)

V)



b)

d)
(c2,€4)

/| N\

(c2,e1) (ca,e2) (c1,eq) (c3,e1) (c3,€2) (ca,€3) (c3,€3)

2 N

(617 61 Cl; 2) (617 63)

Priklad 7.

Nakreslete Hasseovsky diagram mnoZiny funkci {f1, f2, f3, f4, [5, f6, [7} s usporadanim
po bodech, kde pro ¢ = 1,2,3,4,5,6,7 jsou funkce f; : N — N definovany nésledovné
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Reseni
I7 Je Ja I5
N o<
v
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Priklad 8.

Urcete jadro preduspofadani R, prislugny rozklad a usporiddani indukované na tomto
rozkladu v pripadé, ze

a) R=1{(f,9) | f(A) C g(A)} C BA x BA kde A a B jsou libovolné mnoziny
b) R={(0,0)}U{(a,b) |a-b>0Va<b} CZXZ

c) R={(a,b) | Tk, ImneNy:a=bm+kAb=bn+IANk <} CNpx Ny
d) R ={(a,b) | pro kazdé prvocislo p plati: p|a=p|b} CNx N

Reseni
a) ~={(f,9) | [(4)=g(A)} C B x B!
M/ ={{ge B | [(A)=g(A)} | [ € BY}
<={(fL.1lg]) | F(A) S g(A)} C M. x M.
Protoze jsme konstrukci provedli presné podle definice a vét o vztahu rozkladu a
prislusné ekvivalence, neni potieba nic dalsiho dokazovat.
b) ~={0,00}U{(a,0) |a-b>0} CZxZ
M/.={{a€Z|a<0},{0},{a€eZ]|a>0}}
< = {(a], b)) | a < b} € M/o x M.
Abyste nemuseli dokazovat korektnost téchto konstrukei, staci, kdyz vyjdete z definic
a znamych tvrzeni a z nich ziskané vztahy upravit do uvedené podoby. Zejména u definice
< neni zcela ziejmé, pro¢ nezavisi na reprezentantech. Kolik prvkd méa <7 Zapiste
relaci < i vyc¢tem jejich prvkd.
¢) Relace R v tomto pfipadé neni predusporddani. Pro¢? Zménte podminku & < [
v definici relace tak, aby R bylo pfeduspofadani a vyhovovalo nésledujicim vysledktim.
~={(a,b) | a =bmod 5} C Ny x Ny
M/.={{aeNyp|a=imod5b} |ie Np,i<5}
<={(bm+kl,[bn+1]) | k,I,m,n e No ANk <1 <5} C M/ x M/
d) ~ = {(a,b) | pro kazdé prvodislo p plati: p|a < p|b} CNx N
Necht A je konefna mnozina prvocisel. PoloZme
N4 = {a € N | rozklad @ na prvocisla obsahuje préavé prvoéisla z mnoziny A}
M/ ={N4 | A je konetna mnozina prvocisel }
< = {(Na, Ng) | AC B} C M/ x M-

Priklad 9.

Urcete vSechny minimalni, maximélni, nejmensi a nejvétsi prvky usporadané mnoziny
a) 2, C), kde M je libovolna mnoZina
b) (No, )
¢) ({n € No [ n < 10}, 1)
e) (AxFE, <), kde < jeusporadani po slozkach a uspofadané mnoziny (A, <4) a (E, <p)
jsou zadané nasledujicimi Hasseovskymi diagramy:.
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as a4

€4
a2 /\
a €1 €2 €3
(4,<4) (B, <p)

ResSeni

a) Protoze pro kazdou mnozinu X C M plati § € X a X C M, je 0 jediny nejmensi a
M jeding nejvétsi prvek mnoziny (2M, C). Proto je §) také prvek minimélni a M je prvek
maximalni.

b) ProtoZe pro kazdé n € Ng plati 1 |n a n |0, je 1 nejmensi a 0 nejvétsi prvek
mnoziny (No,|). Proto je 1 také prvek minimalni a 0 prvek maximalni. Jak by se
vysledky zménily, kdybychom uvazovali pfirozena ¢isla bez nuly?

¢) Jedné se o kone¢nou verzi predchoziho piipadu, vysledky jsou proto stejné. Jak by
se zménily, pokud bychom vynechali nulu? (Dopadne to jinak ne7 v pfedchozim p¥ipadé!)

d) Necht a,b € Z, a # b. Potom a a b jsou nesrovnatelné. Proto kazdé a € Z je
miniméalni i maximalni prvek a neexistuje Zadny nejmensi ani nejvétsi prvek.

e) Minimalni prvky mnoziny A x F v uspofadani po slozkach jsou (aj,e1), (ay,e2) a
(a1, e3). Maximalni prvky jsou (as,eq), (aq,e4), (as,e3) a (aq,e3). MnoZina nema zadny
nejmensi ani nejvétsi prvek.

Priklad 10.

a) Dokaite, Ze kazd4 uspordadanad mnoZina ma nejvyse jeden nejmensi prvek.

b) Doka’te, Ze kazd4 uspordadana mnoZina ma nejvyse jeden nejveétsi prvek.
Reseni

a) Sporem predpokladejme, Ze néjakd uspofadand mnozina (M, <) méa dva nejmensi
prvky, zna¢me je a a b. Protoze a je nejmensi, pro kazdé r € M plati a < x, zejména
a < b. ProtoZze b je nejmensi, analogicky dostdvame b < a. Protoze < je uspofadéni, je
to antisymetricka relace a musi platit a = .

b) Dtkaz je podobny jako v predchozim piipadé, ponechavame jej proto ¢tenari.

Priklad 11.

Pro danou uspofadanou mnozinu (M, <) a jeji prvek x urcete vSechny prvky y, které
prvek x pokryva, a v8echny prvky z, které pokryvaji prvek x.

a) (M, <) — (2labedel C) w — {a,c,d)

b) (M, <) = (No,|), x = 924

c) (M, <) =(Ax B,x), z = (az,h), kde < je lexikografické uspofadani a (A, <4) =
= ({a1,a2,a3},idgU{(a1,a2)}) a (B,<p) = ({b1,b2,b3},idp U{(b1, b2), (b2, b3), (b1,b3) })
Reseni

a) Prvek x pokryva prvky {a,c}, {c,d} a {a,d}.

Prvek x pokryvaji prvky {a,b,c,d} a {a,c,d,e}.



b) RozloZme prvek x na prvocisla: 924 = 22.3.7- 11.
Prvek « pokryva prvky 2-3-7-11 = 462, 22.7-11 = 308, 22-3-11 = 132 a
22.3.7 =84,
Prvek z pokryvaji prvky 22-3-7-11- p, kde p je libovolné prvodslo.
c) Prvkem x je pokryt prvek (ag,b1). Prvek x je pokryt prvkem (ag,b3).

Priklad 12.

Najdéte takovou uspofadanou mnozinu, v niz kazdy prvek kromé minimalnich a max-
imélnich prvkd bude pokryvat dva prvky a bude pokryvan tfemi prvky, a uspotfadana
mnozina bude obsahovat alespon tii takové prvky.
Reseni

Refenim je napfiklad uspofddand mnozina zadani nésledujicim Hasseovskym dia-
gramem. Krome tii prvkl vyzadovanych v zadani jsou vSechny ostatni prvky minimélni
nebo maximalni.

W

AN

Zkuste najit mensi (s ohledem na pocet prvki) feseni. Kolik prvkd mé nejmensi
fegeni?

Priklad 13.

Pro danou podmnozinu X uspofadané mnoziny (M, <) urcete jeji dolni zavory, horni
zavory, infimum a supremurn.
a) (M,<)=(24,C), kde A je mnozinaapron e Nje X ={Y CA||Y|=n}
= 2{abcd et C) X = {{67 C}a {Ca d}}
2ebede) O X = {{c} {a,c,d})
N, <), X = {nEN|n<no}proneJakenoeN
Z,<), X ={3k—2| keZ
), X C N, |X|=n proné&jaké n € N
),

|
No,| X ={2"|neN)}

ResSeni
a) Nejprve si uveédomme, ze pokud A je konecnd a plati |A| < n, potom X = 0 a je

to totéz, jako by bylo n = 0. Je-li A nekonecna, potom pro kazdé n € N plati n < |A|.
Proto se sta¢i omezit na takova n, ktera spliuji 0 < n < |A|.

Pokud n = 0, potom X = {0} a ( je jedinou horn{ zavorou i jedinou dolni zavorou
mnoziny X. Tedy je to i supremum i infimum mnoziny X.

Pokud A je koneénd a n = |A|, potom X = {A} a A je jedinou horni zavorou i
jedinou dolni zavorou mnoziny X. Tedy je to i supremum i infimum mnoziny X.

Necht 0 < n < |A| a H C A je horni zavora mnoziny X. UkaZeme, 7e H = A. K
tomu staci ukdzat A C H, protoZe opac¢nd inkluze plyne ptimo z predpokladi. Necht
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a € A. Potom jisté existuje Y C A takova, Ze |Y| =n a a € Y. (Intuitivné je to zfejmé,
ale uméli byste to dokazat?) Protoze |Y| = n, plati ¥ € X a tudiZ a € H (jinak by H
nebylo vét$i nez V). Tedy A je horni zavora mnoziny X. ProtoZe je to jedind horni
zévora, je to zaroven i supremum.

Necht 0 < n < |A| anecht D C A je dolni zadvora mnoziny X. Ukazeme, ze D = ().
Sporem tedy predpokladejme, Ze existuje a € D. Jisté existuje Y C A\ {a}, |Y| = n,
takze Y € X. ProtoZe a ¢ Y, neplati D C Y a D tak nemtzZe byt dolni zdvorou X.
Proto D = (. ProtoZe je to jediné dolni zavora, je to 1 infimum.

Pro¢ jsme fesili ptipady n = 0 a n = |4] zvlast? Kde jsme ve zbylé ¢sti vyuzili
0<n<|A]?

b) Dolni zdvory mnoZiny X jsou {c} a {, infimum je {c}.

Horni zavory mnoZiny X jsou {b,c,d}, {a,b,c,d}, {b,c,d,e} a {a,b,c,d, e}, supre-

mum je {b,c,d}.
¢) Dolni zavory mnoziny X jsou {c} a ), infimum je {c}.
Horni zavory mnoZiny X jsou {a,c,d}, {a,b,c,d}, {a,c,d, e} a {a,b,c,d, e}, supre-
mum je {a,c,d}.
d) Jedinou dolni zavorou mnoZiny X je ¢islo 1, je to tedy zarover i infimum.
Hornimi zévorami mnoziny X jsou v8echna ¢isla m € N, ng < m. Supremem je ng.
e) Zadné dolni zévora mnoziny X neexistuje. Sporem predpokladejme, %e m € Z je
dolni zédvora mnoziny X. Pro néjakd k € Z, r € Ny, 0 < r < 3 plati m = 3k + r. Potom
m—r—2¢€ X, ale m—r—2 < m, takze m nemiize byt dolni zdvora mnoziny X. Protoze
neexistuje zadné dolni zavora X, neexistuje ani infimum X.

Zcela analogicky je mozné dokdzat, Ze neexistuje zddna horni zavora mnoziny X, a
proto neexistuje ani supremum X.

f) Dolni zavorou mnoZiny X je kazdy spolecny délitel prvki X. Infimem je nejvétsi (ve
standardnim uspofadani pfirozenych ¢isel) spoleény délitel prvka X.

Horni zavorou mnoziny X je kazdy spoleény nasobek prvkd X, tj. kazdé takové
piirozené dislo, které je délitelné kazdym prvkem X. Supremum je nejmensi (ve stan-
dardnim uspofadani pfirozenych ¢isel) spolecny nésobek prvkia X.

Diikazy ponechiavame ¢tenafi. Davejte pozor, kdy operujete s kterym usporadanim.

g) Dolnimi zavorami mnoZiny X jsou 1 a 2, infimem je ¢islo 2. Jedinou horni zavorou
a tedy suprémem je ¢islo 0. Dikaz, Ze jind horni zavora neexistuje, by pouzival stejnou
techniku, jako byl pouzit v ptipadé (e).
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