IB000 Uvod do informatiky — p¥iklady na procviceni
Sada 9 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostavate k dispozici, abyste mohli zkontrolovat spravnost svych Tesent.
MiZete je pouzit © jako navody k resent jednotlivych prikladi tak, Ze je budete cist po
castech a budete se snazit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery sviuj smysl,
pokud se je budete ucit jako bdsnicku. SnaZte se nad nimi premyslet a vyresit je sami,
nezZ se podivdate do vzoroviych Tesent.

Téma

Induktivné definované mnoziny, jednoznacné induktivni definice, induktivné definované
funkce z induktivné definovanych mnozin. Strukturalni indukce.

Priklad 1.
Necht M C Ny je induktivné definovana takto:

e 0e M
e jestlize x € M, potom x +4 € M

a) Zapiste formélné funkce induktivnich pravidel této definice.

b) Plati 129 € M? Plati 65 € M?

c) Mnozinu M zapiSte explicitné, tj. ve tvaru M = {...}.

d) Je tato definice jednoznacna? Svou odpovéd zdtivodnéte.

Reseni

a) Tato definice mé jediné induktivni pravidlo, které je urCeno funkei f : M — M,
f(z) =z + 4 pro kazdé x € M.

b) Plati 129 ¢ M a 65 ¢ M. Protoze induktivni pravidlo je rostouci v tom smyslu,
ze vétsi Cislo je prvkem mnoziny M na zékladé toho, Ze néjaké mensi ¢islo je prvkem
mnoziny M, staci zacit se zakladnim prvkem mnoziny M a aplikovat induktivni pravidlo
tak dlouho, dokud nedojdeme alespon k ¢islu 129. Pokud ¢islo 129 odvodime, potom 129 €
€ M. Pokud odvodime ¢islo vétsi nez 129, aniz bychom pfedtim odvodili 129, potom 129 ¢
¢ M. Pro ¢islo 129 by pfislusna sekvence byla

0,4,8,12,...,124,128,132

takze 129 ¢ M. Analogicky bychom argumentovali pro 65 ¢ M.

c) M = {4n | n € Ny} Diikaz indukci ponechdviame ¢tenéafi. Jako navod poslouzi
explicitniho vyjadfeni spociva v diikazu rovnosti dvou mnozin. Musime jiz tedy znat jak
induktivni definici mnoziny, tak jeji explicitni vyjadieni. Neni jasné, jak jsme explicitni
vyjadreni urcili.

Algoritmus neexistuje. S trochou zkusSenosti u téchto jednoduchych prikladt pouzi-
jete metodu ,,podivam se a vidim“. Kdyz se podivate a nevidite, zpravidla pomtze, kdyz
zacnete s bazovymi prvky a systematicky vypiSete nejsnaze odvoditelné prvky mnoziny,
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aniz byste vznikajici vyrazy zjednodusovali. V tomto prikladé by takovou posloupnosti
bylo

0eM
O+4eM
O+4+4eM
O+4+4+4e M

Nyni uz si mizete vSimnout toho, ze

0=4-0
0+4=4-1
0+4+4=4-2
O+4+4+4=4-3

a pokud si alespon na intuitivni trovni uvédomujete diikaz indukci, ktery budete muset
provést, dojdete k zavéru, ze budou postupné vznikat vsechny nasobky c¢isla 4. Jedna se
vlastné o stejny mechanismus, jako je urcovani tranzitivniho obalu relace.

d) Ano, tato definice je jednoznac¢né, protoze mnozina ma jediny bazovy prvek a definice
ma jediné ,rostouci“ induktivni pravidlo.

Priklad 2.
Necht M C Ny je induktivné definovana takto:

e 0e M
e jestlizex € M, potomx+3e€e Max+5be M
e jestlize z,y € M, potom zy € M

a) Zapiste formélné funkce induktivnich pravidel této definice.
b) Plati 127 € M? Plati 17 € M?

c) Mnozinu M zapiSte explicitné, tj. ve tvaru M = {...}.

d) Je tato definice jednoznacna? Svou odpovéd dokazte.

e) Rozhodnéte, zda plati tvrzeni

dneNy.VneNy. m<n=neM

a spravnost svého rozhodnuti dokazte.
Reseni
a) Tato definice mé ve skutecnosti tfi induktivni pravidla, kterym odpovidaji nasledujici
funkce:
fi: M — M, fi(x) =x+ 3 pro kazdé z € M
fo: M — M, fo(x) =2+ 5 pro kazdé x € M
fa: M x M — M, f3(x,y) = xy pro kazda dvé =,y € M
b) Pokud chceme ovéfit, ze néjaké n € N patii do induktivné definované mnoziny M,
musime jej odvodit. Odvozenim se rozumi takova posloupnost prvka M koncici ¢islem n, ze
kazdy prvek posloupnosti je bud béazovym prvkem M, nebo vznikne z predchozich prvki
posloupnosti a néjakého induktivniho pravidla. Jedné se vlastné o podobny vypocet zdola
nahoru, jako pfi vypoc¢tu hodnoty formule pro danou valuaci.
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Odvozeni ukazeme pro ¢islo 17.

0eM (i) bazovy prvek M
3 eM (i)  z (i) a funkce f1

6 €¢ M (iii) =z (ii) a funkce f;
9eM (iv)  z (iil) a funkce fi
12e M (v)  z(iv) a funkce f;
17e M (vi)  z (v) a funkce fo

Tedy 17 € M. Podobné, jen delsim odvozeni, bychom ovérili, ze 127 € M. Opako-
vanou aplikaci pravidla ur¢eného funkci f; bychom odvodili, ze 117 € M, odkud bychom
dvojnasobnou aplikaci pravidla urc¢eného funkci fo dospéli k 127 € M.

c) Urceni explicitniho vyjadfeni mnoZiny si miizete usnadnit, pokud se presvéddéite, zZe
nepracujete se ,zbytecnymi“ induktivnimi pravidly a bazovymi prvky. Bazovy prvek je
»zbytecny“, pokud je mozné jej odvodit pomoci induktivnich pravidel z jinych bazovych
prvki. Induktivni pravidlo je zbytecné, pokud je mozné jej nahradit posloupnosti jinych
induktivnich pravidel. Zbytecné bazové prvky a zbytecna induktivni pravidla je mozné
z nasich ivah docasné vynechat, aniz bychom zménili mnozinu, s jejiz definici pracujeme.

Na rozdil od bazovych prvki miize byt explicitni vyjadieni a ditkaz toho, ze induk-
tivni pravidlo je zbyteéné, pomérné komplikované. Casto je lepsi se spolehnout na intu-
itivni odhad a korektnost odhadu ovéfit az pti dikazu rovnosti mnozin. Pfipomenme, zZe
se jedna o ,virtualni“ upravy, které nam maji usnadnit nalezeni explicitniho vyjadieni
mnoziny. Diikazu korektnosti explicitniho vyjadieni se nevyhneme.

Je také dulezité, abyste pfi postupném oznacovani bazovych prvka a induktivnich
pravidel jako ,zbytecnych“ neoznacili bazovy prvek nebo induktivni pravidlo, které jste
jiz drive pouzili k oznaceni jiného prvku nebo pravidla. Potom by se definovana mnozina
zménila.

V nasi induktivni definici je zbytecné induktivni pravidlo, které je urceno funkci fs.
Pti vypisovani nejsnaze odvoditelnych prvkia mnoziny M jej proto nebudeme uvazovat.
Prvky jsme jiz upravili do tvaru, z néjz je dobfe vidét jejich explicitni vyjadieni. System-
aticky prozkoumavame vsechny moznosti aplikaci funkci f; a fo podle celkového poctu
jejich aplikaci.

0=3-0+5-0eM
3=3-1+5-0e M
5=3-04+5-0e M
6=3-24+5-0€M
8=3-1+5-1e M
10=3-04+5-2e M
9=3-3+5-0e M
11=3-24+5-1eM
13=3-14+5-2e M
156=3-04+5-3eM

Odtud jiz mtzeme uhadnout, ze M = {3k+5! | k,l € Ny}. Dokazeme, Ze je toto explicitni
vyjadieni mnoziny M spravné.



Ozna¢me M induktivné definovanou mnozinu a Ms = {3k +5l | k,1 € Ny}. Musime
dokazat rovnost mnozin M = M.

Nejprve dokazme, ze My C M. Dilkaz mtzeme vést strukturalni indukci, protoze
dokazujeme tvrzeni Vo € M. x € Mo.

Zakladni krok: x je bazovy prvek M. Tedy t =0=3-04+5-0 € Mos.

Indukéni krok: pravidlo uréené funkei fi. Necht pro x € M; plati € M (toto je
indukéni predpoklad). Musime dokézat, ze fi(x) = x+3 € Ms. Z indukéniho predpokladu
vime, Ze x € Mo, tedy x = 3k+5l pro néjaka k,l € Ng. Potom x+3 = 3(k+1)+5l € Mo,
coz jsme meéli dokazat.

Indukéni krok: pravidlo uréené funkei fo. Necht pro x € M; plati € M (toto je
indukéni predpoklad). Musime dokézat, Ze fa(x) = x+5 € My. Z indukéniho predpokladu
vime, ze x € Ma, tedy = 3k+ 5l pro néjaka k,[ € Ng. Potom x+5 = 3k+5(I+1) € Mo,
coz jsme meéli dokazat.

Indukcéni krok: pravidlo urcené funkci f3. Necht pro x,y € My plati x € My ay € My
(toto je indukéni predpoklad). Musime dokazat, ze f3(z,y) = zy € Ms. Z indukéniho
predpokladu vime, ze x € Ma, tedy x = 3k1+5l1 pro néjaka k1,1 € Ny. Déle z indukéniho
predpokladu vime, ze y € Ma, tedy y = 3ks + 5la pro néjaka ko, lo € Ny. Potom zy =
= (3k1 + 5l1)(3ko + 5la) = 3(3k1ka + bkily + 5koly) + 5(5l1l2) € Ma, coz jsme méli
dokézat.

Nyni dokazme, ze My C M. Intuitivné je tvrzeni zfejmé: necht 3k + 51 € My pro
néjaka k,l € Nyg. Potom 3k + 51 € My, protoze jej ziskdme k-nasobnou aplikaci funkce f;
a [-nasobnou aplikaci funkce fo na bazovy prvek 0 € M;. My vsak budeme peclivi a
uvedeme formélni dikaz.

Dokazujeme tvrzeni Vk € Ny. VI € Ny. 3k + 5l € M;. Dikaz povedeme indukci
vzhledem k n =k + .

Zakladni krok: n = 0. Potom &k =1 =0 a 3k + 5l = 0 € M, protoze 0 je bazovy
prvek M;.

Indukcnit krok: k + 1 = n + 1. RozlisSime dvé moznosti.

Pokud k£ > 0, potom (k — 1)+ = n a z indukéniho predpokladu vime, ze 3(k — 1) +
+ 5l € M. Aplikaci pravidla uréeného funkci f; na 3(k — 1) + 5/ dostavame 3(k — 1) +
+ 5l + 3 = 3k + 5l € My, coz jsme méli dokazat.

Pokud [ > 0, potom k + (I — 1) = n a z indukéniho predpokladu vime, ze 3k + 5(1 —
— 1) € M;. Aplikaci pravidla uréeného funkci fo na 3k + 5(I — 1) dostéavame 3k + 5(1 —
—1)+5=3k+ 5l € My, coz jsme méli dokazat.

d) Definice jednozna¢né neni. Jako protipiiklad uvedeme jiné odvozeni 17 € M, nez
které jsme uvedli vyse.

0eM (i) bazovy prvek M
3 eM (i)  z (i) a funkce f1

8 eM (iii) = (ii) a funkce fa
11eM (iv)  z (iil) a funkce fi
14eM (v)  z(iv) a funkce f;
17e M (vi)  z (v) a funkce f;

e) Pfirozenym jazykem feceno se zajiméame o to, zda od néjakého pfirozeného ¢isla jsou
vSechna vétsi prirozena c¢isla prvkem mnoziny M. Pokud tvrzeni plati, nejsnazsi zptsob,
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jak jej dokézat, miize spocivat v nalezeni onoho ¢isla m a dikazu, ze Vn € Ng. m <
<n = n € M pro nase konkrétni m. Pokud tvrzeni neplati, nejsnazsi zptisob, jak jej
dokazat, miize spocivat ve stanoveni predpisu, ktery ke kazdému prirozenému cislu m
stanovi vétsi prirozené ¢islo n, které neni prvkem M.

Tvrzeni plati. Dokazeme, ze kazdé prirozené cislo vétsi nez néjaké urcité prirozené
¢islo mizeme vyjadrit ve tvaru 3k + 5[, kde k,l € Ny. Nejprve ukazeme, jak ve tvaru
3k + 5l vyjadrit ¢isla od 20 do 24 véetné.

20=3-0+5-4
21=3-7+5-0
22=3-4+5-2
23=3-1+5-4
24=3-84+5-0

Necht n € Ny, n > 20. Necht n = 5g + r, kde ¢, € Ng, 0 < r < 5. (Tj. r je zbytek
z n po déleni ¢islem 5.) Protoze n > 20, plati ¢ > 4. Potom n = 5(¢ — 4) + (20 + r),
kde 20 < 20 + r < 24, takze plati 20 + r = 3k + 5/, kde k a [ je uréeno vyse uvedenou
tabulkou. Celkem dostavame n =5(¢ —4) + 3k +5l =3k +5(l+¢q—4) € M.

Tvrzeni tedy plati, protoze jsme dokazali, Ze za m mizeme polozit napriklad ¢islo 20.

Priklad 3.
Uvazujme induktivné definovanou mnozinu M C Ny

e 0eM, 1eM
e jestlize x € M, potom 2z € M

Tato induktivni definice je zfejmé jednoznacna, takze funkce f : M — Ny je korektné
urcena nasledujici induktivni definici

o F(0)= L, f(1) =
o F(20) = f(x) +1

a) Ukazte vSechny kroky vypoc¢tu hodnoty f(256) podle této induktivni definice.

b) Ukazte vSechny kroky vypoctu hodnoty f(192) podle této induktivni definice.

c) Mnozinu M zapiste explicitné.

d) S vyuzitim explicitniho vyjadfeni prvki mnoziny M zapiste explicitné i funkei f, tj.
pro kazdé n € M stanovte hodnotu f(n).
Reseni

a) Hodnota f(m) je definovana induktivné v zavislosti na struktufe prvku m € M.
Jedna se tedy o analogii funkci F a G pro normalizaci formuli vyrokové a predikatové
logiky. Vypocet proto bude také analogicky. Rozdil je pouze v tom, ze u formuli byla struk-
tura ziejma z jejich zapisu. U ¢isel budeme muset jejich strukturu hledat. Jednoznacnost
induktivni deﬁnice mnoiiny M zajistuje ze bude vzdy existovat pravé jedna moznost, jak

vvvvv

f(256) = f(2-128)

= f(128) +1 = f(2-64)
=(f64)+1)+1=(f(2-32)+1)+1
(fB2)+)+1)+1=((f(2-16)+1)+1)+1
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b) Zadéni v tomto pfipadé samoziejmé nemé smysl, protoze 192 ¢ M a funkce f pro
néj neni definovana. Pokud byste se pokusili o vypocet, dostali byste

£(192) = f(2- 96)

=f(96)+1=f(2-48)+1

=(f48)+1)+1=(f(2-24)+1)+1

(feH+1)+D)+1=((f(2-12)+1)+1)+1

(fI2))+ D)+ + ) +1=(((f(2-6)+1)+1)+1)+1

(((fOO+)+D)+D)+1)+1=(((f2-3)+DH+1)+1)+1)+1
=((((fA+H+1)+1)+1)+1

Neni jasné, jak pokracovat s vypoctem f(3), protoze ¢islo 3 neni ani bazovy prvek M,

ani jej neni mozné rozlozit na strukturalné jednodussi prvky M.
c) Opét vypiseme nékolik prvnich prvki mnoziny M.

0c M
1=20e M
2.1=2 e Mm

2.2.1=2%2¢c M
2.2.2.1=2¢c M
2.2.2.2.1=2c M

Je vidét, ze kromé &isla 0 budou viechny prvky mnoziny M tvaru 2¢ pro néjaké pfirozené
¢islo 4. Plati tedy M = {0} U {2! | i € No}. Diikaz ponechavame ¢tenéii.

d) Indukci vzhledem k i by bylo snadné dokéazat, ze f(2') = i plati pro véechna i € Nj.
Pokud to spojime s tim, Ze hodnota f(0) neni definovina, mtzeme hodnotu f(n) pro
libovolné n € M explicitné zapsat takto:

f(n) = { 1L pokud n=0
¢ pokud n = 2' pro néjaké 7 € Ny

Musime upozornit na to, Ze jsme se zde dopustili malé nepiesnosti. Vzhledem k tomu,
ze jsme f definovali jako parcidlni funkci, aby odpovidala logaritmu na pfirozenych
¢islech s nulou, nestaci ke korektnosti jeji induktivni definice, aby byla induktivni definice
mnoziny M jednoznacna. Vyuzili jsme i toho, Ze z bazového prvku 0 nelze odvodit zadny
jiny prvek M. Jinak bychom museli fict, co znamené naptiklad L + 1.



Priklad 4.
Mnozinu Ny C Ny definujme nasledujici induktivni definici:

e 0Ny
e jestlize n € Ny, potom n + 1 € Ny

Induktivné definujte funkce
a) f:No— Ny, f(n) =n+3
b) f: Ny — No, f(n) =n?>+3n+1
c) f:Ng— Ny, f(n)=2""1 -1
d) f: Ny — {sudé, liché}

f(n) = {sudé pokud n je sudé

liché jinak

Reseni

Nechf je tikolem explicitné zadanou funkci f : A — B definovat induktivné, pokud
je mnozina A zadana jednoznacnou induktivni definici. Pro zékladni krok definice f
staci podle explicitniho zadani f vypocitat jeji hodnotu pro bazové prvky z induktivni
definice A. Necht je induktivni pravidlo definice A uréeno funkci g : A™ — A. Induktivni
pravidlo definice f odpovidajici tomuto pravidlu definice A mtizeme urcit tak, ze pomoci
explicitniho zadani funkce f se pokusime upravit f(g(z1,...,2zy)) na h(f(z1),..., f(zn)).
Hodnotu f(g(x1,...,z,)) tedy vyjadfime v zavislosti na hodnotéch funkce f aplikované
na strukturalné jednodussi prvky A. To muze byt velmi obtizné, nebo to nemusi byt
viitbec mozné.

Induktivni definice mnoziny Ny obsahuje jediny bazovy prvek a jediné induktivni
pravidlo. Podle vyse uvedeného postupu tedy vzdy nejprve provedeme dva vypocty (pro
bazovy a induktivni krok definice f) a potom zapiSeme induktivni definici funkce f.

a) Vypocty:

f(0)=0+3=3
fn+1)=n+1)+3=n+3)+1=f(n)+1

Induktivni definice f:

e f(0)=3
o Fln+1)= fln) +1

b) Vypocty:

f0)=0"+3-0+1=1
fn+1)=m+1)?+3n+1)+1=n4+3n+1+2n+4=f(n)+2n+4

Induktivni definice f:

o f(0)=1
¢ Fn 1) = fn) +2m 4

Pouziti n v induktivnim kroku definice f je mozné, protoze se jedna o funkci, jejiz
defini¢ni obor je totozny s oborem hodnot. U obecné funkce f : A — B by to samoziejmé
mozné nebylo.



c) Vypocty:

f0)=2"1 —1=1
fln+1) =200+ g —9.ontl g — 902"t _ 1) 4 1 =2f(n)+1

Induktivni definice f:

e f(0)=1
e f(n+1)=2-f(n)+1

d) Zde si vypocty odpustime. Nula je jisté sudé ¢islo. Pokud k sudému ¢islu pfi¢teme
jednicku, ziskame cislo liché. Pokud naopak pfi¢teme jednicku k lichému c¢islu, ziskame
¢islo sudé.

Induktivni definice f:

e f(0) =sudé

_ [sudé pokud f(n) = liché
o flnt1)= {liché jinak

Priklad 5.

Méjme mnozinu (abecedu) ¥ = {a}. Koneénym posloupnostem prvki (znakiti) ¥ budeme
pro struc¢nost fikat slova nad abecedou X. Prazdnou posloupnost (prazdné slovo, slovo
délky 0) budeme znacit €. Uvédomte si, Ze € je metasymbol, zejména ¢ ¢ ¥. Mnozinu
3% C ¥* vsech slov nad abecedou ¥ definujme induktivné takto:

e cec X
o jestlize w € ¥*, potom wa € ¥*.

Tato definice je jednoznac¢na. VsSimnéte si podobnosti této definice s induktivni definici
mnoziny pfirozenych ¢isel. Induktivné definujme funkci [ : ¥* — Ny, ktera bude pocitat
délku slova nad abecedou X.

e l(e)=0
o [(wa) =1(w)+1

Uvazujme funkci S : ¥* — ¥* definovanou induktivné takto:

e S(e)=ua
o S(wa) = S(w).aaa

Necht w € ¥*. Pomoci funkce [ charakterizujte, co pocita funkce S, tj. stanovte, co musi
spliiovat u,v € ¥*, aby platilo S(u) = v a své tvrzeni dokazte (strukturalni indukei).

Priklad 6.

Necht ¥ je koneénd mnozina symboli.

a) Podejte jednoznacnou induktivni definici mnoziny ¥~* vSech koneénych posloupnosti
symbold z mnoziny X.

b) Necht w;,ws € ¥*. Definujte induktivné mnozinu vSech slov nad abecedou 3, ktera
obsahuji podslovo w; nebo ws. Strukturalni indukci dokazte, Ze je definice spravné.

c) S vyuzitim jednozna¢né induktivni definice mnoziny ¥* z ptedchozi ¢asti tohoto
prikladu pro kazdé a € ¥ induktivné definujte funkci #, : ¥* — Ny, ktera pro kazdé
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slovo w € ¥* vrati pocet symbolti a ve slové w. Strukturalni indukei dokazte, ze je funkce
definovana spravné.

Priklad 7.
Necht ¥ = {a, b, c}. Uvazujme mnozinu M C ¥* danou néasledujici induktivni definici

e ba,bc,cb,ab e M
o jestlize x,y € M a x = au a y = va pro néjakd u,v € ¥*, potom zy € M
e jestlize z,y € M a x = ub a y = bv pro néjakd u,v € ¥*, potom xy € M

a) Rozhodnéte, zda abbacbba € M, cbbecbba € M, abbecbba € M, abbabecbabba € M.
Sva tvrzeni zdivodnéte.

b) Reverzi slova w € ¥* w = ay ...ay, kde a; € ¥ pro kazdé i = 1,...,n, rozumime
slovo w® = a,, . ..ay. Napiiklad reverzi slova abbe je slovo cbba.

Strukturalni indukei dokazte, ze pro kazdé w € M plati w* € M, tj. ze mnozina M je
uzaviena na reverzi slov.
Reseni

Pro strucnost budeme induktivni pravidla oznacovat jako pravidlo 1 a pravidlo 2
podle poradi, v némz jsou uvedena.

a) Plati cbbecbba ¢ M. Slovo mohlo vzniknout pouze pouZitim pravidla 2 a to dvéma
zpusoby: cb.bccbba nebo cbbecb.ba. Slovo becbba, resp. cbbeehb mohlo opét vzniknout pouze
pouzitim pravidla 2 a to jedinym zpisobem: beeb.ba, resp. ¢b.bech. Ovsem beeh ¢ M, takze
neexistuje odvozeni slova cbbccbba.

Plati abbabccbabba ¢ M. Zde je rozbor moznosti prili§ pracny, nez abychom jej zde
uvadéli. Alternativné lze vyuzit skutecnosti, ze obé pravidla slova striktné prodluzuji. Je
tedy snadné systematicky odvodit vSechna slova délky 12 a presvédcit se, ze mezi nimi
slovo abbabccbabba neni.

Plati abbacbba, abbeebba € M. Odvozeni obou slov provedeme zaroven.

vi), (vii) a pravidla 1

ab €M (i) bazovy prvek M
ba €M (ii) bazovy prvek M
bc €M (iii) bazovy prvek M
cb eM (iv)  bazovy prvek M
abba € M (v) z (i), (ii) a pravidla 1
abbe € M (vi) z (1), (iii) a pravidla 2
cbba € M (vii)  z (iv), (ii) a pravidla 2
abbacbba € M (viii)  z (v), (vil) a pravidla 1
(

abbecbba € M (ix) z

b) Zdkladni krok: ab. Plati (ab)® = ba, coz je bazovy prvek a tedy (ab)f € M.
Zdkladni krok: ba. Plati (ba)® = ab, coz je bazovy prvek a tedy (ba)® € M.
Zdkladni krok: be. Plati (bc)® = cb, coz je bazovy prvek a tedy (bc)ft € M.
Zdkladnd krok: cb. Plati (cb)f = be, coz je bazovy prvek a tedy (cb)ft € M.
Indukénit krok: pravidlo 1. Necht z,y € M, x = au a y = va pro néjakd u,v € X*.

7 indukéniho piedpokladu plyne, Ze také 2% = uf.a € M a yf* = a0 € M. Proto

(zy)T = (auwva)’ = (a.0®).(u'.a) € M
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Indukénit krok: pravidlo 2. Necht x,y € M, x = ub a y = bv pro né&jakd u,v € X*.
7 indukéniho predpokladu plyne, Ze také 2% = b.uff € M a y® = vft.b € M. Proto

(zy) = (ubbv)® = (WE.b).(b.ul) € M

Priklad 8.

Necht M je mnozina. Necht X, Y C M jsou induktivné definované mnoziny se spole¢nou
mnozinou B C M bézovych prvki, pficemz fi, ..., fi jsou funkce induktivnich pravidel
z definice X a g1,..., gy jsou funkce induktivnich pravidel z definice Y.

Necht mé induktivné definovand mnozina Z; C M mnozinu bazovych prvka X a funkce
induktivnich pravidel g1, ..., gn.

Necht mé induktivné definovand mnozina Zs C M mnozinu bazovych prvka Y a funkce
induktivnich pravidel fi,..., fin.

Rozhodnéte, zda plati Z1 = Zs a své tvrzeni dokazte.

Priklad 9.

Necht M je mnozina. Necht X,Y C M jsou jednoznacéné induktivné definované mnoziny.
Necht Bx C M je mnozZina bazovych prvkta definice X a necht By C M je mnoZina
bazovych prvki definice Y. Necht definice X a Y maji spoleéné funkce induktivnich
pravidel fi,..., fn.

Nechf mé induktivné definovanid mnozina S C M mnozinu bazovych prvki Bx N By a
funkce induktivnich pravidel fi,..., fn.

Necht mé induktivné definovand mnozina 7" C M mnozinu bazovych prvkia Bx U By a
funkce induktivnich pravidel fi,..., fy.

a) Rozhodnéte, zda je mnozina S definovana jednoznacné. Své tvrzeni dokazte.

b) Rozhodnéte, zda je mnozina T definovédna jednoznacné. Své tvrzeni dokazte.

c) Rozhodnéte, zda plati S = X NY a své tvrzeni dokazte. Co miZeme na zdkladé
tohoto vysledku fict o pfipadé, v némz bychom nepozadovali, aby definice mnozin X a
Y byly jednoznacné?

d) Rozhodnéte, zda plati 7' = X UY a své tvrzeni dokazte. Co mtizeme na zakladé
tohoto vysledku Tict o pripadé, v némz bychom nepozadovali, aby definice mnozin X a
Y byly jednoznacéné?

Priklad 10.

V zavérecném prikladé této sady se seznamite s obecnéjsim pojetim induktivnich definic,
kdy je navzajem provazana definice vice mnozin, resp. funkci. U funkci jste se s tim
uz v omezené mitre setkali. Definice funkci F a G, které prevadéji logické formule do
normalniho tvaru, jsou také provazany, ale obé funkce maji stejny defini¢ni obor.

Necht jsou mnoziny A, B,C C {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, (,), *,+}* definovany induktivné
takto (vSimnéte si typografického vyznaceni, Ze se jednd o symboly, z nichz budeme
vytvaret slova, nikoliv o ¢isla a operace s nimi):

e {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} C A

e jestlize t € C, potom (t) € A

e ACB

e jestlize x € B ay € A, potom z*xy € B
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e BCC
e jestlize x € Bay e C, potom z+y € C

Necht X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,T,P}. Necht u,v € X*. Zfetézeni slov u a v budeme
znalit u . v, pokud by zapis uv vedl k nejasnostem. Uvazme funkce My : A — X*,
Mp: B — X*a Mg : C — X* definované induktivné takto:

. MA(k) =k pro ke {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
o Mu((1)) = Mc(t)

o Mp(t) = ( Jprot€ A

o Mp(r*xy) = Mp(x). Ma(y) - T

o Mc(t) = Mp(t)prot € B

o Mc(x+y) = Mp(z). M(C).P

a) Rozhodnéte, zda plati 8+9 € C, (8+9) € C, 4+15+0 € C, 3+2 € A, (3+2+4*7) € A,
3%(2+2) € B, 3x2+2 € B, (3x2)+2 € B, 3*x2+2 ¢ C.

b) Ukazte vSechny kroky vypoctu M (1+2+3+4%5x6%7%8).

c) Ukazte v8echny kroky vypoctu Mo (1% (2+3%4+5%6) *7+8%9).

d) Umite fict, co je mnozina C' a co pocita funkce M7
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