Zadani:

Dokazte |a| + |b] > |a + b].

Kde |z| oznacuje absolutni hodnotu ¢isla «, ¢ili || = z pro z > 0 a |z| = —x
pro x < 0.

Reseni 1 (velmi ukecané):
Tvrzeni dokédzeme tak, ze probereme vSechny nize uvedené moznosti:

1. Necht a >0ab>0.
Z a > 0 dle definice abs. hodnoty dostavéme, ze |a| = a.
Z b > 0 dle definice abs. hodnoty dostdvéme, ze |b| = b.
Za>0ab>0plyne, ze a+b > 0. Proto |[a+ b| = a+b.
Dohromady dostédvame |a| 4+ |b| =a+ b= |a + b|.

2. Necht a <0ab<0.
Z a < 0 dle definice abs. hodnoty dostavame, ze |a| = —a.
Z b < 0 dle definice abs. hodnoty dostavéme, ze |b| = —b.
Za<0ab<0plyne, ze a+b < 0. Proto |[a+b| = —(a +b).
Dohromady dostdvame |a| + |b] = —a + (=b) = —(a +b) = |a + b|.

3. Nechf a >0ab<0.
Z a > 0 dle definice abs. hodnoty dostavéme, ze |a| = a.
Z b < 0 dle definice abs. hodnoty dostavdme, ze |b| = —b.
Nyni |a| + |b] = a + (—b) = a — b. Chceme tedy ukézat, ze a — b > |a + b|.
Zde je situace horsi, protoze muzeme mit a+b>0ia+b < 0.
Probereme tedy obé moznosti.

a) Nechf a+b > 0.

Potom |a+b| = a+b. Chceme tedy ukdzat, ze a —b > a+b. Udélame
par uprav.

?
a—2> > a+b
?
—b > b
?
0 > 2b
?
0 > b

Coz plati nebot v tomto pifpadé uvazujeme dokonce b < 0.

b) Necht a +b < 0.
Potom |a + b| = —(a + b). Chceme tedy ukézat, ze a —b > —(a + b).



Udélame par tprav.

)
a—b > —(a+0)
?
a—2> > —a—>b
?
a > —a
?
2a > 0
?
a > 0

Coz plati nebot v tomto piipadé uvazujeme a > 0.

4. Necht a >0ab<0.
Vzhledem k tomu, Ze dokazované tvrzeni je symetrické vuci proménnym
a a b, 1ze tento bod dokazat analogicky k predchozimu bodu 3.



Zadani:

Dokazte |a| + |b] > |a + b].

Kde |z| oznacuje absolutni hodnotu ¢isla «, ¢ili || = z pro z > 0 a |z| = —x
pro x < 0.

Reseni 2 (struéné):
Tvrzeni dokédzeme tak, ze probereme vSechny nize uvedené moznosti:

1. Necht a >0ab>0.
Pak |a| 4 |b| = a + b = |a + b|, protoze a + b > 0.

2. Necht a <0ab<0.
Pak |a| + |b| = —a+ (=b) = —(a +b) = |a + b|, protoze a + b < 0.

3. Nechf a >0ab<0.
Nyni |a| 4 |b| = a + (—b) = a — b. Chceme tedy ukézat, ze a — b > |a + b|.
Zde je situace horsi, protoze muzeme mit a+b>0 i a+b<0 .
Probereme tedy obé moznosti.

a) Necht a+b > 0.
Protoze b < 0, tak pficteni b zmensuje hodnotu.
Pak |a|+ |b|=a—b>a—b+b=a>a+b=|a+1D|
b) Necht a + b < 0.
Protoze a > 0, tak odec¢teni a zmétsi hodnotu (nebo nechd stejné pro
a=0).
Pak |a|+b|=a—-b>a—-b—a=-b>—-b—a=—(a+b) =|a+Db|

4. Necht a >0ab<0.
Vzhledem k tomu, Ze dokazované tvrzeni je symetrické vici proménnym
a a b, lze tento bod dokézat analogicky k predchozimu bodu 3.



Zadani:

Dokazte |a| + |b] > |a + b].

Kde |z| oznacuje absolutni hodnotu ¢isla «, ¢ili || = z pro z > 0 a |z| = —x
pro x < 0.

Reseni 3 (pro ty, kteff neumi poéitat s y < 0):

Pokud se nedokazete smitit s pfedstavou, ze z + y muze byt mensi nez x. Tak
to muzete dokazat takto:

Tvrzeni dokazeme tak, ze probereme v8echny nize uvedené moznosti:

1. Necht a >0ab>0.
Pak |a| + |b| = a + b = |a + b|, protoze a + b > 0.

2. Nechf a <0 ab<0.
Polozme a’ = —a a b’ = —b. Potom mdme a’ > 0 a b’ > 0 a dokazujeme
tvrzen{ | —d'|+| =V | > ]| —d + -V
Upravime levou stranu | —a/| +| = 0'| =a' + V.
A upravime pravou stranu | — o’ + (=V')| = | — (' + V)| =d' + V.
Pro tuto odrézku jsme hotovi, dokdzali jsme (dokonce) rovnost obou stran.

3. Nechf a > 0ab<0.
Polozme b’ = —b. Potom b’ > 0 a dokazujeme |a| + | — V| > |a + =V|.
Nyni pro levou stranu |a| + | = V| =a + V.
Z druhé strany |a + (=b')| = |a — ¥'|.
Zde je situace horsi, protoze muzeme mit a—b' >0 i a—b0 <0 ala—"¥|
se tak muze nékdy rovnat a — b’ a nékdy v — a.
Probereme tedy obé moznosti.

a) Necht a — b > 0, to jest a > b'.
Nyni |a —V'| = a— ¥V, o temz chceme ukdzat, Ze je mensi nebo rovno
a+b. Protoze b’ > 0, vime, ze a — V' < a < a+b. A mdme, co jsme
potiebovali.

b) Necht a — V' < 0.
Nyni |a —¥'| = b — a, o ¢emz chceme ukdzat, ze je mensi nebo rovno
a+V. Protoze a > 0, vime, Ze b/ —a < b < a-+b. A mame, co jsme
potifebovali.

4. Necht a >0ab<0.
Vzhledem k tomu, ze dokazované tvrzeni je symetrické vuci proménnym
a a b, 1ze tento bod dokazat analogicky k predchozimu bodu 3.



Zadani:

Dokazte |a| + |b] > |a + b].

Kde |z| oznacuje absolutni hodnotu ¢isla «, ¢ili || = z pro z > 0 a |z| = —x
pro x < 0.

Reseni 4 (trik s rozdilem: pokud a < b, pak existuje d > 0 takové, ze
a+d="b):



