10 Formalizace a diikazy pro algoritmy

Je faktem, Ze situace, kdy programdatorem zapsany kdd ve skute¢nosti pocitd néco
trochu jiného, neZ si autor predstavuje, je snad nejastéjs$i programatorskou chybou —
o to zakefngjsi, ze ji zadny ,chytry" pfeklada¢ nemize odhalit.

Proto jiz na pot¢atku studia informatiky je Zadouci kldst diiraz na spravné chapani
zapisu algoritmi i na pfesné diikazy jejich vlastnosti a spravnosti.

Struény p¥ehled lekce
* Jednoducha formalizace pojmu algoritmus.
* Jak dokazovat vlastnosti a spravnost algoritmd.

* Indukce p¥i dokazovani algoritmii. Rekurzivni algoritmy.
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10.1 Formalni popis algoritmu

P¥ed samotnym zavérem kurzu si poloZme otdzku, co je vlastn& algoritmus?

Poznamka: Za definici algoritmu je obecné pfijimana tzv. Church—Turingova teze
tvrdici, Ze vSechny algoritmy lze ,simulovat” na Turingové stroji. Jedna se sice o
pfesnou, ale zna&né nepraktickou definici.

Mimo Turingova stroje existuji i jiné matematické modely vypocti, jako tfeba stroj
RAM, ktery je abstrakci skute¢ného strojového kddu, nebo neprocedurdlni modely.

Konvence 10.1. Zjednodusené zde algoritmem rozumime kone¢nou posloup-
nost elementarnich vypocletnich krokd, ve které kazdy dalsi krok vhodné vyuZziva
(neboli zavisi na) vstupni tdaje ¢ hodnoty vypottené v ptedchozich krocich.
Tuto zavislost pfitom pojimdme zcela obecné nejen na operandy, ale i na
vykondvané instrukce v krocich.

Pro zépis algoritmu a jeho zpfehlednéni a zkraceni vyuZivame Fidici konstrukce
— podminénd vétveni a cykly.

Vidite, jak blizké si jsou konstruktivni matematické dikazy a algoritmy v nasem pojeti?
Jednd se nakonec o jeden ze zaméri naseho pfistupu. . .
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Ukazka algoritmického zapisu

P¥iklad 10.2. Zapis algoritmu pro vypocet priméru daného pole a[] sn prvky.

e Inicializujeme sum < 0;

e postupné pro i=0,1,2,...,n-1 provedeme
% sum < sum+ali] ;

e vypiseme podil (sum/n) .

Ve ,vy$&i trovni* formalnosti se totéz da zapsat jako:

Algoritmus 10.3. Primér z daného pole a[] s n prvky.

input pole all délky n;

sum < 0;

foreach i<«+0,1,2,...,n-1 do
sum < sum+a[i];

done

res < sum/n;

output res;
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Symbolicky zapis algoritmii

Znaceni. Pro potfeby symbolického formdlniho zapisu algoritmi v pfedmétu
FI: IBO0O si zavedeme ndsledujici pravidla:

e Proménné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odli§ime zdavorkami p[].

e Prifazeni hodnoty zapisujeme a <— b, pfipadné a := b, ale nikdy ne a=b.

e Jako elem. operace je moZné pouZit jakékoliv aritmetické vyrazy v bézném
matematickém zdpise. Rozsahem a presnosti Cisel se zde nezabyvdme.

e Podminéné vétveni uvedeme klicovymi slovy if ... then ... else

fi, kde else vé&tev Ize vynechat (a n&kdy, na jednom ¥adku, i £1i).

e Pevny cyklus uvedeme kli¢ovymi slovy foreach ... do ... done,
kde ¢ast za foreach musi obsahovat pfedem danou mnoZinu hodnot pro
p¥irazovani do ¥idici proménné.

e Podminény cyklus uvedeme klicovymi slovy while ... do ... done.
Zde se mlZe za while vyskytovat jakakoliv logickd podminka.

e V zdpise pouzivame jasné odsazovani (zleva) podle drovn& zano¥eni
Fidicich struktur (coZ jsou if, foreach, while).

e Pokud je to dostate¢né jasné, elementdrni operace nebo podminky
muZeme i ve formalnim zapise popsat b&znym jazykem.
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Co pocita nasledujici algoritmus?

Pr¥iklad 10.4. Je ddn ndsledujici symbolicky zapsany algoritmus. Co je jeho
vystupem v zavislosti na vstupech a,b?

Algoritmus 10.5.

input a, b;

res < 7;

foreach i<+ 1,2,...,b-1,b do
res < res+a+2b+8;

done

output res,;

Vypocitame hodnoty vysledku res v po¢atecnich iteracich cyklu:

b=0: res=1717,
b=1. res=7+ a+2b+ 8,
b=2 res=7+ (a+2b+8) + (a+2b+38), ...

Co dale? Vy&et hodnot naznaluje pravidelnost a zavér, Ze obecny vysledek po b
iteracich cyklu bude mit hodnotu
res = 7T+0bla+2b+8) =ab+20* +8b+7. O
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10.2 O ,spravnosti“ a dokazovani programi

Jak se mame presvédcit, Ze je dany program podita ,spravné"?
e Co tfeba ladéni programi?
JelikoZ potet moznych vstupnich hodnot je (v principu) neohraniteny, nelze
otestovat vSechna moZna vstupni data.

e Situace je zvlasté komplikovand v pfipadé paralelnich, randomizovanych,
interaktivnich a nekonticich programi (opera&ni systémy, systémy Fizeni
provozu apod.). Takové systémy maji nedeterministické chovani a opako-
vané experimenty vedou k riznym vysledkim.

Nelze je tudiz ani rozumné ladit. . .

e V nékterych pfipadech je vSak tfeba mit naprostou jistotu, Ze program
funguje tak jak ma, p¥ipadné Ze spliiuje zakladni bezpeénostni pozadavky.
* Pro ,malé" algoritmy je mozné podat presny matematicky diikaz .
« Nardstajici sloZitosti programovych systémii si pak vynucuji vyvoj jinych
»spolehlivych® formalnich verifikaénich metod.

Mimochodem, co to vlastné znamena , pocitat spravn&"?
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Ukazka formalniho diikazu algoritmu

Pr¥iklad 10.6. Je ddn nasledujici symbolicky zapsany algoritmus. DokaZte, Ze
jeho vysledkem je ,, vyména" vstupnich hodnot a,b.

Algoritmus 10.7.
input a, b;

a < atb;

b < a-b;

a < a-b;
output a, b;

Pro spravny formalni diikaz si musime nejprve uvédomit, Ze je tfeba symbolicky
odligit od sebe proménné a,b od jejich danych vstupnich hodnot, tteba h,, hiy.
Nyni v krocich algoritmu pocitdme hodnoty proménnych:

x a = hg, b= hy,

x a<—a+b=hg+ hy, b= hy,

x a = hg + hp, b<—a—b=ha+hb—hb:@,

k a<—a—b=hg+hy—heg="hy, b=hg,

Timto jsme s dliikazem hotovi. O
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10.3 Jednoduché indukéni dokazovani

Pro dokazovéni algoritmii se jevi nejvhodnéji matematickd indukce, kterd je
»jako stvofend™ pro formalni uchopeni opakovanych sekvenci v algoritmech.

P¥iklad 10.8. DokaZte, Ze ndsl. algoritmus navrati vysledek ab + 2b* + 8b + 7.

Algoritmus 10.9.

input a, b;

res < 7;

foreach i<+ 1,2,...,b-1,b do
res < res+a+2b+8;

done

output res;

V prvé fadé si z diivodu formalni presnosti pfeznalime mez cyklu v algoritmu
na foreach i<+ 1,2,...,c do .. (kde ¢ =0b). Poté postupujeme pfirozen&
indukei podle pottu c iteraci (uz nezdvisle na vstupni hodnot& b); dokazujeme,
Ze vysledek vypoltu algoritmu bude

res=(a+2b+8)c+7=ac+2bc+8c+7.
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Algoritmus .

input a, b;

res<7;

foreach i+ 1,2,...,c-1,c do
res < res+a+2b+8;

done

output res;

Tvrzeni: res = ac + 2bc + 8¢ + 7.

Dikaz indukci podle c:
* Pro ¢ =0 je vysledek spravné res =0+ 7.

+ Pokud déle predpokladdame platnost vztahu res = ac + 2bc + 8¢ + 7 po
né&jakych c iteracich cyklu foreach, tak nasledujici iterace pro i < c¢ + 1
(jejiz prab&h na samotné hodnotg i nezalezi) ~zmé&ni hodnotu na

res +<— res+a+2b+8=ac+2bc+8+7 + a+2b+8 =
=alc+1)+20(c+1)+8(c+1)+7.

Dikaz indukci je tim hotov. O
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Priklad 10.10. Zjistéte, kolik znaki ’x’ v zavislosti na celociselné hodnoté n
vstupniho parametru n vypiSe nasledujici algoritmus.

Algoritmus 10.11.
foreach i<+ 1,2,3,...,n-1,n do
foreach j+«+1,2,3,...,i-1,i do
vytiskni ’x’;
done
done

Nejprve si uvédomime, Ze druhy (vnoteny) cyklus vzdy vytiskne celkem i znakd
’x’. Proto iteraci prvniho cyklu (nejspi¥e) dostaneme postupné& 1 4+2+---+n
znakii x’ na vystupu, co? jiz vime (P¥klad 2.8), Ze je celkem in(n + 1).
Budeme tedy dokazovat ndsledujici tvrzeni:

Véta. Pro kazdé n Algoritmus 10.11 vypie pravé in(n+ 1) znaki *x’.
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Algoritmus .
foreach i<+ 1,2,3,...,n-1,n do
foreach j<«+1,2,3,...,i-1,i do
vytiskni ’x’;
done
done

Véta. Pro kazdé n Algoritmus 10.11 vypifSe pravé sn(n + 1) znaki *x’.

Diikaz: Postupujeme indukci podle n. Baze pro n = 0 je zfejma, neprovede se
ani jedna iterace cyklu a tudiZ bude vytisté€no 0 znakid ’x’, cozZ je spravné.

Necht tedy tvrzeni plati pro jakékoliv ng a poloZme n = ng + 1. Prvnich ng
iteraci vn&jsiho cyklu podle indukéniho ptedpokladu vypise (ve vnit¥nim cyklu)
celkem %no(no + 1) znakd ’x’. Pak jiz ndsleduje jen jedna posledni iterace
vnéjsiho cyklu s i <—n=ng+1 a v ni se vnitfni cyklus j <—1,2,...,i=n iteruje
celkem n = ng + 1 -krdt. = Celkem tedy bude vyti$tén tento polet znakid >x’:

1 1 1
§n0(no +1)+ng+1= 5(”0 +1+1)(no+1) = 5”(”+ 1)

Dikaz indukéniho kroku je hotov. O
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10.4 Rekurzivni algoritmy

* Rekurentni vztahy posloupnosti, stru¢né uvedené v Oddile 3.4, maji svou
pfirozenou obdobu v rekurzivné zapsanych algoritmech.

x ZjednoduSené Yefeno to jsou algoritmy, které se v prib&hu vypoctu
odvolavaji na vysledky sebe sama pro jiné (men3i) vstupni hodnoty.

x U takovych algoritm( je zvlasté daleZité kontrolovat jejich spravnost a také
proveditelnost.

P¥iklad 10.12. Symbolicky zapis jednoduchého rekurzivniho algoritmu.

Algoritmus . Rekurzivni funkce factorial(x)
if x < 1 then t+1;

else t «+ x - factorial(x-1);

return t

Co je vysledkem vypo&tu?

Jednoduse fe€eno, vysledkem je faktoridl vstupni p¥irozené hodnoty z, tj. hod-
notaz!l=z-(z—1)----- 21 O
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Fibonacciho ¢isla

Pro dalsi pfiklad rekurze se vratime k Oddilu 3.4, kde byla zminéna
znama Fibonacciho posloupnost 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,.... Ve
skute€nosti tuto posloupnost budeme uvaZovat jiz od nultého &lenu, tj. jako
0,1,1,2,3,5,8,13,21,....

Algoritmus 10.13. Rekurzivni vypolet funkce fibonacci(x)

Pro dané prirozené x > 0 vypocitime x-té Fibonacciho Cislo ndsledovné:
if x < 2 then ¢t ¢ x;

else t < fibonacci(x-1)+fibonacci(x-2);

return t

Spravnost Algoritmu 10.13 je viceméné z¥ejma z jeho p¥imé podoby s rekurentnim
vzorcem v definici Fibonacciho &isel. Zamyslete se v3ak, jak je to s praktickou
»proveditelnosti* takového algoritmu. . .

Co tfeba fibonacci(40) nebo fibonacci(50)7?
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Priklad 10.14. Nerekurzivni algoritmus pro Fibonacciho ¢&isla.

Dokazte, Ze nésledujici algoritmus pro kaZzdé ptirozené n potita tutéz hodnotu
jako rekurentni funkce fibonacci(n) v Algoritmu 10.13.

Algoritmus .

input n;

b[0] «<-0; bl1] «1;

foreach i<+ 2,3,...,n do
bl[i] <+ bli-1]+b[i-2];

done

output b[n]

Indukci budeme dokazovat, Ze po i-té iteraci cyklu algoritmu bude vZdy platit
bli]| = fibonacci(i): Co se ty¢e baze indukce, toto vyplyva z tivodniho pfifazeni.

x Pro libovolné ¢ > 2 ptedpoklddame platnost indukéniho pfedpokladu
blj] = fibonacci(j) pro j € {i —1,i — 2}.
« V i-té iteraci cyklu nastane b[i| <— b[i — 1] 4 b[i — 2] = fibonacci(i — 1) +

fibonacci(i — 2) = fibonacci(i) podle definice. -
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