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1. [2 body] Rozhodnéte a dokazte, zda je tfida regularnich jazyka nad abecedou
¥ ={a, b, ¢} uzaviena na unarni operaci zlibovolni:

zibovolni(L) = {ultu .. . u | n € Ng Auy,ug, ..., u, €3

Augtiy ... U, € L Ny, ... 0, € N}

Tedy, intuitivné feceno, jazyk zlibovolni(L) obsahuje vSechna slova z jazyka L a navic
vSechna slova, ktera z nich vzniknou tak, Ze tak, ze kazdé pismeno ve slové w € L libovol-
nékrat za sebou zopakujeme (nikoliv v8ak odstranime). Specialné pak e € zlibovolni(L)
praveé tehdy, kdyz € € L.

Uvedme jesté priklady:

2libovolni({c,ab}) = {c}T U {a}* - {b}*
= {¢, ab, cc, aab, abb, ccc, aaab, aabb, abbb, ccce, . . .}
Zibovolni({e,abc}) = {e} U {a}t - {b}T - {c}"
= {e, abc, aabc, abbe, abee, aabbe, aabee, abbec, . . .}

Zlibovolni({a}* - {b}* - {a}) = {a}* - {0} - {a} "

Ndpovéda: Pokud rozhodnete, Ze t¥ida regulérnich jazykt neni uzaviena na operaci zlibovolns,
uvedte prislusny protiptiklad. Pokud rozhodnete, Ze t¥ida regularnich jazyku je uzaviena
na operaci zlibovolni, musite toto tvrzeni dokazat, naptiklad s pomoci znamych uzave-
rovych vlastnosti tfidy regularnich jazyku, nebo konstruktivné popsédnim algoritmu na
transformaci néjakého formalizmu pro popis regularnich jazyk.

Tiida regularnich jazyki je uzaviena na operaci zlibovolni. To muzeme dokazat dvéma
zpusoby, bud'to pomoci popisu transformace koneéného automatu (automat pivodné ak-
ceptujici slova z jazyka L po transformaci bude akceptovat slova z jazyka zlibovolni(L)),
nebo muzeme vyuzit ekvivalence regularnich jazyki s reguldrnimi vyrazy a uzavienost
operace dokézat tpravou regularniho vyrazu.

Dikaz pomoci prevedeni na regularni vyraz

Jazyk L pfevedeme na regularni vyraz. Tim nam vznikne kone¢né posloupnost zdkladnich
requldrnich vyrazi (tedy vyrazi €, a a pro kazdé a € X), operaci sjednoceni, zietézent
a iterace a zavorek. Operaci zlibovolni pak na regularnim vyrazu provedeme tak, ze nad
vSemi zdkladnimi reguldrnimi vijrazy provedeme operaci pozitivni iterace. Takto vzniklé
podvyrazy po provedeni operace pozitivni iterace budou stale regularnimi vyrazy, a i
vysledny regularni vyraz bude tedy validnim regularnim vyrazem a tedy bude popisovat
regularni jazyk. Tim padem je jazyk zlibovolni(L) regularni pro libovolny regularni jazyk
L a trida regularnich jazyku je tedy uzavienad na operaci zlibovolnsi.
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Dikaz pomoci transformace kone¢ného automatu

Pro jazyk L si zkonstruujeme kone¢ny automat. Pro kazdy prechod v kone¢ném automatu
vytvorime novy pomocny stav. Do pomocného stavu vedeme prechod z piivodniho stavu
pod puvodnim symbolem. Nad novym stavem vytvoiime smycku nad onim symbolem a
z nového stavu se vratime pod € do druhého stavu. Z ekvivalence DFA s NFA s e-kroky
vyplyva, ze vysledny koneény automat bude stale akceptovat slova regularniho jazyka.

Forméalnéji napsana transformace:
Puvodni automat je dan pétici

A= (Q?Z75a q0, F)7
transformovany automat
A/ = (Q/v Ev 5/7 qo0, F)

Pro kazdy ptrechod
5(Qm7 CL) = (o,
kde ¢, q, € Q,a € ¥ vytvorime novy stav g, € @', ¢, ¢ @ a nové prechody

5/<Qm7 CL) = (gn 6/((]117 a) = d(4n 6/((]m 5) = {o-

Mohlo by se zdat, ze staci vytvorit smycky nad vSemi stavy a nemusime vytvaret nové
stavy, to v8ak nefunguje: uvazme stav, z néhoz vychazi 2 Sipky, jedna pod a a druha pod
b (stav nemd Zzadnou smycku). Pokud bychom pfidali smy¢ky pod a,b k tomuto stavu,
pak v tomto stavu budeme moci michat pismena a, b, coz se vSak stat nema (tento stav
nastane naptiklad u jazyka {a, b}, pficemz plati, Ze zlibovolni({a,b}) = {a}TU{b}T, avsak
pouhym pfidanim smyc¢ek bychom dostali {a,b}*). Obdobné by problém nastal i pokud
bychom priidali smycky k cilovému stavu Sipky.

Dikaz pomoci regularniho prechodového grafu

Asi nejelegantnéjsim konstruktivnim dikazem je ditkaz za pomoci regularniho pfechodo-
vého grafu:

1. Sestrojime kone¢ny (muze byt nedeterministicky i s e-kroky) automat popisujici
jazyk L

2. tento kone¢ny automat je zéroven i regularnim prechodovym grafem

3. kazdou hrany pod libovolnym pismenem a € > nahradime hranou pod regularnim
vyrazem a*

4. vysledkem je regularni prechodovy graf popisujici jazyk zlibovolni(L)
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Vysledek je nutné zlibovolni(L), protoze kdykoli jsme mohli v pivodnim automatu mit
jedno pismeno, nyni mizeme mit neomezené nenulové opakovani téhoz pismene. Vysledek
rovnéz nutné popisuje regularni jazyk (z ekvivalence NFA a regularnich ptrechodovych
graftt).

Tedy tiida regularnich jazyku je tedy uzaviena na operaci zlibovolnsi.



