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1. [2 body] Dokazte, ze problém ur¢it, zda funkce popsana zadanym Turingovym strojem
M mé v oboru hodnot Fetézec ,redukce”, je nerozhodnutelny. Jinymi slovy, dokazte, ze
jazyk

L = {{M) | existuje slovo w, pro které plati M(w) = redukce}
neni rekurzivni.

Navod: Ukazte, ze plati vztah HALT <,,, L, a zduvodnéte, pro¢ tudiz jazyk L nemiize
byt rekurzivni.

Diikaz. Ukazeme, Ze existuje totalné vycislitelnd funkce f, pro kterou plati:
we HALT & f(w) € L

7 existence této funkce pak plyne, ze HALT <,, L a protoze HALT neni rekurzivni,
nemize byt rekurzivni ani L.

Ozna¢me X abecedu jazyka HALT a ® abecedu jazyka L. Potom definujeme funkci
f: X" — & pro kazdé w € ¥* nasledujicim predpisem.

F(w) (Timg),  jestlize w neni kodem zadné dvojice skladajici se z TS a slova,
w ==
(Tamu), jestlize w = (M, u) pro néjaky TS M a néjaké slovo u,

kde Tyt je Turinguv stroj, ktery cykli nad kazdym vstupem a T, je Turingtv stroj, ktery
nezavisle na vstupu simuluje vypocet M nad slovem u. Pokud simulace skonéi (vypocet
nad slovem u je kone¢ny) Ty, zapiSe se na vystup slovo redukce a akceptuje. Chovani
Tru Pro libovolny vstup v mizeme popsat nasledovné:

1. Smaz vstup v.

2. Zapi$ na vstup u.

3. Simuluj Turingiv stroj M se vstupem u.
4. Zapis na vystup slovo redukce.

5. Akceptuj.

Konstrukei T zvladneme jednoduse, jelikoz pro nekorektni vstup w muze funkce f vracet
konstantu — TS ktery cykli. Mame-li vstup tvaru (M, u) pak pro néj dokdzeme algorit-
micky zkonstruovat Ty, ktery provadi vySe uvedeny algoritmus, tedy podle Churchovy-
Turingovy teze existuje Turinguv stroj, ktery tento algoritmus realizuje, a tedy funkce f
je totalné vycislitelna. Ukazeme, ze funkce f je navic redukce HALT na L, diikkazem obou
implikaci v definici redukce.

,=“: Predpokladejme nejprve, Ze plati w € HALT, potom jisté w = (M, u) pro
né¢jaky TS M a néjaké slovo u a navic vypocet TS M nad slovem u je kone¢ny. Pak podle
definice plati f(w) = (Tarwu). Vypocet Ty, nad libovolnym slovem v vrati slovo redukce,
protoze v kroku 3 simulace skon¢i, v kroku 4 zapiSe na vystup slovo redukce a nasledné v
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kroku 5 slovo v akceptuje. Tedy existuje slovo = (dokonce to plati pro kazdé slovo), pro
n&jz plati Tayu(x) = redukce a tedy f(w) = (Tpma) € L.

»,<=": Obménou, predpoklddame tedy, ze w ¢ HALT. Pak mtzou nastat dva pripady.

1. Slovo w neni kédem zadné dvojice skléddajici se z Turingova stroje a slova: Pak
f(w) = (Twe) a f(w) & L, protoze stroj Tine cykli nad kazdym slovem a tedy nevrati
zadny vystup.

2. Plati w = (M, u) pro néjaky TS M a né&jaké slovo u a navic vypocet TS M nad
slovem u neni kone¢ny. Pak podle definice plati f(w) = (Taw). Vypolet Ta,, nad
kazdym slovem je pak nekone¢ny, protoze v kroku 3 simulace cykli. A tedy f(w) & L.

Nalezli jsme redukci HALT <,, L, a tedy jazyk L neni rekursivni. O



