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1. [2 body| Dokazte, ze problém rozhodnout, zda v daném orientovaném grafu existuji
alespon 2 rizné hamiltonovské cesty z vrcholu s do vrcholu ¢ (lisici se alespon jednou
hranou), je NP-tézky. Jinak feceno, dokazte, Ze jazyk 2-HAMPATH definovany nize zadava
NP-tézky problém.

2-HAMPATH = {(G, s,t) | G je orientovany graf obsahujici alespon 2 rizné

hamiltonovské cesty z s do t}

V dikazu muzete vyuzit faktu, Ze problém hamiltonovské cesty (definovany nize) je
NP-tuplny:

HAMPATH = {(G, s,t) | G je orientovany graf obsahujici hamiltonovskou cestu z s do t}.
Bonus [1 bod| Dokaizte, ze problém 2-HAMPATH je dokonce NP-tplny. Tedy dokazte
navic, ze 2-HAMPATH € NP.

Bonus [1 bod] Dokazte, Ze jazyk k-HAMPATH definovany nize je NP-tuplny pro libo-
volné k > 1:

k-HAMPATH = {(G, s,t) | G je orientovany graf obsahujici alespon k rtuznych

hamiltonovskych cest z s do t}

Abychom ukazali, ze problém 2-HAMPATH je NP-tézky, musime dokézat, Zze vSechny
problémy ze slozitostni tfidy NP je mozné na né€j polynomiélné redukovat. Vyuzijeme
pritom faktu, Ze problém HAMPATH je NP-tézky, a najdeme redukci

HAMPATH <, 2-HAMPATH.

Potfebujeme tedy najit funkci f, totalné vycislitelnou v polynomialnim ¢ase takovou, ze
w € HAMPATH < f(w) € 2-HAMPATH

Intuice: Funkce f musi mit tu vlastnost, ze kdybychom méli k dispozici T'S rozhodujici
problém 2-HAMPATH a nékdo by se nés zeptal, jestli graf G obsahuje hamiltonovskou
cestu z s do t, my budeme umét vstup w = (G, s, t) pretransformovat funkei f a nasledné
na vstupu f(w) = (G', s, t') spustit nas 7'S, ktery dotaz zodpovi. Musi platit, ze kdyz nas
TS akceptuje (G’ obsahuje alesponi 2 hamiltonovské cesty z s’ do t'), tak puvodni graf G
obsahoval hamiltonovskou cestu z s do t. Kdyz nés stroj zamitne, ptivodni graf G zadnou
hamiltonovskou cestu neobsahoval.

Necht tedy HAMPATH C ¥* a 2-HAMPATH C ®*. Funkce f: ¥* — ®* je definovana
nasledovné:

f(w) (G, s',t'), jestlize w neni kodem zadné trojice popisujici graf a jeho dva vrcholy,
w) =
(G',s',t'), jestlize w = (G, s,t) pro néjaky graf G a jeho dva vrcholy s, ¢
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Kde G, popisuje graf s vrcholy s’ a ¢’ neobsahujici Zadnou hranu. Zkontrolovat tvar vstup-
niho slova jisté zvladneme v polynomialnim ¢ase a zapsat na vystup kod (G., s, ') nam
zabere konstantni cas.

Graf G’ vznikne z grafu G tak, Ze zvolime libovolny vrchol v grafu G a ,rozdélime* jej na
¢tyTi vrcholy vy, vg, v3, v4. Do vrcholu v; povedou vSechny hrany, které vedly do ptivodniho
vrcholu v. Obdobné z vrcholu vy povedou v8echny hrany, které predtim vedly z vrcholu v.
Déle pridame hrany vy — vy, v1 — v3, V9 — vy, V3 — Uy, Vg —> U3, U3 — Ug. Jestlize v # s,
s’ := s, obdobné pro t. Jestlize v = s, pak s’ := vy, resp. jestlize v = ¢, pak t’ := v,.

(%

Tuto modifikaci 1ze provést v polynomialnim (pro rozumné koédovéni grafu v linearnim)
Case, tedy celkové plati, ze funkce f méa polynomialni slozitost a je i totalné vycislitelné.

s 2t MUY

w € HAMPATH < f(w) € 2-HAMPATH

,=": Predpokladejme, ze w = (G, s,t) € HAMPATH. G tedy obsahuje hamiltonovskou
cestu z s do t. V nasem modifikovaném grafu G’ jsou tuseky cesty z vrcholu s’ po vrchol
v; a z vg po vrchol ¢ stejné jako hamiltonovska cesta mezi vrcholy s, v a vrcholy v, t
v pivodnim grafu. Usek cesty mezi vrcholy v; a vy vSak mozno projit dvéma riiznymi
zpusoby. MuZzeme nejdiive navstivit vrchol v, nebo vrchol v a v obou cestach pokryt
v8echny vrcholy grafu G'. Nutné tedy plati, Ze graf G’ obsahuje alespon dvé hamiltonovské
cesty z s do t':

LT T T SV S TV S
s —= .. v U3 =V v ...t

Tedy jisté plati: f(w) = (G',¢',t') € 2-HAMPATH.

,<": Dokézeme obménu implikace, tedy: w ¢ HAMPATH = f(w) ¢ 2-HAMPATH
Mohou nastat dva pfipady, pro¢ w ¢ HAMPATH:

1. w nepopisuje trojici (G, s,t), kde G je graf a s,t € G. Pak ale f(w) = (G, s, )
urcité nemuze obsahovat dvé hamiltonovské cesty, protoZze vrcholy s’ a t' mezi sebou
nemaji zadnou hranu.

2. w = (G, s,t), ale mezi vrcholy s a ¢t neni hamiltonovska cesta. Popsanou transformaci
grafu vSak nemiize vzniknout ani jedna hamiltonovska cesta, natoz dvé, protoze
modifikujeme jenom jeden vrchol a nepridavame tak zaddné hrany mezi pivodnimi
vrcholy grafu.
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Dokézali jsme tedy, ze problém HAMPATH umime zredukovat na problém 2-HAMPATH,
z ¢ehoz plyne, ze 2-HAMPATH je NP-tézky.

Bonus [1 bod] Abychom dokazali, ze problém 2-HAMPATH je NP-tuplny, musime
ukazat, ze 2-HAMPATH € NP. Podobné jako v dikazu piislusnosti HAMPATH do tiidy
NP, i tady mizeme argumentovat tim, Zze obé cesty lze uhodnout v polynomialnim poctu
krokii. V polynomidlnim pocétu kroku lze také zkontrolovat, Ze tyto dvé cesty jsou riizné,
tedy ovérit, ze se lisf alespon v jedné hrané. Problém 2-HAMPATH tedy néalezi do t¥idy
NP a jelikoz na néj umime redukovat vSechny problémy tridy NP, je také NP-tplny.

Bonus [1 bod] Dukaz, ze jazyk k-HAMPATH je NP-tézky je velice podobny jako
pro problém 2-HAMPATH. Misto transformace libovolného vrcholu v na ¢tyfi jej vSak
nahradime k + 2 vrcholy. Modifikace vypada nasledovné:

Jestli puvodni graf G obsahoval hamiltonovskou cestu, graf G’ bude obsahovat nejméné
k hamiltonovskych cest. Cést cesty z s' po vin, Tesp. z Uow po t, je stejna jako cesta v
pivodnim grafu z s do v, resp. z v do t. k riznych cest mezi vrcholy vy, a v, o délce
k + 2 vypadé nasledovné:

Vin —> Vi —> Vig1 =7 oo 7 UV —> V1 — oo =2 Vi1 = Uout

V pripadé, ze puvodni graf G Zaddnou hamiltonovsku cestu mezi vrcholy s a t neobsahoval,
modifikaci Zadna nova hamiltonovski cesta mezi vrcholy s’ a t' v grafu G’ vzniknout
nemohla (stejné jako u 2-HAMPATH ), tedy (G', s/, t') ¢ k-HAMPATH.

Prislusnost do tfidy NP je také ziejma — uhodneme k& hamiltonovskych cest z s do ¢ a
nésledné ovérime, ze zadné dvé cesty nejsou stejné. Ve zvladneme v polynomialnim poctu
kroku vzhledem k velikosti grafu G. Problém k-HAMPATH je tedy i NP-tplny.



