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2. |2 body| Necht L je libovolny jazyk nad libovolnou abecedou X. O nésledujicich
tvrzenich rozhodnéte, zda jsou pravdiva, a sva rozhodnuti zdtivodnéte:

a) L <, TQBF = L e PSPACE
b) NTIME(5n%) C SPACE(n®)

c) coNP C PSPACE

d) L € SPACE(2") = L¢P

Bonus [1 bod] Déle rozhodnéte platnost nasledujiciho tvrzeni a své rozhodnuti zdi-

vodnéte:
L <, TQBF = L je PSPACE-tuplny

a) L <, TQBF = L € PSPACE plati.

Dikaz. TQBF je PSPACE-uplny, tedy libovolny jazyk, ktery se polynomialné redukuje
na TQBF, je ve tfide PSPACE. Konkrétné ukazeme, ze pro libovolny problém, ktery se
polynomialné redukuje na PSPACE, dokdzeme vytvorit Turingtv stroj s polynomialni
prostorovou slozitosti.

Necht M/ je Turingiv stroj pocitajici polynomidlni redukeci f z L na TQBF a necht
Mrqpr je TS rozhodujici TQBF s polynomialni prostorovou slozitosti (takové stoje
jisté existuji z predpokladu implikace a z TQBF € PSPACE).

Vytvorime Turinguv stroj M rozhodujici jazyk L (L = L(M})) s polynomiélni pro-
storovou slozitosti takovy, Ze nejprve redukuje sviij vstup pomoci f na odpovidajici
vstup pro TQBF a néasledné spusti stroj pro TQBF. Turinguv stroj M bude pro
libovolné w € ¥* (kde ¥ je abeceda jazyka L) pracovat takto:

1. spust vypocet M nad vstupem w (tim ziskdme na péasce f(w))

2. vrat se na zacCatek pasky

3. spust nad paskou Mrqpr (a vrat jeho vysledek)

Tento stroj bézi v deterministickém polynomiélnim prostoru, protoze:
e f je totalné vy¢islitelna v polynomiélnim ¢ase (vzhledem k |w]), a tedy nemuze
popsat vice nez polynomialné mnoho policek pasky a musi skoncit
e Mrqgpr béZi v polynomialnim prostoru k délce |f(w)]

Tedy celkové dostavame polynomialni slozitost (pokud O(ps(n)) je ¢asova slozitost
vypoctu f a O(prqer(n)) je prostorova slozitost TQBF, pak prostorova slozitost L je

v O(praer(pf(n)))). -



IB102 — dkol 11, priklad 2 — reSeni Odevzdani: 15.12.2014

Vypracoval(a): UCO:
Skupina:

b) NTIME(5n®) C SPACE(n®) plati.

Diikaz.

NTIME(5n%) = NTIME(n®) C NSPACE(n®) C SPACE(n®) C SPACE(n®)

Dokazeme zvlast jednotlivé vztahy:

NTIME(5n%) = NTIME(n?) plati z toho, Ze t¥ida NTIME je definovana pres
asymptotickou sloZitost, a 7ze 5n3 € O(n?),

NTIME(n?) C NSPACE(n?) plati, protoze libovolny nedeterministicky TS s ¢aso-
vou slozitosti O(n?) mize udélat nejvyse O(n?) kroki, a tedy miize pouZit nejvyse
O(n?) politek pasky,

NSPACE(n?*) C SPACE(n®) ze Savitchovy véty (prednaska 12, slide 22),
SPACE(n®) C SPACE(n®) z asymptotické slozitosti (n® € O(n?)). O

c) coNP C PSPACE plati.

Diikaz. Ukazeme, Ze plati ekvivalentni tvrzeni:

L € coNP = L € PSPACE

Tedy, ze libovolny jazyk, ktery je v coNP, je i v PSPACE. To dokadZzeme postupné s
mezikroky:

L € coNP = co—L € NP = co—L € NPSPACE
= co—L € PSPACE = L € PSPACE

Dtukazy jednotlivych mezikrok:

L € coNP = co—L € NP z definice tf¥idy coNP = {co—L | L € NP},

co—L € NP = co—L € NPSPACE, opét ze vztahu mezi ¢asovymi a prostoro-
vymi t¥idami, podobné jako v ¢asti b).

co—L € NPSPACE = co—L € PSPACE ze Savitchovy véty, pfimo uvedeno na
prednésce 12, slide 24.

co—L € PSPACE = L € PSPACE z toho, ze PSPACE je uzaviena na doplnék
(u deterministickych sloZitostnich t¥id staci jen prohodit akceptujici a zamitaci
stav). O

d) L € SPACE(2") = L ¢ P neplati.

Diikaz. Jako protipiiklad staci uvést L = (), pak jisté L € SPACE(2") A L € P, protoze
L 1ze rozpoznat v konstantnim ¢ase i prostoru pomoci TS, ktery vzdy ihned prejde do
zamitaciho stavu. []
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Bonus: L <, TQBF = L je PSPACE-uplny neplati.

Diikaz. Protiptikladem budiz L = (. Sestrojime polynomialni redukei () <, TQBF. Staci
aby redukéni funkce f vracela konstantné kod libovolné nepravdivé kvantifikované formule,
napiiklad:

flw) = (Va(z A —x)).

Tato funkce je jisté totalné vycislitelna v polynomiélnim ¢ase, protoze se jedna o
konstantni funkci.

Tedy predpoklad implikace plati, aviak zavér neplati, () neni PSPACE-tplny problém.
Pak by se na néj musel redukovat libovolny problém v PSPACE, coz neplati. To mizeme
dokazat tak, ze ukazeme

TQBF £, 0.
TQBF se neredukuje na na (), protoZze neexistuje funkce f takova, ze

€ TQBF = f(z) €0,

a to z toho duvodu, Ze jisté existuje slovo, které patii do TQBF, ale zadné slovo nepatii
do (. Tedy takova redukce neexistuje, a proto neplati, Ze () je PSPACE-uplny. O



