Formalni jazyk
abeceda - slovo - jazyk

Abeceda je libovolna kone¢na mnozina.

Prvky abecedy nazyvame znaky / pismena / symboly.
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Slovo (fetézec) nad abecedou X je libovolna konecna posloupnost znakd
této abecedy.

Prazdné posloupnosti znakl odpovida prazdné slovo, oznacované e.
Pocet ¢lenl posloupnosti v znacime |v| a nazyvame délkou slova.

Pocet vyskytu znaku a ve slové v znaCime #;(v).
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Jazyk nad abecedou ¥ je libovolnd mnozina slov nad .

MnozZinu vSech slov nad abecedou X znalime ¥*,
mnozinu v8ech neprazdnych slov .

Jazyky nad ¥ jsou tedy pravé podmnoziny >*.
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Operace a relace nad slovy

Binarni operace zretézeni, oznacovana -, ktera je definovana predpisem:
u.v =uv

Operace zfetézeni je asociativni, tj. u.(v.w) = (u.v).w pro libovolna slova
u, v, w.

e se chova jako jednotkovy prvek, tj. u.e = .u = u pro libovolné slovo u.
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Slovo u je podslovem slova v, jestlize existuji slova x, y takova, Ze
vV =Xx.U.y.

Pokud navic x = ¢, fikame Ze slovo u je pfedponou (prefixem) slova v,
coz znac¢ime u < v. Je-li y = ¢, nazveme u pfriponou (sufixem) slova v.
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Unarni operace i-té mocniny slova, ktera je definovand induktivné pro
kazdé i € Ny takto: necht I je libovolna abeceda, u libovolné slovo nad
abecedou ¥. Pak

Bl =c

m Ut =y
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Operace nad jazyky

Necht L je jazyk nad abecedou ¥, K je jazyk nad abecedou A.
Vysledkem je vzdy jazyk nad abecedou X U A.

m Standardni mnozinové operace sjednoceni (U), prinik (N) a
rozdil (~.).

m Zretézenim jazykl La K je jazyk LK ={u.v|u e L,v € K}.

Plati §.L.=L0=0 a {e}.L=L{e}=L

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 15.9.2014 7/26



m /-td mocnina jazyka L definovana induktivné pro i € Ny:

L% = {e}
L+t = L]
0° = {e}

0" = ¢ pro libovolné j € N
{e} = {e} pro libovoIné j € Ny
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m lterace jazyka L je jazyk L* = [J72, L.

0* = {e}

m Pozitivni iterace jazyka L je jazyk L+ = [J7°, L.

0t =0.
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m Doplnék jazyka L je jazyk co—L = X* \ L.

m Zrcadlovym obrazem slova w = a; ... a, nazyvame slovo
wl =a,...a (1 =9).

Zrcadlovy obraz jazyka L definujeme L = {w" | w ¢ L}.
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Necht £ je tfida jazykll a o je n-arni operace na jazycich. Rekneme, Ze £
je uzaviena na o, pokud pro libovolné jazyky Li,..., L, patfici do £ plati,
ze také jazyk o(Ly, ..., Lp) patfi do L.
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Aplikace
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Konecna reprezentace jazyka

m potieba konec€né reprezentace

m co je konecna reprezentace

m automaty a gramatiky

m existuje kone¢na reprezentace pro kazdy jazyk?

m jaké vlastnosti maji jazyky, které jsou kone¢né reprezentovatelné?
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Gramatika

Gramatika je popis jazyka pomoci pravidel, podle kterych se vytvareji
vSechna slova daného jazyka.

<véta> — <podmeétna ¢ast><prisudkova cast>
<podmétna ¢ast> — <podstatné jméno>
<podstatné jméno> — JANA

<pfisudkova ¢ast> — <sloveso><predmétova Cast>
<sloveso> — CTE

<predmétova ¢ast> — <podstatné jméno>
<podstatné jméno> — KNIHU

Zadani syntaxe vy$Sich programovacich jazyki — Backus-Naurova
normalni forma (BNF)
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Definice. Gramatika g je Ctvefice (N, X, P, S), kde

m N je neprazdna kone¢na mnozina neterminalnich symbolu
(stru€néji neterminalq),

m Y je koneCna mnozina terminalnich symbolu (terminalt) takova,

Zze NN X = (. MnoZinu vSech symboll gramatiky definujeme jako
V=NUZL,

m P C V*NV* x V* je kone€na mnozina pravidel. Pravidlo («, )
obvykle zapisujeme ve tvaru a — 3 (a ¢teme jako ,« prepi$ na ),

m S € N je specialni poc¢atecni neterminal (nazyvany také kofen
gramatiky).
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Priklad
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Gramatika G = (N, X, P, S) urCuje
m relaci =g pfimého odvozeni na mnoziné V*

v =¢ 0 prave kdyz existuje pravidlo o« — 3 € P aslovan,o € V*
takova, ze v = nap a 6 = npo.

Pouziva se i oznaceni krok odvozeni.
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m relaci :k>g odvozeni v k krocich pro k € Ny
:0>g je identicka relace

k41 k
=g = =go=g
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. <k . C o .
m relaci = ¢ odvozeni v nejvyse k krocich pro k € Ny

e U

| relaci :>§ odvozeni a relaci :>§ netrivialniho odvozeni

U/\

o0

[oe)
i + i
U =g =4 = L5

Relace = je reflexivni a tranzitivni uzaver relace =g.
Relace :>ér je tranzitivni uzaveér relace =.
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Vétna forma gramatiky G je kazdy fetéz z mnoziny V*, ktery Ize odvodit
z pocate¢niho neterminalu gramatiky.

Véta gramatiky G je kazda vétna forma, ktera obsahuje pouze terminaly.

Jazyk generovany gramatikou G je mnozina L(G) v8ech vét gramatiky

L(G) ={weX"|S=;w}

Gramatiky G1 a G» nazveme jazykoveé ekvivalentni, prave kdyz generuiji
tentyz jazyk, tj. L(Gs) = L(Gz).
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Konvence

IB102 Automaty, gramatiky a sloZitost, 15.9.2014 21/26



Priklad
g = ({Sv X}a{aa b}> P? S)

P={S — abS
S — bX
bbX — babS
bbX — ¢ }
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Priklad
g = ({Sv X}a{aa b}> P? S)

P={S — abS
S — bX
bbX — babS
bbX — ¢ }
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Chomského hierarchie gramatik

Klasifikace gramatik podle tvaru pfepisovacich pravidel:

typ O pravidla v obecném tvaru (frazové gramatiky)

typ 1 pro kazdé pravidlo o — g plati |«| < |5| s eventuelni
vyjimkou pravidla S — ¢, pokud se S nevyskytuje na pravé
strané zadného pravidla (kontextové gramatiky)

typ 2 kazdé pravidlo je tvaru A — «, kde |a| > 1, s eventuelni
vyjimkou pravidla S — ¢, pokud se S nevyskytuje na pravé
strané Zadného pravidla
(bezkontextové gramatiky (bez =-pravidel))

typ 3 kazdé pravidlo je tvaru A — aB nebo A — a s eventuelni
vyjimkou pravidla S — ¢, pokud se S nevyskytuje na pravé
strané zadného pravidla (regularni gramatiky)
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Chomskeého hierarchie jazykl
Hierarchie gramatik urCuje hierarchii jazyku.
Jazyk L je typu 0 (rekursivné spocetny), pokud existuje gramatika G
typu 0 takova, ze L(G) = L.
Analogicky: kontextovy, bezkontextovy, regularni
Lo tfida vSech rekursivné spocetnych jazyku
L4 tfida vSech kontextovych jazyku

Lo tfida vSech bezkontextovych jazyki
L4 tfida vSech regularnich jazyku

LoD L1DLDLs

= = =

(Dokazeme pozdeji.)
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Veéta. Nad abecedou {a} existuje jazyk, ktery neni typu 0.

Dukaz.

Mnozina vSech slov nad abecedou {a} je spocetné nekonecna.
Mnozina vSech jazykl nad touto abecedou mé proto mohutnost 2%
(je tedy nespocetna).

Gramatik typu 0 nad abecedou {a} je pouze spoCetné mnoho:

m bud M libovolna, ale pevné zvolena spocetna mnozina
m b.0.n.o. kazda gramatika ma neterminaly z M

m kazd4 gramatika je slovo nad abecedou
MU {a7 —>757£a2aiai71}

m vSech slov délky / nad touto abecedou je N{) =Ngprolib.ieN

m vSech slov nad touto abecedou je tedy spocetné mnoho
(sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnoZzin je spocetné) O
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