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0 Obycajné diferencialne rovnice prvého radu — opakovanie
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Zakladné pojmy

Nech F' : M C R® — R je dana funkcia. Rovnica

d
F(z,y,y') =0, kde = —, 1
(@,9,9") g (1)
sa nazyva obycajna diferencialna rovnica prvého radu. Riesenie (integral)
rovnice (1) je kazda funkcia y = p(z), ktora ma derivaciu na intervale Z C R a
pre Vx € Z plati

[z, (), @] CM a  F(z,0(x),¢ (@) =0.

Graf funkcie y = o(z), t.j., mnozina {[z,y] CR? |z € Z, y = ¢(x)}, sa
nazyva integralna krivka rovnice (1). V pripade, ak je mozné upravit rovnicu
(1) na tvar

y' = f(@,y), (2)
kde f : D C R? — R je funkcia, rovnica (2) sa nazyva ODR I. radu rozriesena
vzhladom na derivaciu. Rovnica (1) sa nazyva nerozriesena vzhladom na
derivaciu.
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Zaciatoéna (Cauchyho) tloha (problém) — hladame riesenie y = ¢(x)
rovnice (2), ktorého integralna krivka prechadza pevne zvolenym bodom
[l’o,y()] e D, t.j.,

v = f(z,9), y(xo) = vo. ®3)
Riesenie dlohy (3) sa nazyva partikularne riesenie rovnice (2).

Vseobecné riesenie rovnice (2) — funkcia y = ¢(z, C') zavisla na jednom
redlnom parametre C, pomocou ktorej mozno vhodnou volbou C ziskat
rieSenie kazdej alohy (3) (t.j., pre kazdd volbu [zo,yo] € D).

@ Uplné (maximalne) riesenie — problém predlZzovania rieseni alohy (3).

@ Singularne riesenie — porusena jednoznaénost alohy (3) v kazdom bode

integralnej krivky.
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Priklad 1

Funkcia y = Cx je vieobecné riesenie uvedenej rovnice na intervaloch (—oo, 0)
a (0,00). Kazda zaciatocna tloha

y ==, yl@) =10
totiz splha zo # 0 a funkcia y = Cox pre Co = yo /o je jej riesenim na

(—00,0) a (0,00). Zaroven je to jediné a aplné riesenie tejto zaciatocnej alohy
na intervaloch (—o0,0) a (0, c0).
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Priklad 2

Yy =-y.
Funkcia y = (z 4+ C) ! je pre kazdé C € R jedinym a tplnym riesenim uvedene;j
rovnice na intervaloch (—oo, —C') a (—C, o0), avsak nie je to vseobecné
rieSenie tejto rovnice, pretoze nevyCerpava napr. riesenie zaciatocnej Glohy

y =-y y()=o0.

Téato zaciatocna tloha ma jediné a plné riesenie y = 0 na celej realnej osi.

Priklad 3

2
y'=3y3, y(0)=0.
Funkcie y = 0 a y = 2> st dve rézne plné rieSenia tejto zaciatoénej tlohy.
RieSenie y = 0 je zaroven singularnym riesenim danej rovnice.
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Veta 1 (Existencia a jednoznacnost rieseni)

Nech D C R? je oblast a [xo,y0] € D je dany bod. Uvazujme zaciatocnii tilohu

y' = f(z,9), y(@o) = yo. (4)
kde funkcia f je definovana na D. Plati:

Q Ak f je spojitd na D, potom existuje interval Z a funkcia ¢ tak, Ze
y = () je riesenie tlohy (4) na T.

Q Ak naviac i 0f /0y je spojitd na D, potom pre kazdé riesenie y = ¥ (x)
ulohy (4) definované na intervale J plati

Y(z) = @(x) preVz e JNZ.
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Niektoré specialne typy ODR I. radu

@ ODR so separovatelnymi premennymi
y' = g(x) h(y). (5)
@ Linearna diferencialna rovnica prvého radu
y' =p(@)y+q(z). (6)
@ Bernoulliho diferencialna rovnica
y =p@)y+a(x)y", keR\{0,1}. (7)

@ Exaktna diferencialna rovnica

OM _ ON

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0, Dy - oz (8)
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Definicia a zakladné pojmy

Nech n € N. Siabor rovnic

Z’ll = an(t) xr1 + a12(t) T+ -+ aln(t) Tn + bl(t)7
az1(t) x1 + a2 (t) xa + - - - + a2n(t) Tn + ba(t),

/
1)

(9)

Ty, = an1(t) 21 + an2(t) T2 + - + ann(t) Tn + ba(t),

kde a;; a b;, i,5 =1,--- ,n si redlne funkcie definované a spojité na redlnom
intervale Z (pripstame aj Z = (—00,00)) a znak ' znamena d/d¢, sa nazyva
systém linearnych diferencialnych rovnic I. radu. Ak b; = 0 na Z pre kazdé
t=1,---,n, systém (9) sa nazyva homogénny. V opaénom pripade, t.j.,

b; #Z 0 pre aspon jedno i = 1,--- ,n, hovorime o nehomogénnom systéme.
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Zavedenim oznacenia
a11(t) te aln(t) bl(t) T
A(t) = , b(t) = , mi=| o (10)
ani(t) -+ ann(t) bn(t) Tn

moézeme systém (9) prepisat do tzv. vektorového tvaru
z' = A(t) z + b(t). (11)

Zobrazenia t — A(t), t — b(t) a t — x(t) sa nazyvaji maticova (radu n) a
vektorové (n-vektorové) funkcie na intervale Z. Platia pre ne vsetky zname
vlastnosti matic a vektorov. Limity, spojitost, derivovanie a integrovanie sa
realizuji vzdy po jednotlivych maticovych prvkoch, resp. vektorovych zlozkach.
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Systém (11) sa nazyva homogénny, ak b(t) = 0 na Z. V opaénom pripade je
systém (11) nehomogénny a rovnica

' =Al)x
sa nazyva pridruzeny homogénny systém k nehomogénnemu systému (11).
Riesenim systému (11) rozumieme kazd n-vektorovi funkciu
o(t) = (e1(t), -+, en(®)”
definovant a diferencovatelnt na J C Z, ktora spliia rovnicu (11) na J, tj.,
©'(t) = A(t) p(t) + b(t), Vte J.
Zaciatoéna (Cauchyho) tloha
T =A@)x+b(t), z(to) =, (12)

kde to € T je pevny bod a np € R™ je pevny vektor. RieSenie alohy (12) sa
nazyva aj partikularne riesenie.
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Existencia a jednoznacnost rieseni

Lema 1

Nech maticova funkcia A a vektorova funkcia b sii definované a spojité na
intervale Z. Potom funkcia ¢ je riesenie zaciatocnej dlohy (12) na celom T
prave vtedy ked’

o(t) =n+ /t [A(s) p(s) + b(s)]ds pre kazdét € T. (13)

to

Poznamka 1

| A\

Lema 1 vyjadruje ekvivalenciu medzi Glohou (12) a integralnou rovnicou (13).
Staci sa preto obmedzit na vySetrovanie rovnice (13).

A\
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Dékaz Lemy 1.

Nech t € Z. Ak ¢ je riesenie tlohy (12), t.j. plati
¢(s) = A(5) @(s) +b(s) na T, (14)

potom integraciou oboch stran rovnice (14) od to po ¢ a vyuzitim zaciatocnej
podmienky (o) = 1 ziskame integralnu rovnicu (13), nakol'ko

[ #©as= [ 146 + 5 as,

to to

() — plto) = / [A(3) @(s) + b(s)] ds,
o) =+ [ (Al + ()] ds.

Naopak, nech ¢ je rieSenie rovnice (13). Potom ¢(to) = 1 a funkcia ¢ je
diferencovatelna na Z. Derivovanim oboch stran rovnice (13) podla ¢
dostaneme ¢’ (t) = A(t) (t) + b(t) pre kazdé t € Z. [ |
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Veta 2 (Existencia a globalna jednoznacnost rieseni)

Nech maticova funkcia A a vektorova funkcia b si definované a spojité na
intervale Z. Potom dloha (12), t.j., zaciatoéna dloha

o' = At)z +b(t), x(to) =n

ma pre kazdé to € T an € R™ prave jedno dplné rieSenie, t.j., riesenie, ktoré
existuje na celom Z. Toto rieSenie mozno vyjadrit ako limitu tzv. Picardovej
postupnosti postupnych aproximacii {¢k }5—, kde pre kazdé t € T plati

=0, prn(®=n+ [ (A6 o) +ollds, keNa (19

to

Poznamka 2

| A\

Tvrdenie Vety 2 zostane v platnosti, ak za zaGiatoéna Picardovu aproximaciu
o zoberieme lubovol'ni funkciu definovant a spojitd na Z. Limitna funkcia
postupnosti {¢x }52 nezavisi na vybere funkcie ¢o.
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Dékaz Vety 2 (nacrt).

@ Existencia
Funkcie @i st definované na celom Z pre kazdé k € Ny. Ukazeme, ze
postupnost {¢k }5—o konverguje lokalne rovnomerne (skoro rovnomerne)
na intervale Z. To zarucuje existenciu funkcie ¢, ktora je definovana na
celom T a splha

Jm o (t) = o(t) (16)

klim / [A(s) pr(s) + b(s)]ds = / [A(s) +b(s)]ds (17)
— 00

pre kazdé ¢t € Z. Z rovnosti (16) a (17) vyplyva, ze ¢ riesi integralnu
rovnicu (13) na celom Z. Podla Lemy 1 je potom funkcia ¢ rieSenim
zaCiatocnej dlohy (12) na celom 7.

@ Jednoznacnost
Jednoznacnost riesenia zaciatocnej alohy (12) na intervale Z vyplyva z
Gronwallovej lemy.
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Priklad 4

Zaciato€na aloha
’ 1

xlz—%—&—Qt, 1"2:—7—315, z1(1) =1, z2(1)=2

ma na intervale (0, c0) jediné Gplné rieSenie, pretoze funkcie

a0=(% ). w= (%)

st definované a spojité na celom intervale (0,00) a bod to =1 € (0,00). D4 sa
ukazat, ze hladanym riesenim je dvojica
13 1 13 1

2 13 1 _ g2 18,1
z1(t) =Tt 2t+2t’ z2(t) 5t+2t—|—2t, t € (0,00).
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Poznamka 3

Picardova metéda postupnych aproximacii umozhuje podla Vety 2 hladat
rieSenie ¢ zaciatocnej alohy (12) ako limitu postupnosti {pr}izq. Ak
zavedieme funkcie Ay pre k € Ny predpisom

Ag(t) == pr+1(t) —px(t), teT,

potom je mozné rieSenie ¢ vyjadrit v tvare nekonecného radu
o(t)=> Ax(t), tel. (18)

Nekonecny funkcionalny rad (18) konverguje lokalne rovnomerne na intervale
Z. Podla Vety 2 funkcie Ay, spliaji pre kazdé t € 7

Ao(t) =n+ /tt b(s)ds, Apti(t) = /tt A(s) Ar(s)ds, keNg. (19)
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Priklad 5

Uvazujme homogénnu zaciato¢nl Glohu
¢ = Az, z(0)=(0,1)T

na intervale Z = (—o0,00), kde A je redlna konstantna matica

0 1
A= (5 0)
Podla Poznamky 3 s b(t) =0 na Z, to = 0 a n = (0,1)” pre funkcie Ay, plati

t
Adﬂz(%, Aﬂmﬂ:A/ﬂM@m& keNo, teT.
0

Pomocou matematickej indukcie vzhladom na index & mozno ukazat

Ag(t) = ﬁ

—kwM% keNo, tel.
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Priklad 5

Postupnost matic {A*}£2 , je periodicka s najmen3ou periédou 4, nakol'ko

0 _ 1 2 (=1 0Y)_ 3_ (0 =1\ _
PR L N P (I P

Preto pre kazdé | € Ny plati
AN pAHl o4 A2 g qaH3 g
Riesenie ¢ zaCiatocnej Glohy potom bude mat podla (18) pre kazdé ¢ € Z tvar

- _1m 2m - _1m 2m+1
p(t)-(Z (2773)!15 )ﬁ"*‘(Z%t +>A77

m=0 m=0

— () (2) o (i) (_01 é) (g) _ (zg;i) .

—
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Homogénny systém

Nech n € N. Uvazujme homogénny systém linearnych diferencialnych rovnic
y' = A(t)y, (20)

kde A je maticova funkcia radu n definovana a spojita na intervale Z. Ak z; a
y2 st dve (Gplné) riesenia systému (20) a c1, c2 st [ubovolné realne konstanty,
potom aj funkcia y = c1y1 + c2y2 je (Gplnym) riesenim rovnice (20), nakolko

y' = (ciy1 + cay2)’ = eyl + coys = c1Ayr + coAys = A(ciyr + cayo) = Ay

na celom intervale Z. Tato vlastnost je klaova pri skimani struktary mnoziny
vietkych rieSeni systému (20).

Veta 3 (Struktira mnoziny rieseni)

Mnozina vsetkych rieseni rovnice (20) na intervale Z tvori linearny (vektorovy)
priestor nad telesom realnych Cisiel.
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Linearna zavislost a nezavislost funkcii |

Definicia 1

Nech k € N a nech y1, y2, ..., yx st funkcie definované na nedegenerovanom
intervale Z. Povieme, ze funkcie y1, y2, ..., yx sG linearne zavislé na Z, ak
existuje nenulova k-tica realnych konstant (ci, ca, ..., cx) tak, ze plati

c1yr (t) + coy2(t) + - - + cryr(t) = 0 pre kazdé t € Z.

V opacnom pripade sa funkcie y1, y2, ..., yr nazyvaja linearne nezavislé na Z.

| A

Priklad 6
Ukazeme, ze 2—vektoré funkcie
yi(t) = (07, w(t) =07, ys@) ="

st linedrne nezavislé na kazdom nedegenerovanom realnom intervale. Nech Z je
takyto interval a nech c¢i,c2,c3 € R splhaju ciyi + c2y2 + csys =0 na Z, t.j.,

o
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Linearna zavislost a nezavislost funkcii |l

Priklad 6

t i t3 .
el + co ¢ + c3 ¢ =0 prekazdéteZ.

Trojnasobnym derivovanim poslednej rovnosti podla premennej ¢ dostaneme

03((6)):0:>63:0.

Podobne, dvojnasobné derivovanie uvedenej rovnosti spolu s c3 = 0 implikuje

2
CQ(O):O:CQZO.

Teda ¢1(t,t)” = 0 na Z, z oho mame i ¢; = 0. Preto s funkcie y1, y2 a y3
linedrne nezavislé na intervale 7.
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Linedrna zavislost a nezavislost rieseni

V pripade rieSeni systému (20) sa vySetrovanie linearnej zavislosti, resp.
nezavislosti prevadza na problém linedrnej zavislosti, resp. nezavislosti
n-rozmernych realnych vektorov.

Veta 4 (Linearna zavislost rieseni)

Nech k € N a nech yi, y2, ..., yr st uplné riesenia systému (20). Potom
funkcie y1, Y2, ..., Yr st linedrne zavislé na T prave vtedy, ked aspon pre
Jedno to € T sa vektory yi(to), y2(to), - .., yk(to) € R™ linedrne zavislé.
i
ookp. ...
Implikacia = plati trivialne podla Definicie 1. Naopak, nech pre to € Z st
vektory y1(to), y2(to), - - -, yx(to) linearne zavislé. Teda existuje nenulova
k-tica (c1, co, ..., cx) tak, ze c1y1(to) + coya(to) + - - - + cryx(to) = 0.
Funkcia y := c1y1 + cay2 + - - - + cxyx je rieSenim rovnice (20) a y(to) =0. Z

jednoznacnosti rieseni podla Vety 2 mame y(t) = 0 na celom Z, €o nasledne

znamena, ze funkcie y1, y2, ..., yr sa linedrne zavislé na Z. ]
.




Homogénny systém

Désledok 1 (Dimenzia priestoru rieseni)

Mnozina rieseni rovnice (20) na intervale Z tvori linedrny priestor dimenzie n.

Dékaz.

| A\

Z Vety 4 vieme, ze dimenzia priestoru rieSeni je najviac n, pretoze priestor R™
je n-dimenzionalny. Na druhej strane, tato dimenzia je aspon n. Vyplyva to z

nasledujicej avahy. Nech {e, ..., en} je kanonicka baza priestoru R™ a nech

to € Z. Podla Vety 2 existuja Gplné riesenia y1, y2, ..., Yn systému (20) s
yi(to):ei, 1:1,~-~,n.

Nakolko vektory y1 (o), y2(to), - - -, yn(to) st linedrne nezavislé, podla Vety 4

riesenia y1, Y2, ..., Yn Su linedrne nezavislé na Z. |

4




Homogénny systém

Fundamentalny systém rieseni

Definicia 2 (Fundamentalny systém rieseni)

Lubovolna baza priestoru vsetkych rieSeni rovnice (20) sa nazyva
fundamentalny systém rieseni rovnice (20).

Ak y1, Y2, - .., Yn je nejaky fundamentalny systém rieSeni rovnice (20), potom
pre kazdé rieSenie y sa da vyjadrit v tvare

y=ciy1 +cy2+---+cuyn nal, (21)
pre vhodné konstanty ci, ¢z, ..., ¢, € R. Naopak, kazda linearna kombinacia
rieseni Y1, Y2, ..., Yn je zrejme opat riesenim systému (20). RieSenie (21) sa

preto nazyva vseobecné riesenie rovnice (20).
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Priklad 7
Uvazujme systém
, (0 -1
Yy = _% 0 Y

na intervale Z = (0, 00). Dosadenim sa lahko ukaze, Ze 2-vektorové funkcie

1 1\"
=607 wo=(7.7)
st Gplné riesenia tohto systému. Naviac, funkcie y1 a y2 st linedrne nezavislé,
pretoze napr. vektory y1(1) = (1, —1)T a y2(1) = (1,1)T st linearne nezavislé.
Preto y1 a y2 tvoria fundamentalny systém rieseni danej rovnice a jej vieobecné
riesenie ma pre kazdé t € 7 tvar

c2
Clt+ ?

y(t) = aaya(t) + coy2(t) = o | cneER
—cit + ?
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Spolu s vektorovou rovnicou (20) sa sii€asne uvazuje aj maticova rovnica
Y = AR)Y, tez, (22)

kde nezama Y je maticova funkcia radu n. Ak Y je maticové rieSenie rovnice
(22) na Z a C € R™*™ je konstantna matica, potom funkcia Y'C je riesenim
rovnice (22) na Z, nakolko plati

(YO) =Y'C=AYC = A(YC) nalZ.

Podobne, pre kazdy konstantny vektor n € R™ je funkcia Y'n rieSenim rovnice
(20). Obzvlast, kazdy stlpec matice Y je rieenim systému (20). Maticové
riesenie Y sa nazyva fundamentalne riesenie systému (22) (resp. fundamentalna
matica systému (20)), ak stlpce matice Y tvoria fundamentalny systém rieseni
rovnice (20), t.j., st linedrne nezavislé na intervale Z. Preto rieSenie Y rovnice
(22) je fundamentalne riesenie prave vtedy, ked det Y (¢) # O pre kazdé t € 7.
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Veta 5 (Liouvilleov-Jacobiho vzorec)

Nech Y je maticové rieSenie rovnice (22) na intervale T a nech to € T.
Oznaéme A(t) = (as;(t)). Potom pre kazdé t € T plati

det Y (t) = det Y (o) exp </tt Tr A(s) ds> , (23)

kde Tr A(s) = a11(s) + a22(s) + - - - + ann(s) je stopa matice A(s).

| A\

Dokaz (nacrt).

Vyuzitim definicie determinantu Stvorcovej matice sa da ukazat, ze funkcia
z = det Y vyhovuje na intervale Z homogénnej LDR prvého radu

2 =TrA(t) .

Riesenim tejto rovnice dostaneme pre funkciu z vyjadrenie v tvrdeni, t.j.,

2(t) = z(to) exp </t:’D"A(s) ds) , tel
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Poznamka 4

Z Liouvilleovho-Jacobiho vzorca vyplyva, ze pre kazdé maticové rieSenie rovnice
(22) plati bud det Y (t) # 0 alebo det Y (t) = 0 pre kazdé t € Z. Preto Y je
fundamentalnym riesenim prave vtedy, ked det Y (to) # 0 aspon pre jedno

to € Z. Okrem toho funkcia

y=Yc, ceR" (24)

je pre kazda fundamentalnu maticu Y vieobecnym rieSenim systému (20) na
intervale Z. Poznamenajme, ze fundamentalna matica systému (20) je uréena
jednoznacéne az na konstantny regularny nasobok sprava. Konkrétne, ak Y je
nejaka fundamentalna matica (20) na Z, potom maticova funkcia Z je tiez
fundamentalnou maticou systému prave vtedy, ked na Z plati

Z =YC, pre nejaka konstantnia Stvorcovi maticu C's det C' # 0.  (25)

i



ODR I. radu  Systém LDR  Homogénny systém Nehomogénny systém Rovnice vyssich radov  Systémy s konstantnymi koefi

Obsah

0 Nehomogénny systém linearnych diferencialnych rovnic



yssich radov  Systémy s konstantnymi koef

ODR I. radu  Systém LDR  Homogénny systém Nehomogénny systém Rovnic

Nehomogénny systém

Budeme skamat vseobecny, nehomogénny systém (11), t.j.,
z' = A(t) z + b(t),

kde A je maticova funkcia radu n a b je n-vektorova funkcia, obe definované a
spojité na intervale Z.

Veta 6 (Struktara rieseni nehomogénneho systému)

Nech Y je iplné fundamentalne riesenie rovnice Y' = A(t)Y a nech x¢ je
nejaké riesenie nehomogénneho systému (11) na Z. Potom vektorova funkcia x
Je aplné riesenie rovnice (11) prave vtedy, ked pre nejaké c € R™ plati

z(t) =Y (t)c+zo(t) pre kazdét € T. (26)
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Dékaz Vety 6.

Dosadenim do (11) sa lahko overi, ze pre kazdy konstantny n-vektor ¢ je
funkcia z v (26) rieSenim rovnice (11), pretoze

o =Y'c+ao=AYc+Azg+b=AYc+z0)+b=Axz+b nalZ.

Naopak, nech z je tplné riesenie systému (11). Potom funkcia  — xo splha
rovnicu (20), nakolko

(x —m0) =2’ —20 = Az +b— Azo — b= A(x — x0) naZ.

Podla rovnosti (21) v Poznamke 4 preto existuje ¢ € R" tak, ze z — o = Y¢
na celom Z. Teda riesenie x = Yc¢ + xo ma tvar (26). [ |

Poznamka 5

| A\

Z Vety 6 vyplyva vyznamné pozorovanie o vseobecnom rieseni rovnice (11):

vseobecné rieSenie) vseobecné riesenie partikularne riesenie
nehom. systému / — \ pridruz. hom. systému nehom. systému /°
~
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Metdda variacie konstant

Na najdenie partikularneho riesenia systému (11) sa vyuziva metéda variacie
konstant. Nech z je Gplné rieSenie zaéiatocnej tlohy (12) na intervale Z, t.j.,

o' = A(t)z +b(t), w(to) =,

pre pevné to € Z a n € R". Pre dant fundamentalnu maticu Y pridruzeného
homogénneho systému (20) uvazujme vektorovii funkciu ¢ := Y '2. Zrejme c
je definovana a diferencovatelna na celom Z a plati

o(t) = Y(t)e(t), tel.

Po dosadeni tohto vyjadrenia rieSenia = do systému (11) a Gpravach dostaneme
t
() =Y 1) b(t) = c(t) = c(to) +/ Y~ '(s)b(s)ds, te.
to

Hodnotu c(to) uréime pomocou zaciato¢nej podmienky z(to) = 7, konkrétne

C(to) = Yﬁl(to) .
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Veta 7 (Metdda variacie konstant)

Zaciatocna dloha (12) ma jediné dplné riesenie tvaru
25
z(t) =Y ()Y (to)n + Y(t)/ Y '(s)b(s)ds, prekazdétcZ, (27)
to
kde Y je lubovolna fundamentalna matica homogénneho systému (20).

Poznamka 6

| A\

Vsimnime si, Ze vo vzorci (27) funkcia zz (t) := Y (t) Y "' (to) n je partikularne
rieSenie homogénneho systému (20) splnajice 2z (to) = 1, kym funkcia

zp(t) = Y(t)/t Y (s)b(s)ds

je partikularne riesenie rovnice (11) s podmienkou zp(to) = 0, ako sa mozno
presvedCit dosadenim. Plati teda © = xy + xp v silade s Poznamkou 5.
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Linearna diferencialna rovnica n-tého radu

Diferencialna rovnica

Y™+ pa1 @)y i)y Fpo(t) y = f(2), (28)

kde f a pi;, t =0, ..., n— 1, sa redlne skalarne funkcie definované a spojité na
intervale Z C R, sa nazyva linearna diferencialna rovnica n-tého radu. Ak

f (&) =0, hovorime o homogénnej LDR n-tého radu, v opaénom pripade sa
jedna o nehomogénnu rovnicu. Pre nehomogénnu rovnicu (28) sa rovnica

Y™ 4P 1)y ()Y +Fpo(t)y =0, (29)

oznac€uje ako pridruzena homogénna rovnica. Lava strana rovnice (28) sa Easto
oznacuje vyrazom Ly, kde L : C*(Z) — C(Z) je linearny diferencialny operator
n-tého radu. (Uplnym) riesenim rovnice Ly = f rozumieme funkciu

¥ € C™(Z), ktora identicky splia rovnicu (28) na intervale Z. Zaciatoéna
(Cauchyho) aloha (probléem)

I—y = f7 y(to) =m, y/(to) =2, ... ynil(to) = Tn, (30)

kde to € Z je pevny bod a m1, 12, ..., N, € R si dané realne konstanty.
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Prevod na linearny systém |

Veta 8 (Prevod na systém)

Nech 1) je (Gplné) riesenie rovnice (28) a polozme

pr=1, @2=1v, ..., en=9 "L
Potom n-vektorova funkcia ¢ = (1, - .., @n)T je (Gplnym) riesenim systému
!
r] = T2,
l‘,g =3,
(31)
/
Tpn—1 = Tn,
zp = —po(t)z1 —p1(t) x2 — -+ — pu_1(t) zn + f(t)
na intervale T. Naopak, pre kazdé (iplné) riesenie ¢ = (¢1, - .., pn)’ systému

(31) na Z je jeho prva zlozka o1 (dplnym) riesenim rovnice (28).
i
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Prevod na linearny systém |l

Veta 8 (Prevod na systém)

Nech to € T an € R™. Potom n-vektorova funkcia o = (1, ..., @n)T je
(Gplné) riesenie systému (31) splhajiice zaciatoéni podmienku

gﬁ(to) =nN= (7717 ) 77n)T

prave vtedy, ked' jeho prvéa zlozka 1 je (iiplné) riesenie rovnice (28) spliiajice
zaciatoéni podmienku

e1(to) =m, ¢i(te) =m2, ..., @1 (to) =1n.

Systém (31) sa da prepisat do vektorového tvaru ' = A(t) z + b, kde

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
Alt) = : ;b)) =

0 0 0 1 0
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Existencia a jednoznacnost rieseni

Veta 9 (Existencia a jednoznacnost rieseni)

Nech f ap;, i =0, ..., n—1, si redlne skalirne funkcie definované a spojité
na intervale T a nechto € Z an1, ..., nn € R st dané. Potom zaciatoéna
iloha (30) ma prave jedno dplné riesenie na celom Z.

| A

Priklad 8

Uvazujme LDR 2. radu na intervale Z = (e, 00) a zaciatoénii podmienku

//+ 1 r 1 _ 2—1Int
Y i —my?! Tead—my Y T i1 —my)

Kedze koeficienty a prava strana rovnice sii funkcie definované a spojité na
intervale Z, podla Vety 9 ma dana zaciato¢na tloha prave jedno Gplné rieSenie
definované na celom intervale Z. Da sa ukazat, ze toto riesenie ma tvar

y(t)=tlnt—t, te (e,00).



nny systém Nehomogénny systém Rovn Systémy s konstal

0 Systémy s konstantnymi koeficientami
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Systémy s konstantnymi koeficientami

Z predchadzajicich vysledkov vyplyva, ze na aplné uréenie mnoziny vietkych
rieseni (vSeobecného riesenia) systému linearnych diferencialnych rovnic I. radu
je nutné a zaroven staci poznat nejakd fundamentalnu maticu pridruzeného
homogénneho systému. Vo vseobecnom pripade je to velmi naroény problém.
Budeme sa blizsie zaoberat pripadom homogénneho systému s konstantnymi

koeficientami, t.j. systémom

y' = Ay, (32)
kde A je konstantna realna matica radu n. Kazdé riesenie systému (32) je
definované na intervale (—oo, c0). Ukazeme, Ze pre systém (32) je mozné
pomerne efektivne urcit vietky jeho fundamentalne riesenia Y/, t.j., maticové
funkcie Y radu n splhajiuce Y’ = AY a det Y (t) # 0 pre kazdé t € (—oo, 00).
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Exponenciala matice

Nech M je komplexna matica radu n. Matica definovana
M -—iiM’“—I+M+1M2+lM3+~~+
C Tt T 2 3!
k=0

1
S M (33)

sa nazyva exponenciala matice M. Nekoneény rad v (33) konverguje absolitne
pre kazdi maticu M, a teda matica €™ je korektne definovana pre kazdé M.

Poznamka 7 (Niektoré vlastnosti exponencialy matice)

Nech M, N st komplexné matice radu n. Potom platia nasledovné tvrdenia.
o =1
_ . . . ) —1
@ eMe ™ =1, tj, matica e" je regularna a (™) =e

@ Ak MN = NM, potom eMeV =eNeM = M+,

—1 _
NMN :NeMN 1_

—M

@ Ak N je regularna, potom e
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Exponenciala matice ako fundamentalne riesenie

Nech A je redlna konstantni matica radu n. Potom exponenciala et je
fundamentalna matica homogénneho systému (32) na (—oo,00).

Maticova funkcia Y (t) = e* je maticovym riesenim systému (32), nakolko

Y = (eAt), = <Z%(At)k> = <I+Z%(At)k> = Z%A%H
k=0 k=1 k=1
— 4 = 1 Ak—lk-1 (k1) 1 A = AeAt — A
= Z(k_l)! t = Zl—!(t)— et = Ay.
k=1 =0

Okrem toho Y (0) = I, podla Poznamky 7. Preto Y (¢) je regularna na celom
intervale (—o0, 00), podla Liouvilleovho-Jacobiho vzorca vo Vete 5. Teda Y (¥)
je fundamentalna matica systému (32) na celom (—o0, 00). [ |

i
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Jordanov kanonicky tvar matice

Veta 11 (Jordanova)

Nech M je komplexna matica radu n. Potom existuje regularna matica P radu
n tak, ze
Jb O --- O
o Ji -~ O
P'MP=| . . - (34)
O O - Jn
Pritom matice Jo € C?*% a J; € C"*™ prei=1, ..., m maji tvar
MO0 S e 1 e
0 X --- 0 a+i
Jo=1|. . N R oL ], (39)
o 0 0 0 - 1
U Aa 0 0 0 - Agus
kde \j pre j =1, ..., g+ m su (nie nutne rézne) vlastné &isla matice M a
platig+mni+ -+ nm = n.
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Matice J;, i = 0, ..., m, sa nazyvaji Jordanove bloky (klietky) matice M a
stlpce matice P sa nazyvaju zovseobecnené vlastné vektory matice M. Blokovo
diagonalna matica

Jo O -~ O
o J, - O

e=|. . 0 (36)
o O - J.

v Jordanovom rozklade (34) je uréena jednoznacne az na poradie Jordanovych
blokov. Matica P nie je urena jednoznacne. Medzi stlpcami matice P a
Jordanovymi blokmi matice @ plati nasledovna korespondencia.

Stipce h1, ..., hy st vlastné vektory matice M odpovedajiice vlastnym
cislam A\, ..., A,
Stipce hginyt-tn;_ 141, - Rgtnyt-tn;_;+n; SO zovseobecnené vlastné

vektory matice M/ odpovedajice vlastnému cislu A\, ., v bloku J; pre
t=1,..., m.

Systémy s konstantnymi koeficientami
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Vypocet fundamentalnej matice

Stanovime teraz fundamentalnu maticu systému (32) ako vhodny pravostranny
regularny nasobok exponencialy e*. Nech ¢ € (—o0,0). Ak P a @ si matice
z Vety 11 odpovedajiice Jordanovmu rozkladu matice A4, t.j., A = PQP~!,
potom podla Poznamky 7 plati

et = eP(QOPT! _ Pe?'P7 teda e*'P = Pe?'. (37)

Z tvaru matice Q a z definicie exponencialy matice vyplyva

et o ... 0
o et ... 0
et = (38)
o) 10) co. etmt

Pre exponencialu Jordanovho bloku Jyt plati

M0 .0
0 e ... 0
e’0" = ) ) ) . (39)
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Vypocet fundamentalnej matice

Blok Jit pre i =1, ..., m ma tvar Jit = (Ag+it) ;s + M;t, kde I; je identicka
matica radu n; a
0 t --- 0
Mit=1]- *+ - (40)
00 --- t
00 --- 0
Matice (Ag+:t)I; a M;t komutuja, preto podla Poznamky 7 plati
oJit — oPari it Mt _ Aqpit Mt (41)

Postupnym pocitanim mocnin (M;t)* pre k =0, 1, ... zistime, ze (M;t)" =0
pre kazdé k > n;, a teda

+2 =1
Lt 21 7 (=)t
YRS S DV B (o) 42

o O
o O -
o O
— o
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Vypocet fundamentalnej matice

Kombinaciu formal (41) a (42) dostaneme tvar exponecialy bloku J;t

2 n;—1
Lt iz_l (izi—l)!
0 1 t o i
elit = hatit L ) (43)
o0 0 --- t
o o0 o -- 1

a tym aj, vyuzitim vyjadreni v (38) a (39), exponencialu matice Qt. Podla
Poznamky 4 je matica e* P fundamentalnou maticou systému (32). Oznacme

P=[h1,....ha] a e*P=[y(t), ..., ym(t)]

Rovnost (37) a predchadzajica analyza implikuji nasledujice tvrdenie.
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Fundamentalny systém rieseni

Veta 12 (Fundamentalny systém rieseni)

Vektorové funkcie

Y1 (t) = eAlthl

Yq(t) = eAqthq
Ygr1(t) = 1 hg 1y (44)
Yata(t) = ehant® [thet1 + hqy2]

2 " tnl—l ny—2
L(f)=etetit |2 p Ly ot hoin
Yg+n, () =€ {(nl—l)! q+1+(n1_2)! g+2 + + hgtn,
tnmfl N, —2

yn(t) = eA{H—Mt I:( )| h"*’ﬂerl + ( 1 h’ﬂ*’ﬂerQ FeooaF hn:| )

Nm — 1 N — 2)

tvoria fundamentalny systém rieseni rovnice (32) na intervale (—oo, 00).
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Mézeme preto konstatovat, ze zlozky vektorovych rieseni fundamentalneho
systému vo Vete 12 maja tvar kvazipolynémoy, t.j.,

pi(t) e,

kde Ar je vlastné Cislo matice A a pi(t) st polynémy v premennej ¢ stupha
mensieho ako je algebraicka nasobnost ¢isla \;. Ked'Ze matica A je realna, s
kazdym nerealnym vlastnym Cislom a + i8 ma aj komplexne zdruzené vlastné
Cislo  — i8. Vo fundamentalnom systéme (44) sa teda s kazdym nerealnym
rieSenim y nachadza aj komplexne zdruzené rieSenie 3. Nakolko plati

1 1
Rey:§(y+§)7 a lmyzi(y—ij),

realne vektorové funkcie Rey a Imy si linearne nezavislymi rieSeniami rovnice
(32). Preto kazda nerealnu dvojicu rieSeni y a § mdzeme nahradit realnou
dvojicou rieseni Rey a Imy. Tym ziskame realny fundamentalny systém
vektorovych rieSeni, pricom zlozky jednotlivych jeho rieseni budi mat tvar

[pr(t) cos (Im M) £) + gx(t) sin ((Im Ag) t)] e,

kde pi(t) a qx(t) st uz redlne polynémy v premennej t stupia mensieho nez je
algebraicka nasobnost €isla k.
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Priklad 9

Urcime nejaka fundamentalnu maticu systému

2 0 0 0 0
0 -1 0 0 O
Z=[10 0 -1 1 0 | .
0 0 0 -1 1
0 0 0 0 -1

Podla Vety 10 staci najst exponencialu matice At. Matica A systému je uz v
Jordanovom blokovom tvare

2 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
A= 0 0 -1 1 0
0 0 0 -1 1
0 O 0 0 -1

a ma jednoduché vlastné €islo 2 a Stvornasobné vlastné ¢islo —1.
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Priklad 9

Exponenciala e4* ma preto tvar

et 0 0 0 0
et |0 0 0
Y (t) = G = et te? 2—2‘ et

Poznamenajme, ze fundamentalna matica Y rovnice (32) je normovana v bode

to =0, t.j., plati Y(0) = I. Fundamentalna matica Z normovana napr. v bode
to =3, tj., Z(3) = I, ma tvar

e2(t=3) 0 0 0 0
0 e (=3 0 0 0
Zzty=| o 0 e =8 (t_g)e~(t-® (=B —(t-3)
0 0 0 e~ (=3 (t—3)e =3
0 0 0 0 e (=3
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