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Krivky

Skalarne a vektorové funkcie

Definicia 1

Nech n,m st prirodzené Cisla. Zobrazenie f : R” — R™ sa nazyva realna
m-vektorova funkcia n realnych premennych. Kazdému n-rozmernému vektoru
z € D(f) C R™ sa priradi prave jeden m-rozmerny vektor

f(@) = (fi(@), fo(), -+, fm(z)) € R,

Funkcie fi, f2,..., fm sa nazyvaja zlozky vektorovej funkcie f.

Nech f = (f1, f2, -+, fm) je vektorova funkcia n premennych. Potom

D(f) = D(f1) ND(f2) N -+ D(fm)-

Ak m =n =1, funkcia f sa nazyva aj skalarne pole. V pripade m =n > 2
hovorime o vektorovom poli. Limita a spojitost vektorovej funkcie f sa definuje
po jednotlivych jej zlozkach f;, t.j.,

lim f(z) = ( lim fi(z), li)m fao(z), -+, lim fm(x))

T—x T—x(Q T—x(



Krivky . Nezavislost

Pojem krivky v R™

Definicia 2

Nech m je prirodzené €islo a Z C R je interval. Krivkou v R™ rozumieme
kazda vektorovi funkciu ¢ : Z — R™, ktora je spojita na Z. Mnozina

(@) = o(T) ={p(t), te I} CR™

sa nazyva geometricky obraz (trajektéria) krivky . Funkcia ¢ sa potom
oznacuje ako parametrizacia mnoziny (¢). Ak Z = [a, b] je kompaktny interval,
potom ¢(a) je zaciatoény bod a ¢(b) je koncovy bod krivky.

Definicia 3

| A

Krivka ¢ : [a,b] — R™ sa nazyva
@ jednoducha, ak ¢ je prosta na [a, b];
@ uzavretd, ak p(a) = ¢(b);

@ Jordanova, ak ¢ je prosta na [a,b) a ¢(a) = ¢(b) (t.j., ¢ je jednoducha a
uzavreta krivka).




Veta 1 (Jordanova)

Nech ¢ je Jordanova krivka v R?. Potom existujii dve stivislé oblasti G1 a G2

tak, Ze kazdy bod z R? \ () patri prave do jednej z nich. Oblasti G1 a G2 st
teda disjunktné a plati G1 U G U (@) = R?, pricom trakejtéria (@) krivky o je
spoloéna hranica mnozin G1 a Gs.

Poznamenajme, Ze prave jedna z oblasti G1 a G5 je ohraniena a nazyva sa
vnatro krivky ¢ — Int . Druha, neohraniena oblast sa potom oznacuje ako
vonkajsok krivky ¢ — Ext .



Krivky . Nezavislost

Priklad 1

Graf kazdej realnej funkcie f jednej realnej premennej ¢, ktora je spojita na
nejakom intervale Z, je trajektériou jednoduchej krivky v R?. Zobrazenie ¢

I3t o(t) = (¢ f(t)) CR?

je totiz spojité a prosté na intervale Z, a je teda jednoduchou krivkou v R?.

| A\

Priklad 2

Kruznica
x=3+2cost, y=2+2sint, te€0,2n],

je jednoducha a uzavreta krivka v R?, teda Jordanova krivka. Rovnice
x=3+42cost, y=2+2sint, te€[0,3n],
urcuja trajektériu krivky, ktorad nie je ani jednoducha, ani uzavreta. Rovnice

x=3+2cos2t, y=2+2sin2t, tel0,2n],

popisuja krivku v R?, ktora je uzavreta, ale nie je jednoducha.



Krivky . Nezavislost

L ET

Bernoulliho lemniskata

av?2cost _a QCostsint’ te0,21], a>0,

x:77 .
1+ sin?t Y 1+ sin?t

je uzavreta krivka v R?, ale nie jednoducha.

Priklad 4

| A\

Cykloida
x=rt—dsint, y=r—dcost, t€ (—oc0,00), 7r,d>0,
nie je uzavreta krivka v R?. Obycajna cykloida (7 = d) a skratena cykloida

(r > d) st jednoduché krivky, kym predizena cykloida (r < d) nie je
jednoducha krivka.




Krivky

Definicia 4 (Transformacia parametra)

Nech ¢ : [a,b] = R™ a v : [a, f] — R™ st krivky. Povieme, ze ¢ a 9 si
ekvivalentné a piseme ¢ ~ 1, ak existuje spojito diferencovatelné zobrazenie
w : [a, B] = [a,b] také, ze w'(t) # O pre kazdé t € [a, 8] a plati

p(w(t)) = () pre kazdé ¢ € [o, O]

Pre funkciu w z Definicie 4 plati ze derivacia w’(t) nemeni znamienko na [a, 3],
a teda w je bud rastica alebo klesajoca na [a, 8]. Preto funkcia w je prosta a
jej inverzia w™! je tiez spojito diferencovatelna na [, 8]. Relacia ~ je teda
skutoéne ekvivalencia a plati (¢) = (¥), t.j., zachovava trajektoérie kriviek.
Definicia 4 potom vyjadruje transformaciu parametrizacie mnoziny .

Priklad 5

Uvazujme krivky ¢ a 1) dané
p:x=t y=t, te(0,1),
¥ x=t> y=t, te(0,1).

Trajektériou oboch kriviek je otvorena asecka spajajuca body [0,0] a [1, 1].
Krivky ¢ a 9 st ekvivalentné s funkciou w : (0,1) — (0, 1) tvaru w(t) = ¢°.

>



Krivky

Nech ¢ : [a,b] = R™ a4 : [o, 8] — R™ su krivky splhajice ¢(b) = ¥(a).
Sactom kriviek ¢ a 1) rozumieme krivku ¢ @ 1 dand

(), t € [a,b]
(p®Y)(t) := (1)
P(t+a—-0), tebb+p—al
Opacnou krivkou ku krivke ¢ rozumieme krivku © ¢ dana

(©)) = p(-1), te[-b—a] (2)

Z Definicie 5 priamo vyplyva (©¢) = (p) a (¢ ® ¥) = (p) U (). Operacia @
je asociativna, t.j., pre kazdé tri krivky o, ¥ a w v R™ plati

-

(p@Y)Bw=00 [ Ow),

ak aspon jedna strana rovnosti ma zmysel. Rozdiel kriviek ¢ a w definujeme
O :=p& (oY), (3)

ak stcet ¢ @ (6 ) je definovany, t.j., plati p(b) = ¥ ().



Krivky

Nech ¢ = (¢1, -+, m) je krivka v R™ definovana na kompaktnom intervale
[a, b]. Derivaciou krivky ¢ v bode t € [a, b] rozumieme vektor

©' () = (p1(t), -+ 5 em(2)), (4)

pricom pre t = a, resp. t = b uvazujeme prislusné jednostranné derivacie funkcii
wi, tj.,

¢'(a) = ((p1)4(a), -+, (pm)i(a)), &' () = ((1)=(b), -+, (em)_ (1)) -

Ak ¢'(t) # 0, vektor ¢’ (t) sa nazyva dotykovy vektor ku krivke ¢ v bode ¢ a
vektor T(t) := '(t) /||’ (t)] je jednotkovy dotykovy vektor. Pripomefme, ze

I’ @)1 = V(@) + - + (0 (1))?
je (euklidovska) norma, resp. velkost vektora ¢’(t). Priamka definovana

{e() +he'(t), heR} (5)

sa oznacuje ako dotycnica krivky ¢ v bode t. Doty€nica sa zo vietkych priamok
prechadzajicich cez bod o(t) najviac primkyna ku trajektérii krivky .



Krivky

Definicia 6

Krivka ¢ : [a,b] — R™ sa nazyva hladka, ak vektorova funkcia ¢ je spojito
diferencovatelna na [a,b] a ' (t) # O pre kazdé t € [a,b]. V pripade uzavretej
hladkej krivky naviac pozadujeme ¢'(a) = ¢'(b). Krivka ¢ sa oznaCuje ako po
castiach hladka, ak existuje konecné delenie

D:a=to<t1<---<tpn=0

intervalu [a, b] také, ze krivka ¢|f, , +,] je hladka pre kazdé k = 1,...,n.

V pripade po &astiach hladkej krivky ¢ teda existuje najviac konecne vela
izolovanych bodov ¢, v ktorych ¢'(t) neexistuje. Jednoduch4 hladka krivka sa
nazyva obluk (prip. hladky obluk). Ak v Definicii 6 vynechame podmienku
nenulovosti derivacie ¢’ na intervale [a, b], dostaneme tzv. regularnu, resp. po
castiach regularnu krivku. Po Castiach regularna krivka sa nazyva aj cesta.



Krivky

Priklad 6

Kruznica alebo elipsa st jednoduché hladké krivky (Jordanove hladké krivky).
Obvod stvorca alebo obdfznika je jednoducha po ¢astiach hladka krivka.

Priklad 7
Asteroida
©(t) = (acos’t, asin®t), a >0, tel0,2n]
je prikladom jednoduchej uzavretej regularnej krivky (Jordanova regularna
krivka). Nie je vsak hladkou krivkou, nakolko derivacia

¢/ (t) = (—3acos’tsint, 3asin’t cost)

m3 nulovi hodnotu v bodoch ¢t = 0, 7/2, 7, 3w /2, 2. Podla Definicie 6 nie je
ani po cCastiach hladkou krivkou. Ako ukazeme neskér, vhodnou transforméaciou
parametra ziskame krivku, ktord ma rovnaki trajektériu a je po Castiach hladka.

>



Krivky

Orientacia krivky

Nech ¢ je krivka v R™ definovana na intervale Z. Stanovit orientaciu krivky ¢
znamena zvolit nejaké usporiadanie na mnozine (), t.j., chceme uréit, ktorym
smerom sa pohybujeme po trajektoérii krivky. Ak pre kazda dvojicu t1,t2 € Z s
t1 < to plati, ze bod ¢(t1) je pred bodom ¢(t2) v danom usporiadani (pohybom
po (¢) prechadzame najprv bodom ¢(t1) a az potom bodom ¢(t2)), t.j.,

e(t1) < p(te) <= t1 <ty (6)
potom krivka ¢ je orientovana siithlasne s parametrizaciou. V pripade, ak
p(t2) < p(t1) <= t1 <ty (7

krivka ¢ je orientovana nestthlasne s parametrizaciou. Krivka s usporiadanim <
sa oznaCuje ako orientovana krivka. V pripade kompaktného intervalu Z = [a, b]
a orientovanej krivky ¢ je mozné jeden z krajnych bodov ¢(a) a ¢(b) vyhlasit
za zaciatoény bod a druhy za koncovy bod krivky . Opaéna krivka ma opaéna
orientaciu. Orientacia Jordanovej krivky je zadana smerom dotykového vektora
v jednom bode krivky. Potom Jordanova krivka je kladne orientovana, ak je
orientovana proti smeru hodinovych ruciciek. V opaénom pripade hovorime o
zaporne orientovanej Jordanovej krivke.



Krivky

Delenie a dizka krivky

Nech ¢ : [a,b] — R™ je krivka sthlasne orientovana s parametrizaciou a
uvazujme konecné delenie intervalu [a, b], t.j.,

a=to<t1 <---<tnp="0.
Body P; = ¢(t;), i = 1,...,n, trajektérie (o) potom zrejme splnaji

Po<PL<---<P,.

Mnozina D = {Py, Pi, ..., P,} sa nazyva delenie D krivky ¢. Ak krivka ¢ je
uzavreta, pozadujeme Py = P,. Mnozinu (p) aproximujeme lomenou &iarou L
tvorenou tseckami P,_1P; prei=1,...,n, tj.,

L=PPU---UP,_1P,. (8)

Pre jej dlzku m1(L) potom plati

mi(L) = [PoPi| + - + [Pa_1 Pyl (9)



Definicia 7 (Dizka krivky)

Ak existuje realne ¢islo M také, ze pre kazda lomena Ciaru L v (8) plati
mi(L) < M,

potom povieme, Ze krivka o ma konecnii dlzku alebo je rektifikovatelna.
Najmensie takéto Cislo M nazveme dizka krivky ¢ a oznacime m; ({¢)).

Ak krivka ¢ ma koneénti dlzku, potom mnozina realnych disiel
{m1(L), L je lomena &iara v (8)}

je zhora ohrani€ena, a ma teda suprémum rovné m1({p)).

Kazda regularna krivka ¢ : [a,b] — R™ ma konecnii dizku a plati

ma({g)) = / ¢! ()]l dt = / VAP T T (om @) dt.

Vzorec vo Vete 2 plati aj v pripade po Castiach hladkej krivky .



Krivky . Nezavislost

Priklad 8

Uvazujme skrutkovicu ¢ v R® dani parametrickym vyjadrenim
xz =acost, y=asint, z=0bt, a,b>0, te€]l0,2n]

Krivka ¢ je regularna a pre kazdé ¢ € [0, 27| plati

e’ )]l = V/(—asint)? + (acost)? + b2 = /a2 + b2.

Preto dana skrutkovica je rektifikovatelna krivka a na [0, 27] ma dlzku

m1(<<p>):/ 7rH&,O/(t)||dt:/0 7r\/0L2—|—b2dt:27r\/a2—|—b2.

Priklad 9

| O
\

Krivka ¢ v R® dana

tsinZ, t#0,

nema dlzku, pretoze mnozina dlzok m; (L) je zhora neohranicena.



Krivky

Prirodzena parametrizacia krivky

Pre kazda krivku koneénej dizky je mozné zvolit jej parametrizaciu tak, aby
parameter vyjadroval priamo dizku krivky. Konkrétne, ak s, s2 st dve hodnoty
parametra splhajlice s; < s2, potom ¢ast krivky odpovedajica intervalu [s1, s2]
ma dizku so — s1. Takejto parametrizacii hovorime prirodzena parametrizacia
krivky. Ak ¢ : [a,b] — R™ je hladka krivka, potom funkcia

s(t) = / e/ ()] dus

je definovana a spojito diferencovatelna na intervale [a,b] s s'(t) = ||’ (t)].
Nakolko ||¢’(¢)]| > 0 na [a, b], funkcia s(¢) je prosta na [a,b] s oborom hodnét
[0, m1({¢))]. Ak w(s) je funkcia inverzna k s(t), potom parametrizacia

p(w(s), s e€0,mi({#)],

je prave prirodzenou parametrizaciou krivky . Poznamenajme, ze podla
Definicie 4 st krivky ¢ a ¢ o w ekvivalentné, a teda maji rovnaké trajektérie.



Krivky I. druh 1. druh Nezavislost

Priklad 10

Najdime prirodzen parametrizaciu Casti asteroidy z Prikladu 7. Pre
t € [0, /2] plati

t t
s(t) = / ll’ (w)|| du = / \/(—Sa cos2u sin u)?2 + (3asin®u cosu)? du
0 0
3a

o 2
= —sin"t
2 )

z ¢oho s(mw/2) = 3a/2. Inverzna funkcia w(s) je teda definovana na intervale
[0,3a/2] a plati
2s 3a
= arcsiny/ ==, s€ |0, =] .

w(s) = arcsin 3 ° { 5 }

Prirodzena parametrizacia Casti krivky ¢ ma potom tvar
_ 3/2 _ 3/2 3a
z=a(l—2s/3a)""", y=a(2s/3a)”", s€ 0,7 .

Krivky ¢ a ¢ o w vsak nie si ekvivalentné, hoci maji rovnaki trajektériu.

Krivka ¢ totiz nie je hladka na [0, 7/2] (v bodoch ¢t = 0,7/2 ma nulova
derivaciu), kym krivka ¢ o w je hladka na [0, 3a/2].
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Krivky

Krivkovy integral I. druhu

Nech ¢ : [a,b] — R™ je hladka krivka a nech f : (¢) — R je ohranicena
funkcia (m premennych). Pre n € N uvazujme delenie intervalu [a, b]

a=1ty <t <~'~<tn:b,
a k nemu prislichajace delenie krivky ¢
Dn:{PO, Pl,,,,,Pn}, Pich(ti), i:(),...,n,

Body F, ..., P, rozdelia krivku ¢ na n tsekov s; = @i, 4,0, 4 =1,...,n,
ktoré sa nazyvaji elementy krivky . Dlzku elementu s; oznacime my(s;). Cislo

|Dr|| := max{mi(s1), ..., mi(sn)}

sa nazyva norma delenia D,,. V kazdej z mnozin (s;) zvolime [ubovolne bod
M; a utvorime integralny sacet funkcie f s delenim D,, krivky ¢ a s vyberom
bodov My, ..., M,

S(f, Dy) = Z F(M;) ma(si). (10)



I. druh

Definicia 8 (Krivkovy integral I. druhu)

Hovorime, Ze existuje krivkovy integral prvého druhu z funkcie f po krivke ¢,
ak pre kazdu postupnost { D, }5=; deleni krivky ¢ taka, ze

Jim_ {|Dn]] = 0, (11)

prislusna postupnost {S(f, D»)}ne1 integralnych stactov funkcie f konverguje
pre kazdy vyber bodov M, ..., M,.

Postupnost {D, }5>; deleni krivky ¢ s vlastnostou (11) nazyvame normalnou.
Plati, ze ak existuje krivkovy integral I. druhu z funkcie f po krivke ¢, potom
vietky postupnosti {S(f, Dn)}ne1 integralnych sactov funkcie f z Definicie 8
majl rovnakd limitu. Tato limitu potom nazyvame krivkovym integralom I.
druhu z funkcie f po krivke ¢ a oznacujeme

/f(glt)ds7 tg., /f(x)ds ::nler;oS(ﬂDn). (12)

Vsimnime si, ze Definicia 8 nevyzaduje, aby krivka ¢ bola jednoducha. Integral
(12) sa da definovat i v pripade po Castiach hladkej krivky (.



Il. druh

Zakladné vlastnosti krivkovych integralov |. druhu

V nasledujicich vetach budeme uvazovat po Castiach hladké krivky.

Veta 3 (Linearita vzhladom na integrand)

Nech existuji integraly fso f(z)ds a fso g(z)ds a nech o, 8 € R. Potom
existuje aj integral fw[a f(z)+ Bg(x)]ds a plati

[las@ +sg@lds=a [ fa)ds+5 [ ga)ds,

@

(
R €
€
\

Veta 4 (Aditivita vzhfadom na integracny obor)

Nech ¢ a 1 sii krivky také, Ze siicet o @ 1) je definovany. Dalej nech existuji
integraly fsof x)ds, fd} z)ds a [ s /() ds. Potom plati

/ww f(x)ds:Lf(x)ds+Af(x)ds




Veta 5 (Nezavislot na orientacii krivky)

Nech ¢ je orientovana krivka. Potom integral fw f(x) ds existuje prave vtedy,
ked' existuje integral few f(x)ds a plati

/ flx)ds = f(z)ds.
» OS¢

| A\

Veta 6 (Nezavislot na ekvivalentnej parametrizacii krivky)

Nech ¢ a 1) si ekvivalentné krivky. Potom integral fq) f(x)ds existuje prave
vtedy, ked' existuje integral |, » [(x)ds a plati

[0 )l = /w f(z) ds.

| A\

Veta 7 (Dizka krivky)

Pre dlzku rektifikovatelnej krivky ¢ plati m1({p)) = fw ds.



Nezavislost

Nech existuji integraly fq) f(z)ds a fv: g(x)ds a nech plati f(z) < g(z) pre
kazdé x € (p). Potom plati

- o
Nech ¢ je rektifikovatelna krivka a nech existuji h, H € R tak, Ze plati
h < f(z) < H pre kazdé = € {p). Nech existuje integral fw f(z)ds. Potom

hm () < [ £(@)ds < Hma((9))

\



Il. druh Nezavislost

Vypocet krivkového integralu |. druhu

Prakticky sa krivkovy integral |. druhu pocita prevodom na urcity (Riemannov)
integral z funkcie jednej premenne;.

Veta 10

Nech ¢ : [a,b] — R™ je po castiach hladka krivka a nech f : () — R je
ohranicend funkcia, t.j., existuje M € R tak, Ze |f(z)| < M pre kazdé x € {p).
Dalej nech existuje Riemannov integral

/f DIl (1) dt.

Potom existuje i integral fw f(x)ds a plati

/f m—/f ) e (D)l dt.




Krivky

Nezavislost

Priklad 11

Vypocitajme krivkovy integral |. druhu

/ sin 2z ds,
]

kde (o) je Cast grafu funkcie y = cosz pre z € [0,7/2]. Krivka ¢ ma napr.
parametrizaciu
xz(t)=t, y(t)=cost, tel0,m/2].
Krivka ¢ je hladka a plati
¢'(t) = (' (1),y () = 1, —sint) = [¢'(t)| = V1+sin’t, te0,m/2].

Podla Vety 10 potom plati

/2
/sin?mds:/ sin2t\/1+sin2tdt:§(\/§—1).
%} 0




Krivky

Nezavislost

Priklad 12

Vypocitajme krivkovy integral |. druhu
[ riaa
@
kde ¢ je skrutkovica
x =acost, y=asint, z=0bt, a,b>0, te]0,2n].
Plati 2 + y® + 2% = a® + b°t> pre kazdé t € [0, 27] a
z'(t) = —asint, y'(t) =acost, 2'(t)=0b,
le' @1l = V@ ©))% + &' (6)% + (Z/ (1) = Va? + b2, ¢ € [0,27].
Podla Vety 10 potom mame

27
/(1'2 +y? +2%)ds = / (a® +b*t°) Va2 + b2 dt
] 0
= 2w\ a? + b? (a2 + 4 71'262) .

3




Krivky 1. druh

Aplikacie krivkového integralu |. druhu

@ Dlizka krivky
() = [ ds. (13)

@ Hmotnost krivky s hustotou p = p(x)
M) = | pla)ds. (14)
Jo
@ Obsah valcovej plochy

ma({e)) = / F(@ ) ds. (15)



Nezavislost

Krivky

Dizka krivky

Priklad 13

Vypoéitajme dizku retazovky, ktora je grafom funkcie
y= g (e% +67%) pre a=3/2 a z€[-22].
Zavedieme vhodni parametrizaciu, napriklad
= = g (ei —l—e_ﬁ), te[-2,2.
Jedna sa o hladka krivku ¢, pricom plati
’ ’ L =4
d=1 Y@ =(et-e%)/2,
t _x
I/ Ol = VDR + @) = (% +e7¢) /2, te[-2,2].

Podla vzorca na predchadzajacom slide (resp. podla Vety 7) potom mame

21/ t 2 4
ml((@)):/ds:/ = (e@ +e @ )dt = 2asinh = = 3sinh .
@ 722( ) a 3




Krivky

Nezavislost

Obsah valcovej plochy

Priklad 14

|

Vypocitajme obsah prednej steny klinu, ktory vznikol z trojbokého hranola
ohraniceného rovinami x +y =2, x =0, y = 0 a z = 0 odsekom plochou
z=4—y2

Po nakresleni vhodného obrazku zistime, ze mame vypocitat obsah valcovej
plochy, ktorej zakladnou je krivka ¢ : z +y =2, z,y > 0, a ktora je zhora
ohranicena grafom funkcie z = f(x,y) = 4 — y*. Parametrizujeme dan krivku

z=t, y=2-—t, te]0,2].

Ide o hladka krivku s [|¢' ()] = /(2/(£))2 + (v'(t))2 = VI + 1 = V2. Potom
pre hladany obsah plati

ma((e) = [ f@uyds= [(d=yas= [ 4-@-0) V2= 10V2

o
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Obsah

g Krivkovy integral druhého druhu



Krivky II. druh

Krivkovy integral Il. druhu

Nech ¢ : [a,b] — R™ je po Castiach hladka orientovana krivka a nech

f : (¢) = R™ je ohranicena vektorova funkcia (m premennych). Pre n € N
uvazujme delenie @ = tp < t1 < --- < t, = b intervalu [a, b] a k nemu
prislichajace delenie krivky ¢

D”:{P07P177Pn}7 Pz:@(tz)7 1=0,...,n.

Body Py, ..., P, rozdelia krivku ¢ na n tsekov s; = ¢y, 14, 1 =1,...,n,
ktoré sa nazyvaji orientované elementy krivky . DIzku elementu s; oznacime
m1(si). CiS'O

|Dr|| := max{mi(s1), ..., mi(sn)}
sa nazyva norma delenia D,,. V kazdej z mnozin (s;) zvolime [ubovolne bod

M; a utvorime integralny sacet funkcie f s delenim D,, krivky ¢ a s vyberom
bodov My, ..., M,

S(f, Dn) = Zf(Mz‘) (P — P) = Zf(Mz‘) “(p(ti-1) —(t:)).  (16)



Definicia 9 (Krivkovy integral 1. druhu)

Hovorime, Ze existuje krivkovy integral druhého druhu z funkcie f po krivke ¢,
ak pre kazdu postupnost { D, }5=; deleni krivky ¢ taka, ze

nh—>Irolo | Dn|| =0, (17)

prislusna postupnost {S(f, D»)}ne1 integralnych sactov funkcie f konverguje
pre kazdy vyber bodov M, ..., M,.

Postupnost { Dy }n2; deleni krivky ¢ s vlastnostou (17) nazyvame normalnou.
Plati, ze ak existuje krivkovy integral Il. druhu z funkcie f po krivke ¢, potom
vietky postupnosti {S(f, D»)}nz; integralnych sactov funkcie f z Definicie 9
maja rovnaka limitu. Tato limitu potom nazyvame krivkovym integralom II.
druhu z funkcie f po krivke ¢ a oznacujeme

/ f(z)-dr, tj., / f(z)-dr:= nh_)rr;o S(f, Dn). (18)



II. druh

Zakladné vlastnosti krivkovych integralov Il. druhu

V nasledujacich vetach budeme uvazovat po castiach hladké orientované krivky.

Veta 11 (Linearita vzhfadom na integrand)

Nech existuji integraly fso f(z)-dr a fso g(z) - dr a nech a, B € R. Potom
existuje aj integral fw[a f(z)+ Bg(x)] - dr a plati

[las@ +s9@)-dr=a [ fa)-dr+5 [ gla)-ar

- %
! s
b
5
\

Veta 12 (Aditivita vzhladom na integracny obor)

Nech ¢ a1 sii krivky sthlasne (nesthlasne) orientované s parametriziciou a
nech saéet PP Y je definovany. Dalej nech existuja integraly fso f(x) - dr,
fw dra [ say /(@) - ds. Potom plati

SOewf(gv)~d7":/Wf(m)~d7"—&-/1?bf(av) dr




II. druh

Veta 13 (Zavislot na orientacii krivky)

Nech ¢ je orientovana krivka. Potom integral fw f(z) - dr existuje prave vtedy,
ked' existuje integral few f(z) - dr a plati

/f(x)~dr:— f(x)-dr.
® S

Veta 14 (Ekvivalentna parametrizacia krivky)

Nech ¢ a 1) si ekvivalentné, rovnako orientované krivky. Potom integral
fw f(z) - dr existuje prave vtedy, ked' existuje integral fw f(z)-dr a plati

/wf(w)~dr:/wf(x)-dr.




Krivky . 1. druh Nezavislost

Vypocet krivkového integralu Il. druhu

Prakticky sa krivkovy integral Il. druhu pocita prevodom na urcity (Riemannov)
integral z funkcie jednej premennej.

Veta 15

Nech ¢ : [a,b] — R™ je po castiach hladka orientovana krivka a nech
f i () = R™ je ohrani¢ena vektorova funkcia. Dalej nech existuje Riemannov
integral

b
[ o) ¢
Potom existuje i integral fw f(z) -dr a plati

b
/ﬂ@wv:i/fwmwdmm,

pricom znamienko + plati v pripade siihlasnej orientacie a znamienko — plati v
pripade nesiihlasnej orientacie krivky ¢ s jej parametrizaciou.

i



Krivky II. druh Nezavislost

Ak krivka ¢ : [a,b] — R™ a funkcia f : (p) — R, ako vektorové funkcie, maja
zlozky

50:(@17"'7507”)7 f:(f17"'7fm)7

potom sa krivkovy integral fw f(x) - dr da zapisat v tvare

/f(x)~drz/[fl(w)d¢1+~~~+fm(w)d¢m]~

®

Specialne v R?, resp. v R? plati

/ [f1(@,v) dz + falz,y) dy],

resp.

/ [ ) == () i (o ) B



Krivky 1. druh Nezavislost

Aplikacie krivkového integralu Il. druhu

@ Obsah vnitra uzavretej krivky v R?
Nech ¢ je jednoducha, uzavreta, po Eastiach hladka krivka v R?, ktora je
orientovana sithlasne s parametrizaciou. Nech A oznacuje vnatro krivky
. Potom pre obsah S(.A) oblasti A plati

S(A) = %?{(mdy—ydm). (19)

@ Praca silového pola po krivke
Nech ¢ je po castiach hladka krivka v R™, ktora je orientovana sthlasne s
parametrizaciou. Uvazujme v R™ silové pole reprezentované vektorovou
funkciou f. Potom pre pracu W tohto silového pola po krivke ¢ plati

W= / A (20)



Krivky . 1. druh Nezavislost

Priklad 15

Vypocitajme krivkovy integral Il. druhu
I= / [(x2 — 2zy) dz + (v° — 2zy) dy] ,
7]

kde ¢ je parabola y = 2%, € [—1, 1], orientovana v smere rastu premennej x.
Krivku ¢ parametrizujeme sihlasne s orientaciou, napr.

r=t y=t°, te[-1,1].
Potom plati
¢'t) = ('), y'(t) = (1,2t), te[-11],
a podla Vety 15 (v I dosadime za premenné z,y parametrické vyjadrenie)

r=+ [ (@ -2 1 (@2 -2 ) 2]t

1

1
:/(ﬁ—w—ﬁ+ﬁm:4ym

1



Krivky . 1. druh Nezavislost

Priklad 16

Vypocitajme krivkovy integral Il. druhu
I= / (ydz + zdy + x dz)
7]

po skrutkovici ¢ s parametrickym vyjadrenim
x =acost, y=asint, y=20bt, a,b>0, te]o0,2n],

ktora je orientovana sihlasne s touto parametrizaciou. Vyjadrime diferencialy
dz, dy a dz pomocou premennej t

dz = 2'(t)dt = —asintdt, dy=y'(t)dt =acostdt, dz=2'(t)dt=bdt.

Dosadenim do integralu I v zadani dostaneme

2m
Iz—i—/ [asint - (—asint) + bt - (acost) + acost - b|dt
0

27
= / (—a2 sin® t + abt cost + abcos t)dt = —ma’.
0



Krivky . 1. druh Nezavislost

Priklad 17

Pomocou krivkového integral Il. druhu odvodme vzorec na vypocet obsahu
oblasti ohranicenej elipsou ¢ s polosami a, b, t.j.,

xz =acost, y=bsint, te€|0,2n]

Elipsa ¢ je po €astiach hladka Jordanova krivka. Uvazujme jej orientaciu
sthlasne s danou parametrizaciou. Potom z predchadzajiuceho pre obsah jej
vnatra plati

S = lf(acdy—ydac).
2 ®
Pre diferencialy dx a dy plati
dz = z'(t)dt = —asintdt dy = y'(t) dt = beostdt.

Dosadenim do vyssie uvedeného integralu potom mame

27
S:l/ [acost-bcost — bsint - (—acost)] dt
0

2%
2m 2m
_1 / [abcos® t + absin® t] dt = ab 1dt = wab.
2.Jo 2 Jo
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Priklad 18

Vypocitajme pracu silového pola f(z,y,,2) = (y, 2, ), ktor( vykona
posunutim telesa z bodu [—1, 0, e"] do bodu [1, 0, 1] pozdiz krivky ¢ s
vyjadrenim
. t
r =cost, y=sint, z=e¢e.

Nech parameter ¢ € [0, 7]. Potom ¢(0) = [1,0,1] a ¢(7) = [-1,0,€"], teda
dana krivka je orientovana nesuhlasne s parametrizaciou (orientacia krivky v
zadani je od bodu [—1,0,¢e™] do bodu [1,0,1]). Dalej mame

¢'(t) = (@'(t), y' (), 2/ (t)) = (= sint, cost, €’), t€[0,7].
Pre hladant pracu potom plati

W:/f(m,y,z)~dr:—/ (sint, ', cost) - (—sint, cost, ") dt
] 0

:/ (sin®t — 2e’ cost)dt = 1 + e + /2.
0




II. druh

Vztah medzi krivkovymi integralmi |. a Il. druhu

Ak krivka ¢ je hladka, t.j., jej derivacia ¢’ je spojita a viade nenulova, potom
sa krivkovy integral Il. druhu pozdfz krivky ¢ z nejakej vektorovej funkcie f(x)
da vyjadrit ako krivkovy integral |. druhu pozdiz ¢ z istej skalarnej funkcie
g(z). Konkrétne, vyjadrenie vo Vete 15 mézeme upravit

[ 1@ ar= [ o) v 0ar== [ sto) £ e at
_ b (t) _ b ,
=l [fw(t)) = (t)d” @))dt =+ / o(6) ¢/ (0] at
— = [ gla)ds,

kde g(t) := [f(e(®)) - @' ()] /ll¢’ (#)|| je skalarna funkcia definovani na [a, b].
Ak 7(t) :== p(t)/||¢’(#)|| je jednotkovy dotykovy vektor ku krivke ¢, potom

L f(z)-dr = /g;(f.T)(x)ds ey
—_———

integral Il. druhu z vektorovej funkcie f integral |. druhu zo skalarnej funkcie f - 7
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@ Greenova veta a nezavislost na integracnej ceste



Krivky I. druh Il. druh Nezavislost

Greenova integralna veta

Veta 16 (Greenova integralna veta)

|

Nech Q C R? je oblast v R?> a nech A C Q je mnozZina, ktorej hranica je kladne
orientovana, po Castiach hladka Jordanova krivka ¢. Nech f = (P, Q) je
vektorova funkcia (vektorové pole) definovana na oblasti ), pricom funkcie P,
Q, OP/dy a 0Q/0x sii spojité na Q. Potom plati

f[(wy)dHQxydy //(———)dd (22)

kde A := Intp U () je tzv. uzaver mnoZiny A (v metrickom priestore R?).

>

Greenova integralna veta dava do savisu krivkovy integral Il. druhu z vektorovej
funkcie pozdiz orientovanej uzavretej rovinnej krivky na dvojny integral z istej
(skalarnej) funkcie po uzavere vnatra tejto krivky. Krivkovy integral Il. druhu z
vektorovej funkcie pozdiz uzavretej krivky sa niekedy nazyva aj cirkulacia
vektorovej funkcie (vektorového pola) pozdiz uzavretej krivky. Hlavna aplikacia
Greenovej vety spociva v prevedeni vypoctu krivkového integralu Il. druhu na
vypocet dvojného integralu, pozri nasledujice priklady.



I. druh 1. druh Nezavislost

Priklad 19

Dany krivkovy integral Il. druhu vyjadrime ako dvojny integral
I:f [\/xQ—&—dex—&—y(xy—Fln [1’—!— x2+y2])dy] ,
®

kde ¢ je kladne orientovana, po €astiach hladka Jordanova krivka. Prislusna
vektorova funkcia, z ktorej pocitame krivkovy integral, ma zlozky

P(z,y) = V22 + 32, Q(z,y) :y(:ry—|—1n [x—&—\/xQ—&—yQD.

Krivky

Dalej mame
oy R _ 2. Yy
ay /1‘2 +y2’ 81‘ /1’2+y2

Podl'a Greenovej vety 16 potom formalne plati

I:// v+ Y = Y dxdy:// y>dz dy,
D( VR TRV T D

kde mnozina D = Inty U (). V stlade s predpokladmi Greenovej vety,
posledna rovnost plati na oblasti D neobsahujicej bod [z, y] = [0, 0].




Krivky I. druh 1. druh Nezavislost

Priklad 20

Vypocitajme krivkovy integral Il. druhu

I= ]§ [2(z” + y*) de + (= + y)*dy] ,

kde (¢) je kladne orientovany obvod trojuholnika s vrcholmi A = [1, 1],
B =1[2,2] a C =[1,3]. Dany integral I budeme pocitat prevodom na dvojny
integral podla Greenovej vety. Zlozky podintegralnej vektorovej funkcie si

P(z,y) =2(z* +9°), Qz,y) = (z+y)°,
pricom prislusné parcialne derivacie Py, @’ maja tvar
Py=4y, Q,=2z+y), Q,—P,=2(z—y).

Krivka ¢ je kladne orientovana, po castiach hladka Jordanova krivka a funkcie
P, Q, P, a Q. st spojité na celom R2. Podla Greenovej vety 16 potom plati

I://D?(x—y)dxdy,

kde mnozina D predstavuje vnatro spolu s obvodom trojuholnika ABC.




Krivky I. druh Il. druh Nezavislost

Poznamka 1 (k Prikladu 20)

Kompletny vypocet bude spraveny na cviceni :-). Dany krivkovy integral sa
samozrejme da vypocitat tradi€énym spdsobom, podla Vety 15, s rovnakym
vysledkom. Vypocet je viak narocnejsi, nakolko je nutné poéitat krivkovy

integral z danej funkcie pozdiz kazdej strany trojuholnika ABC' osobitne a
nakoniec ziskané vysledky scitat. Tento priklad ilustruje efektivne pouzitie

Greenovej integralnej vety pri niektorych prikladoch.




Krivky I. druh 1. druh Nezavislost

Nezavislost na integracnej ceste |

Priklad 21 (Motivacny)

Uvazujme vektorovi funkciu f(z,%) v R? tvaru

) = 7 — .
fz,y) <\/x2+y27\/x2+y2>

Vlypocitajme krivkovy integral z f pozdiz paraboly y = x> 4+ 1, orientovanej od
bodu A = [2,5] do bodu B = [0, 1]. Jej parametrizacia

r=t, y=t"+1, te€[0,2]
je potom nesiihlasna s danou orientaciou. Dalej z/(t) = 1 a /() = 2t. Preto

_ el el — — 2 —t _ 2+ 1 .
1= /f( y)-d /0 <\/t2+(t2+1)2 VB2 + (82 1)2 2t>dt

parabola

2 3
25 roi dt =v29 — 1.

“Jo VT3 11




Krivky I. druh Il. druh Nezavislost

Nezavislost na integracnej ceste Il

Priklad 21 (Motivacny)

N
|
N

Vypocitajme teraz krivkovy integral z f pozdlz tsecky orientovanej od bodu
A = [2,5] do bodu B = [0, 1]. Jej parametrizacia ma napriklad tvar z = ¢,
y=1+2t t€[0,2]. Potom z'(t)=1ay'(t) =2 a

—t 142t
/fxy /<\/t2 F(A+20° 2+ (+2)? 2>dt

asecka

2
_ dt = v29 — 1.
Vbt2 + 4t + 1

V obidvoch pripadoch sme dostali rovnaka hodnotu krivkového integralu Il.
druhu z funkcie f, hoci sme zakazdym integrovali po inej krivke. Okrem toho,
parabola i Gsecka mali spolo¢ny zaciatoény i koncovy bod a boli rovnako
orientované.




Nezavislost

Definicia 10 (Nezavislost na integracnej ceste)

Nech f je vektorové pole definované na oblasti 2 C R™. Hovorime, ze krivkovy
integral (Il. druhu) z vektorového pola f nezavisi v Q na integracnej ceste, ak
pre lubovolné dve po Eastiach hladké orientované krivky ¢, 7, leziace v Q2 a
majice spoloény zaciatocny i koncovy bod, plati

/ flz)-dr = / f(z) - dr. (23)
(2 % )
Ekvivalentna formulacia nezavislosti krivkového integralu na integracnej ceste v
Definicii 10 je nasledovna. Krivkovy integral z vektorového pola f nezavisi v Q
na integracnej ceste, ak pre kazdi po €astiach hladkd, uzavreta orientovani
krivku ), leziacu v Q, plati

/f(r) -dr = 0. (24)



Nezavislost

S problematikou nezavislosti krivkového integralu na integracnej ceste Gzko
savisi pojem tzv. potencialového vektorového pola.

Definicia 11 (Potencialové vektorové pole)

Nech f je vektorové pole definované na oblasti 2 C R™. Hovorime, ze f je
potencialové na (), ak existuje funkcia V' : R™ — R (tzv. potencial pola f,
alebo aj kmenova funkcia pola f) s vlastnostou

f(z) =grad V(z) := (V;, (z), -+, Vi, (z)) pre kazdé z € Q. (25)

Hovorime, ze oblast € je jednoducho stvisla (1-nasobne suvisla), ak jej doplnok
v R™, t.j.,, mnozina R™ \ ©, je savisla. Oblast Q je n-nasobne suvisla, ak jej
doplnok R™ \ © ma prave n savislych komponent.

Lubovolny kruh v rovine je jednoducho sivisla oblast v R%. Naproti tomu
mezikruzie {[z,y] € R?, 1 < 2% + y? < 3} je dvojnasobne savisla oblast v R?.
Zjednodusene povedané, jednoducho savisla oblast nema “diery”, zatial ¢o
n-nasobne savisla oblast ma prave n — 1 “dier”.



Krivky . Nezavislost

Veta 17 (Nezavislost na integracnej ceste)

Nech f je vektorové pole definované a spojité na oblasti 2 C R™. Nasledujice
dve podmienky si ekvivalentné.

(i) Krivkovy integral z vektorového pola f nezévisi v Q) na integracnej ceste.
(ii) Vektorové pole f je potencialové v Q.

Naviac, v tomto pripade pre kazdii po €astiach hladkd orientovand krivku ¢ v
oblasti §) so zac¢iatoénym bodom A a s koncovym bodom B plati

/ f(@)-dr = V(B) — V(A), (26)

kde V' je lubovolny potencial (kmefova funkcia) vektorového pola f v Q.

o

V pripade potencialového pola f teda hodnota krivkového integralu Il. druhu z
f zavisi iba na zaciatoénom a koncovom bode, nie viak na vybere konkrétnej
cesty spajajucej tieto dva body.



Krivky . Nezavislost

Veta 18 (Potencialové pole v R?)

Nech f = (P, Q) je vektorové pole definované na oblasti Q C R?, pricom nech
funkcie P,Q) maja spojité parcialne derivacie I. radu na ). Potom plati:

(i) Ak vektorové pole f je potencidlové v ), potom
OP/0y = 0Q/0x na Q. (27)

(ii) Nech naviac oblast 2 je jednoducho siivisla. Potom rovnost v (27)
implikuje, Ze vektorové pole f je potencidlové.

| A

Veta 19 (Potencialové pole v R?)

Nech f = (P,Q, R) je vektorové pole definované na oblasti @ C R® a nech
funkcie P,Q, R maji spojité parcialne derivacie I. radu na Q). Potom plati:

(i) Ak vektorové pole f je potencidlové v ), potom
OP/0y = 0Q/0x, 0Q/Jz=0R/0y, OR/0x = 0P/0z naf. (28)

(i1) Nech naviac oblast Q) je jednoducho siivisla. Potom rovnost v (28)
implikuje, Ze vektorové pole f je potencidlové.




Krivky I. druh Il. druh Nezavislost

Priklad 23

Rozhodnime, &i vektorové pole

x = —* Y
fz,y) (\/x2+y2, \/x2+y2>

je potencialové v oblasti Q = {[z,y] € R?, y > 0}. Kedze Q je jednoducho
stvisla oblast, podla Vety 18 staci overit platnost rovnosti (27) na Q2 pre dané
pole f. Mame

i Qz,y) = ——2

/m2+y2’ /m2+y2'
Pre prislusné parcialne derivacie funkcii P a Q potom plati

oP xy oQ _ Yy na Q.

% J@+yP % @)

Podl'a Vety 18 je teda vektorové pole f potencialové na oblasti . Najdeme
teraz vsetky jeho kmenové funkcie (potencialy) v Q.

P(z,y) =




Krivky I. druh 1. druh Nezavislost

Priklad 23

Z Definicie 11 vieme, Ze kmefiova funkcia V(z,y) vektorového pola f spliia na
oblasti Q rovnosti

2% —x 2% —y
— =P x, = ——, —_— = x, S—

Ox
Integrovanim prvej rovnosti v (29) podla premennej z dostaneme

V(x,y):/Vz'(m,y)dm:/—x/\/mQ—&—dex:—\/x2+y2+C(y),

kde C(y) je (neznama) integracna funkcia iba premennej y (integrovali sme
podla z, pricom premennd y sme chapali ako konstantu). Dosadenim tohto
vyjadrenia funkcie V (z,y) do druhej rovnosti v (29) uréime funkciu C(y)

(29)

-y / -y
7_’_0 = —
W

C'y)=0 = C(y)=K, KEcR.
Preto kazda kmenova funkcia vektorového pola f ma vseobecny tvar

V(z,y) = vz +y2+ K, KecR (30)




Krivky I. druh Il. druh Nezavislost

Poznamka 2

Poznamenajme, ze pole f z Prikladu 23 je mozné spojito rozsirit na oblast
¥ =R\ {[0,0}.

Podobne, potencial V' (z,%) v (30) je mozné definovat na celom R? a rovnosti
(27) i (29) platia aj na . Pole f je teda podla Definicie 11 potencialové i na
oblasti ¥, hoci ¥ nie je jednoducho savisl4 oblast v R? (pozri podmienku na
vo Vete 18). Podla Vety 17 potom hodnota krivkového integralu

A f(@) - dr

nezavisi na integracnej ceste ¢ leziacej v oblasti ¥ a je rovna rozdielu

V(B) = V(4),

kde A, B st zaciatocny a koncovy bod orientovanej krivky ¢.



Krivky I. druh 1. druh Nezavislost

Priklad 24

Rozhodnime, &i vektorové pole

w0 = (5 757)
je potencialové v oblasti @ = R?\ {[0,0]}. Plati
P(z,y) = —y/(a* +4°), Q(z,y) =z/(z® +y*),
Py=@" -2/ +y)? Q=" -2")/("+y")* naQ

Nutna podmienka (27) na to, aby f bolo potencialové pole, je teda splnena. V
tomto pripade ale nemusi byt i postacujucou podmienkou (podla Vety 18(ii)),
pretoze oblast Q2 teraz nie je jednoducho savisla. A skutocne, ako sa mézeme
lahko presvedcit, krivkovy integral z f po kruznici ¢ : z* + y? = 4 je rovny

—ydx + xdy
§ f@)-ar= § VLW gm0,
® ®

Teda krivkovy integral po uzavretej krivke nie je nulovy a zavisi na integracnej
ceste v ). Preto podla Vety 17 vektorové pole f nie je potencialové.
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