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8 Rovinnost a kresleńı graf̊u

V př́ımé návaznosti na předchoźı lekci se zamě̌ŕıme na druhý důležitý aspekt slavného problému
čty̌r barev, který byl původně formulován pro barevné rozlǐseńı stát̊u na politické mapě. . .

Jak taková obarvovaná politická mapa souviśı s kresleńım graf̊u? Jednoduše – souvislé státy
můžeme reprezentovat jako vrcholy grafu a hranami pak zaznamenat

”
sousednost“ mezi státy.

Důležité je, že takto vzniklý graf můžeme žrejmě zakreslit v rovině bez kř́ı̌zeńı hran a nazýváme
jej proto rovinným grafem.✷

Stručný p̌rehled lekce

• Kresleńı graf̊u, definice rovinného grafu a základńı vlastnosti.

• Rozpoznáváńı rovinných graf̊u (Kuratowského věta).

• Barveńı map a rov. graf̊u - problém čty̌r barev a nástin jeho řešeńı.

• Trochu o praktickém kresleńı graf̊u.
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8.1 Rovinné kresleńı grafu

Definice 8.1. Rovinným nakresleńı grafu G

mysĺıme zobrazeńı, ve kterém jsou vrcholy znázorněny jako r̊uzné body v rovině a hrany
jako oblouky spojuj́ıćı body svých koncových vrchol̊u. Přitom hrany se nesḿı nikde ǩŕıžit
ani procházet jinými vrcholy než svými koncovými body.

Graf je rovinný pokud má rovinné nakresleńı. ✷

Důležitým př́ıkladem rovinných graf̊u jsou grafy (ťŕırozměrných Euklidovských) mnohostěnů,
ťreba graf čty̌rstěnu, krychle, osmistěnu, dvanáctistěnu, atd.
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Plat́ı, že grafy mnohostěnů jsou vždy rovinné a 3-souvislé. Naopak každý rovinný 3-souvislý
jednoduchý graf je grafem nějakého mnohostěnu. (Důkaz tohoto tvrzeńı je obt́ı̌zný.)
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Definice: Stěnami rovinného nakresleńı grafu nazýváme (topologicky) souvislé oblasti
roviny ohraničené t́ımto nakresleńım grafu.

s

s

s

s

s

s s

s

s

s

s

s

Rovinný graf může ḿıt v́ıce podstatně r̊uzných nakresleńı, ale 3-souvislý rovinný graf má ve
všech svých rovinných nakresleńıch

”
stejné stěny“ (Důsledek 8.11). ✷

Definice. Duálńı (multi)graf rovinného nakresleńı grafu G źıskáme tak, že stěny
nahrad́ıme vrcholy duálu a hranami spoj́ıme soused́ıćı dvojice stěn.

Duálńı multigraf k rovinnému grafu je vždy rovinný, což je relativně snadné dokázat topolog-
icky. Na druhou stranu však často bude obsahovat násobné hrany a dokonce i smyčky.

s s

s

ss s

s

s
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8.2 Euler̊uv vztah o počtu stěn

Nyńı si uvedeme zaj́ımavý a vlastně
”
jediný rozumný kvantitativńı“ vztah o rovinných

nakresleńıch graf̊u. Jedná se o slavný Euler̊uv vztah, který ř́ıká:

Věta 8.2. Necht’ rovinné nakresleńı souvislého grafu G má f stěn. Pak

|V (G)|+ f − |E(G)| = 2 .✷

Důkaz: Necht’ počet vrchol̊u v G je v a hran h.

• Pokud je G strom, tj. nemá kružnice, má ve svém nakresleńı jedinou stěnu (viz
Jordanova věta o kružnici) a dle Věty 5.3 má p̌resně h = v−1 hran. Potom plat́ı
v + f − h = v + 1− (v − 1) = 2.✷

• Pokud G obsahuje kružnici C, pak vypust́ıme jednu jej́ı hranu e. T́ım se počet
hran sńıž́ı o 1, ale zároveň se sńıž́ı o 1 počet stěn, protože kružnice C původně
oddělovala (viz Jordanova věta o kružnici) dvě stěny p̌rilehlé k hraně e od sebe,
ale nyńı tyto dvě stěny

”
splynou“ v jednu. Počet vrchol̊u se nezměńı. Proto se

nezměńı hodnota v + f − h = v + (f − 1)− (h− 1) = 2.

Tvrzeńı tak plyne z principu matematické indukce. ✷ ✷

Poznámka: Všimněte si dobře, že Euler̊uv vztah v̊ubec nezáviśı na tom, jak je graf G

nakreslený, je to vlastnost grafu jako takového.
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Euler̊uv vztah má mnoho aplikaćı a důsledků.

Důsledek 8.3. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech má nejvýše 3v − 6 hran.
Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech a bez trojúhelńık̊u má nejvýše 2v− 4 hran.✷

Důkaz: Můžeme p̌redpokládat, že graf je souvislý, jinak bychom p̌ridali daľśı hrany.
Necht’ počet vrchol̊u v G je v, stěn je f a hran h. Jelikož nemáme smyčky ani násobné
hrany, má každá stěna v nakresleńı grafu na obvodu aspoň 3 hrany, p̌ritom každou
hranu započ́ıtáme ve dvou p̌rilehlých stěnách. Pak tedy plat́ı h ≥ 1

2
·3f , neboli 2

3
h ≥ f .

Dosazeńım do vztahu Věty 8.2 źıskáme

2 = v + f − h ≤ v +
2

3
h− h = v −

1

3
h

h ≤ 3(v − 2) = 3v − 6 .✷

Druhá část se dokazuje obdobně, ale nyńı v́ıme, že graf nemá ani trojúhelńıky, a tud́ıž
má každá stěna v nakresleńı grafu na obvodu aspoň 4 hrany. Pak tedy plat́ı h ≥ 1

2
·4f ,

neboli 2

4
h ≥ f . Dosazeńım do vztahu Věty 8.2 źıskáme

2 = v + f − h ≤ v +
2

4
h− h = v −

1

2
h

h ≤ 2(v − 2) = 2v − 4 .

T́ım jsme hotovi. ✷
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Poznámka: Kdy nastává rovnost v Důsledku 8.3? Snadno analýzou důkazu zjist́ıme, že
jednoduchý rovinný graf má 3v − 6 hran, právě když všechny jeho stěny včetně vněǰśı jsou
trojúhelńıky. Obdobně pro druhou část tvrzeńı se všemi stěnami velikosti 4.

Důsledek 8.4. Každý jednoduchý rovinný graf obsahuje vrchol stupně nejvýše 5.
Každý jednoduchý rovinný graf bez trojúhelńık̊u obsahuje vrchol stupně nejvýše 3. ✷

Důkaz: Pokud by všechny vrcholy měly stupně alespoň 6, celý graf by měl aspoň
1

2
·6v = 3v hran, což je ve sporu s Důsledkem 8.3. Některý vrchol muśı tud́ıž ḿıt menš́ı

stupeň než 6.

Obdobně postupujeme u druhého tvrzeńı. ✷



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2013 7 / 14 FI:MA010: Rovinnost a kresleńı

8.3 Rozpoznáńı rovinných graf̊u

Při praktickém využit́ı rovinných graf̊u je poťreba umět abstraktně zadaný graf rovinně
nakreslit bez ǩŕıžeńı hran. Na rozd́ıl od problému určeńı barevnosti grafu se naštěst́ı
jedná o efektivně algoritmicky řešitelný problém. ✷

Prvńı algoritmus běž́ıćı v lineárńım čase byl podán Hopcroftem a Tarjanem 1974 a od té
doby se objevilo několik jednoduš̌śıch algoritmů, ale stále nejsou dostatečně p̌ŕıstupné,
abychom je mohli ukázat v omezeném čase na p̌rednášce.

Věta 8.5. Rozhodnout rovinnost a nalézt p̌ŕıslušné nakresleńı daného grafu lze v
lineárńım čase (v̊uči počtu vrchol̊u).

Mı́sto obecných algoritmů pro rovinné kresleńı graf̊u se zde pod́ıváme na otázku, jak
odůvodnit nerovinnost (malého) grafu.
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Př́ıklad 8.6. Ukažme, že následuj́ıćı dva grafy, K5 a K3,3 nejsou rovinné.

K5 s s

s

s

s

K3,3 s s s

s s s

✷

Při zdůvodněńı využijeme znalosti předchoźıho odd́ılu. Všimněme si, že graf K5 má 5 vrchol̊u
a 10 > 3 ·5−6 hran. Podobně graf K3,3 má 6 vrchol̊u a 9 > 2 ·6−4 hran, přitom neobsahuje
žádné trojúhelńıky. Proto podle Důsledku 8.3 žádný z nich neńı rovinný. ✷ ✷

Důsledek 8.7. Grafy K5 a K3,3 nejsou rovinné. ✷

Definice: Podrozděleńım grafu G rozuḿıme graf, který vznikne z G nahrazeńım
některých hran novými cestami libovolné (kladné) délky.
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Důležitý abstraktńı popis všech rovinných graf̊u nalezl K. Kuratowski:

Věta 8.8. Graf G je rovinný právě když neobsahuje podrozděleńı graf̊u K5 nebo K3,3

jako podgrafy.
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Př́ıklad 8.9. Které z následuj́ıćıch dvou graf̊u jsou rovinné? Najděte rovinné nakresleńı (včetně
oč́ıslovaných vrchol̊u), nebo zd̊uvodněte nerovinnost grafu.

A s s
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s s

B s s

ss

s s

s

✷

Po chv́ıli zkoumáńı určitě přijdeme na to, že graf A se dá nakreslit rovinně takto:

s s
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a b

cd

x y

→ s s

s
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a b

c

d

x y

Graf B na druhou stranu rovinný neńı podle Věty 8.8, protože je v něm obsaženo podrozděleńı
grafu K3,3, které je ukázáno na tomto obrázku:

s

ss

s s

s

✷
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Jednoznačnost rovinného nakresleńı

Fakt: V 2-souvislém rovinném grafu je každá stěna ohraničená kružnićı.

D́ıky tomuto faktu lze snadno nadefinovat, že dvě rovinná nakresleńı 2-souvislého grafu
jsou ekvivalentńı, pokud jejich stěny tvǒŕı stejné soubory kružnic. ✷

Kĺıčovým výsledkem nyńı je:

Lema 8.10. Kružnice C v 3-souvislém rovinném grafu G je stěnou jeho nakresleńı,
právě když podgraf G− V (C) je souvislý graf. ✷

Důkaz: V jednom směru, pokud G′ = G−V (C) je souvislý, pak podle Jordanovy věty
o kružnici lež́ı celý G′ uvniťr jedné oblasti C, tud́ıž druhá oblast C je stěnou v každém
nakresleńı G. ✷

Naopak pokud C ohraničuje stěnu v některém rovinném nakresleńı grafu G, dokážeme,
že každé dva vrcholy mimo C lze spojit cestou disjunktńı s C. Necht’ tedy x, y ∈
V (G) \V (C) a označme X (či Y ) množinu těch vrchol̊u C dosažitelných z x (z y) po
cestách neprocházej́ıćıch p̌res C. Jelikož x, y nálež́ı stejné stěně kružnice C, množiny
X,Y se na C

”
nep̌rekrývaj́ı“, p̌resněji je lze od sebe oddělit odebráńım některých dvou

vrchol̊u c, d ∈ V (C). Pak však {c, d} je řezem v grafu G odděluj́ıćım x od y a to
odporuje p̌redpokladu 3-souvislosti, spor. ✷ ✷

Důsledek 8.11. Každá dvě rovinná nakresleńı 3-souvislého grafu jsou ekvivalentńı.
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Použit́ı pro isomorfismus

Zaj́ımavou aplikaćı Důsledku 8.11 je algoritmus pro rozpoznáváńı isomorfismu rovinných
graf̊u, který mimo porovnáváńı rovinných nakresleńı 3-souvislých komponent použ́ıvá
metody rozkladu grafu na “v́ıce-souvislé” komponenty a testováńı isomorfismu stromů:

Věta 8.12. Problém isomorfismu rovinných graf̊u je řešitelný v lineárńım čase.

Závěrem si ještě bez důkazu uvedeme, že rovinné grafy vždy maj́ı pěkné nakresleńı v
rovině.

Věta 8.13. Každý jednoduchý rovinný graf lze nakreslit v rovině (bez ǩŕıžeńı hran)
tak, že hrany jsou úsečky.
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8.4 Barveńı map a rovinných graf̊u

Vzpomeňme si na jǐz zmiňovaný převod mapy na graf – jedná se vlastně o vytvǒreńı duálńıho
grafu k této mapě. Aby v duálńım grafu k mapě nevznikly smyčky, v mapě nesḿı žádný stát
sousedit sám se sebou, což je přirozený požadavek.

V roce 1976 Appel a Haken, a pak znovu v roce 1993 Robertson, Seymour, Sanders
a Thomas, dokázali tuto větu, která rožrešila problém čty̌r barev a která je jedńım z
nejslavněǰśıch výsledků diskrétńı matematiky v̊ubec:

Věta 8.14. Každý rovinný graf bez smyček lze obarvit 4 barvami. ✷

Důkaz této věty je nesḿırně složitý (však byl také hledán po v́ıce než 100 let a k
jeho úplnému provedeńı je stále ťreba poč́ıtač), a proto si uvedeme slabš́ı a mnohem
jednoduš̌śı tvrzeńı:

Tvrzeńı 8.15. Každý rovinný graf bez smyček lze obarvit 6 barvami.
Každý rovinný graf bez smyček a bez trojúhelńık̊u lze obarvit 4 barvami. ✷

Důkaz: Podle Důsledku 8.4 najdeme v každém podgrafu G vrchol v stupně nejvýše 5,
a tud́ıž je G 5-degenerovaný a obarv́ıme jej podle Věty 7.7. Druhou část dokážeme
obdobně, když nalezneme vrchol stupně ≤ 3. ✷
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Věta 8.16. Každý rovinný graf bez smyček má výběrovou barevnost nejvýše 5. ✷

Důkaz (náznak): Poměrně p̌ŕımočarou indukćı lze dokázat následuj́ıćı ześılené tvrzeńı:

Necht’ rovinný graf G s vněǰśı stěnou ohraničenou kružnićı C má všechny ostatńı stěny
trojúhelńıky. Necht’ každý vrchol mimo C má p̌rǐrazen seznam 5 barev, vrcholy C maj́ı
seznamy 3 barev a jisté dva sousedńı vrcholy x, y na C maj́ı p̌ŕımo p̌redepsané (r̊uzné)
barvy. Pak G lze výběrově obarvit.

• Necht’ z 6= y je druhý soused x na C. Pokud některá hrana f ze z nenáležej́ıćı C
má druhý konec také na C, pak podél f

”
rozděĺıme“ G na podgraf G1 obsahuj́ıćı

x, y a podgraf G2 sd́ılej́ıćı hranu f s G1. Indukćı nejprve obarv́ıme G1, pak G2

taktéž splńı indukčńı p̌redpoklad a i jej dobarv́ıme.

• Jinak budeme indukćı barvit podgraf G3 = G − z; p̌ričemž všem sousedům
z uvniťr G odebereme ze seznamu (jejich pěti) barev dvě z barev seznamu u
vrcholu z r̊uzné od barvy x. Následně dobarv́ıme vrchol z, pro nějž máme ťri
možnosti a jen jeho dva sousedé na C s ńım mohou být v konfliktu.

✷
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8.5 Praktické
”
pružinové“ kresleńı graf̊u

Závěrem se pod́ıvejme na trochu jinou problematiku – jak prakticky nakreslit daný
(nerovinný) graf, aby vše

”
vypadalo hezky“.

Jeden ze základńıch heuristických p̌ŕıstupů ke kresleńı graf̊u se dá shrnout následovně:

Metoda 8.17. Pružinové kresleńı grafu

• Vytvǒŕıme
”
fyzikálńı“ model grafu, kde vrcholy budou kuličkami, které se

vzájemně odpuzuj́ı, a hrany budou pružinami, které své koncové vrcholy vzájemně
p̌ritahuj́ı. ✷

• Náš model budeme iterovat jako dynamický systém, až do konvergence pozic
vrchol̊u. Zde je poťrebné modelovat i

”
tlumeńı“ pohybů vrchol̊u, aby nedošlo k

rozkmitáńı systému. ✷

• I když kresĺıme graf do roviny, je užitečné zač́ıt modelovat systém s dimenźı nav́ıc
(aby měly vrcholy

”
v́ıce ḿısta k pohybu“) a teprve v pr̊uběhu času dodatečnou

silou p̌ridanou dimenzi
”
eliminovat“, neboli zkonvergovat pozice vrchol̊u do zv-

olené roviny.


