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Ciselné charakteristiky ndhodnych veli&in
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St¥edni hodnota

P¥i statistickém zkoumdani hodnot ndhodnych veli¢in (nap¥.
zpracovani vysledki n&jakého mé&Feni) hleddme vypovédi o ndhodné
veli¢iné pomoci riiznych z ni odvozenych Z&isel.

Jako nejjednodu¥si priklad miiZe slouzit stfedni hodnota! E(X)
nahodné veli¢iny X, kterd je definovana

E(X) = >oiXi - px(xi) pro diskrétni veli¢inu
a J75 x - fx(x)dx  pro spojitou veli€inu.

Obecné stfedni hodnota ndhodnych veli¢in nemusi existovat,
protoZe ptislusné sumy ¢&i integraly nemusi konvergovat.

!Casto se misto E(X) pi¥e EX.
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Stfedni hodnota transformované ndhodné veli¢iny

Stfedni hodnotu miZeme p¥imo vyjadfit také pro funkce Y = ¢(X)
nahodné veli¢iny X. V diskrétnim p¥ipadé miZeme pfimo spocist

E(Y)=D_wP(Y =)

:ny Z P(X:X,')

J »(x;)=y;

- Z V() P(X = x;) = Z (xi)fx (x7)-

Je tedy E(¢(X)) p¥imo spotitatelnd pomoci pravdépodobnostni
funkce fx.

Podobné& vyjadfujeme stfedni hodnotu funkce ze spojité ndhodné
veliciny:

E((X)) = / () (x) dx,

pokud tento integral absolutné konverguje.
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Spottéme st¥edni hodnotu binomického rozdéleni.

Regeni

Pro X ~ Bi(n, p) je

k=0
! n—1)! _ e
:”pkz_:l(n—(k)!(k)— P (=P =
n—1
_ (n_l)! n—1—j __
= e TLAC
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Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty

Necht a,b € R a X, Y jsou nihodné velitiny s existujici stfedni
hodnotou. Pak

e £(a)=a,

e E(a+ bX) = a+ bE(X),

e E(X+Y)=EX)+ E(Y),

e jsou-li X a Y nezavislé, pak E(XY) = E(X) - E(Y).

Dikazy téchto tvrzeni jsou p¥imodaré, zkuste si je udélat!
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Spottéme jesté jednou stfedni hodnotu binomického rozdélenti,
tentokrat s vyuZitim vlastnosti stfedni hodnoty.

Reseni

Vyjad¥ime polet zdarii v n pokusech jako polet zdari
v jednotlivych pokusech

X=3,
k=1

pficemz ndahodné veliiny Yy maji viechny alternativni rozdéleni
A(p). Snadno spotitdme E(Yyx) =1-p+0-(1—p) = p. Déle vime,
ze stfedni hodnota soultu je souc¢tem st¥ednich hodnot, proto

E(X)=>_ E(Yx) = np.
k=1
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Kvantily

Dalsimi uzite¢nymi charakteristikami jsou tzv. kvantily. Pro ryze
monotdnni distribuéni funkci Fx (tj. spojitou ndhodnou velig¢inu X
s v8ude nenulovou hustotou, jako je tomu napf. u normalniho
rozdéleni) jde prosté o inverzni funkci Fy ' : (0,1) — R. To
znamend, Ze hodnota y = F~1(a) je takovd, ze P(X < y) = a.
Obecnéji, je-li Fx(x) distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X, pak
definujeme kvantilovou funkci?

F(a)=inf{x €R; F(x)>a}, ac(0,1).

Ztejmé& jde o zobecnéni pfedchozi definice.

Nejcastéji jsou pouZivané kvantily s a = 0.5, tzv. medidn,

s a = 0.25, tzv. prvni kvartil, o = 0.75, tzv. treti kvartil, a
podobné pro decily a percentily (kdy je a rovno ndsobkim desetin
a setin). K t&mto hodnotdm se vratime v popisné statistice pozdgji.

2Uv&domte si, Ze jsme se ji¥ s kvantily setkali, jen jsme jim tak zatim
nefikali.
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Rozptyl a smérodatna odchylka

Tyto &iselné charakteristiky rozdé&leni ndhodné veli¢iny nepopisuji
n&jakou st¥edni &i typickou hodnotu (jako stfedni hodnota i
median), ale miru ,kolisdni" ndhodné veli¢iny kolem st¥edni
hodnoty.

Rozptylem (varianci) ndhodné veli¢iny X, kterd ma kone¢nou
stfedni hodnotu, nazyvame &islo

D(X) =var X = E([X — E(X)]?),

odmocnina z rozptylu y/D(x) se pak nazyvd smérodatna
odchylka.
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Zakladni vlastnosti rozptylu

Pro nahodnou veli¢inu X a redlna Cisla a, b plati:
Q@ D(X) = E(X?) — E(X)?,
@ D(a+ bX) = b?>D(X),

© /D(a+ bX) = |b|/D(X).

Dikaz je pfimocary. Poznamenejme, Ze tvrzeni 1 se ¢asto pouziva
k vypottim D(X). O

V.
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Kovariance

O zavislosti dvou nahodnych veli¢in do jisté miry vypovida tzv.
kovariance, definovana predpisem

C(X,Y) = cov(X, Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]).

Veligindm X, Y, pro néz je C(X,Y) =0, fikdime nekorelované .
Pro ndahodné veli¢iny s existujicimi rozptyly plati:
0 C(X,Y)=C(Y,X),
C(X, X) = D(X),
C(X,Y) = E(XY) - E( ) (Y).
C(a+ bX,c+dY) = C(X,Y),
9 D(X+Y)=D(X)+ ( )+ 2C(X,Y), specidlné, jsou-li
X,Y nezavislé, je D(X + Y) = D(X)+ D(Y), tj
C(X,Y)=0aX,Y jsou nekorelované.
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Koeficient korelace

Koeficient korelace je jen specidlni nazev pro kovarianci dvou
normovanych nahodnych velidin:

ROXY) = pxy = C (X— E(X) Y - E(Y))

VD(X) /DY)

Q@ R(X,X)=1,

Q@ R(a+ bX,c+dY) =sgn(bd)R(X,Y),
@ Jsou-li X, Y nezavislé, je R(X,Y) =0,
Q (Cauchyova nerovnost) |R(X,Y)| < 1.
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Spo&téme rozptyl binomického rozdélent.

Regen(

Stejn& jako dFive lze psat X = > )_; Yk, kde Y1,..., Y, jsou
nezavislé nahodné veli¢iny vyjadfujici Gspéch v k-tém pokusu.
Snadno vypotteme E(Y?) =12 p+02- (1 — p) = p, proto
D(Yx) = E(Y?) — E(Yx)> = p— p? = p(1 — p). Protoze pro
nezavislé Yy plati D(>_ Yi) = > D(Yk), je D(X) = np(1 — p).
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Ptiklady k procviceni

Priklad

Nahodna veli¢ina X je dana pravdépodobnostni funkci

% pro x = —2

1

5 pro x =3
p(x) =13

3 pro x =1

0 jinak.

Urgete E(X), E(2X +5), E(X?),D(X) a D(2X + 1).

| A

Ptiklad

Nekorelované ndhodné veli¢iny X a Y maji rozptyly D(X) =a a
D(Y') = 2. Urkete konstantu a, jestlize rozptyl ndhodné veli¢iny
Z=3Y - X je D(Z) = 25.
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Normovand ndhodna veli¢ina a limitni véty

V&imnéme si, Ye vyraz \/% vystupujici v Moivre-Laplaceové
Xo—E(X,)
D(Xn)
nahodnou veli¢inu (tj. veliginu linedrn& transformovanou tak, aby
méla stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1). Moivre-Laplaceova v&ta pak
¥ikd, Ze pro n — oo se rozloZeni této nahodné veliciny blizi
normovanému normalnimu rozdé&leni N(0,1).
Jde o specidlni p¥ipad limitnich vét, ukazujicich, Ze za uritych
podminek plati ,,zdkony velkych &isel*, kdy se obdobnym zpiisobem
transformované niahodné veli¢iny chovaji jako normalni rozdéleni.

vété je totéZ, co a jde tedy o tzv. normovanou
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Dal$i momenty

Nékdy je uZite¢né studovat ¥adu dalSich charakteristik rozdéleni
ndhodnych veli¢in. Za rozumnych ptedpokladi jsou definovény
k-té obecné momenty

pie = E(X¥)
a k-té centralni momenty
e = E([X = E(X)).

Pomoci momentil pak definujeme nap¥. Sikmost (asymetrii)
nahodné veli¢iny X jako

D(x)

nebo $picatost (exces) jako
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o L T

Kladnd Sikmost distribuce (vice vysokych kladnych hodnot nez
odpovidd normalnimu rozdéleni s nulovou Sikmosti).
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Momentova vytvorujici funkce

Realnou funkci proménné t € R Mx(t) = E(etX) nazveme
momentovou vytvorujici funkci ndhodné veli¢iny X.

Poznamka

Je-li X nap¥. spojita, plati

Mx(t):/ e™f(x)dx =
0 t2 2

x
= (14 tx+ o

— 00

+ - )f(x)dx =

t2 /
=14t + 24
a jde vlastné o exponencialni vytvorujici funkci posloupnosti k-tych

obecnych momenti 1),
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Pro momentovou vytvoFujici funkci plati:
© i = g Mx(t) le=o.
e Plati-li Mx(t) = My(t) pro vSechna t € (—b, b), maji
nahodné veli¢iny stejné rozdé&leni, tj. Fx(x) = Fy(x).
o M,px(t) = e Mx(bt).
o Jsou-li X, Y nezévislé, je Mxiy(t) = Mx(t)My(t).
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Urcete momentovou vytvorujici funkci binomického rozdéleni.

=(pe'+(1-p))" =(p(e’ = 1) +1)".

Snéaze jsme mohli funkci urdit s vyuZitim predchozich v&t a
momentové vytvorujici funkce alternativniho rozd&leni, nebot pro
Y ~ A(p) je E(e?Y) = et p+etO(1 — p) = p(et — 1) + 1.
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Priklad
Naposled spoctéme stfedni hodnotu a rozptyl binomického
rozdéleni, tentokrat s vyuZitim vytvorujici funkce.

Regenf
M(t) = (p(e* — 1) + 1), proto je

| A

d

aM(t) = n(p(et — 1) +1)"tetp,
coz pro t =0 da E(X) = uj = np.

Podobn& spotitame i D(X) = uh — (1})>.

A
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Ptiklady k procviceni

Priklad

Nahodna veli¢ina X md na intervalu (0, a) konstantni hustotu
pravdépodobnosti (a jinde nulovou). S vyuZitim vlastnosti stfedni
hodnoty a rozptylu uréete:

Q@ E(2X +3),

Q@ E(3X%2-2X +1),

Q@ D(2X +3),

Q@ D(X?+1), )
Nahodna veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni (t;.
pravdépodobnostni funkci p(x) = 27e7*). Urtete jejf

(momentovou vytvotujici funkci,) stfedni hodnotu a rozptyl.
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Ciselné charakteristiky nahodnych vektort

E(X) = (E(X1),...,E(Xy)) se nazyva vektor stfednich hodnot,
D(X1) C(X1,X2) --- C(X1,Xn)
C(Xn, X1) C(Xn, X2) -+ D(Xp)
varian¢ni (rozptylovd) matice a

1 R(X1,X2) -+ R(X1,Xn)
corX =1

je korela&ni matice.
Snadno je po rozepsani po jednotlivych slozkach vidét, Ze
var(X) = E((X — E(X)) - (X — E(X))T)



Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in

0000000000000 O00000000e0000

UkaZeme na prikladech, Ze pravdépodobnostni struktura
nahodného vektoru (X, Y) neni ur€ena pouze marginalnimi
rozdélenimi veli¢in X a Y. Podstatny je rovnéz pravdépodobnostni
vztah mezi X a Y, ktery je ¢aste¢né popsan nap¥. prostfednictvim
korela&niho koeficientu.

P¥iklad
Jsou-li X a Y ndhodné veli¢iny, nabyvajici hodnot 0 a 1, pak

P(X=1Y=1)—P(X =1)P(Y =1) = E(XY) — E(X)E(Y) =
= C(X,Y).

Odtud je snadno vidét, Ze (pouze pro binarni n.v. X, Y') pokud
jsou X a Y nekorelované, jsou i nezavislé (coz obecné& neplati).
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Uved me je$t& priklad, ilustrujici, e nekorelovanost nemusi
implikovat nezavislost:

|
N

Priklad
Bud'te A a X nezdvislé ndhodné veli¢iny, spliujici X ~ N(0,1) a
P(A=1) = P(A= —1) = 1/2. Polozime-li Y = AX, pak

P(Y < y) = 5P(X < y) + 2 P(-X < y) = #(y),

proto ma rovn&z Y rozdéleni N(0,1).

Dale C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(AX?) = E(A)E(X?) =
0-1=0, pfitom P(X=Y)=P(X=-Y)=1/2a X, Y zfejmé
nejsou nezavislé.
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Priklad

Necht (X, Y) je ndhodny vektor, ktery m3 rovnom&rné rozd&leni
na jednotkovém kruhu K = {(x,y) : x> + y? < 1}. Z¥ejmé je
hustota tohoto rozd&leni rovna 1/7 pro (x,y) € K a 0 jinde a je
rovn&z vidét, ze X, Y nejsou nezavislé. Oznatme R = R(X,Y) a
@ = P(X,Y) polarni soutadnice ndhodného vektoru (X, Y) a
uréime rozdé&leni vektoru (R, ®).

Pro0<nrnn<1lal0< g <27 je

1
P(R<n,®<¢1)== rlzgl_

®1
:/ / 2rd<pdr.

Hustota je tedy rovna f(r,p) = Z pro0<r<1,0<¢p<27ma
rovna 0 vsude jinde.
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Priklad (pokr.)
Margindlni hustoty g(r) a h(p) veli¢in R a @ se nyni snadno

dopoctou:
o) 21 r
g(r)—/ f(mp)dso—/ —dp =2r
0 T

h()—/oof(r )dr—/lrdr—l
p)= | Flre)dr= | Zdr=7o

Veli¢ina & ma rovnomé&rné rozd&leni na (0, 27), odkud E(®) =7 a
D(®) = 72/3, snadno rovn&z odvodime E(R) = 2/3,

D(R) =1/18.

V&imn&me si ale zejména, Ze f(r,p) = g(r)h(p), coz znamend
nezavislost veli¢in R a @ (pfitom pivodni veliciny X, Y nezdvislé
nebyly).
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Vlastnosti charakteristik nahodného vektoru

Pro nahodné vektory X, Y stejné dimenze, konstantni matici B a
konstantni vektor a (odpovidajicich dimenzi) plati

o E(X+Y)=E(X)+E(Y),
e E(a+ BX)=a+ B E(X),
e var(a+ B - X) = Bvar(X)BT .

| \

Diikaz.

Diikaz vyplyva z vlastnosti ndhodnych veli¢in a ze vztahu
var(X) = E((X — E(X))(X — E(X))T). Ol
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Motivace

S jednim p¥ipadem limitni v&ty jsme se jiZ setkali —

de Moivre-Laplaceova véta ¥ikd, Ze binomické rozdéleni Bi(n, p) lze
za urcitych podminek aproximovat normovanym normalnim
rozdélenim. Obvykle se k aproximaci p¥istupuje pfi splnéni
podminek np(1 —p) >9 a ﬁ <p< i
V této kapitole zformulujeme zobecnéni této véty a rovnéZ dalsi
tvrzeni umoZiiujici odhadovat chovani ndhodnych veli¢in p¥i velkém

poctu nezavislych opakovani ndhodného pokusu.




Limitni v&ty a odhady
0®000000

Cebysevova nerovnost

Pro kazdou ndhodnou veli¢inu X a libovolné € > Q plati

DX

Dukaz.

Budeme odhadovat rozptyl DX ve spojitém ptipadé (diskrétni
analogicky):

= - = 2 X X = 2 X X
DX_/OO(X EX)?f(x)d Z/XEX|26(X EX)2f(x) dx >

2/ Ef(x)dx = P(|X — EX| > e).
|[x—EX|>€
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Pomoci Ceby3evovy nerovnosti miizeme odhadovat
pravdépodobnost, s jakou se ndhodna veli¢ina s nezndmym
rozdélenim odchyli od své stfedni hodnoty o vice nez k-ndsobek
smérodatné odchylky (zfejmé& je totiz P(|X — E(X)| > ko) < %)

Ptiklad
Necht je E(X) = u, D(X) = o2.
@ Odhadnéte P(|X — u| > 30).

@ Vypottéte P(|X — u| > 30), jestlize navic vite, Ze
X ~ N(0,1).

| A

Regen(
Q 1/9,
Q 0,0027.
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Specidlnim p¥ipadem je Bernoulliova véta, ktera ¥ika, Ze je-li
Y, ~ Bi(n, p), pak posloupnost relativnich &etnosti Y, /n
konverguje podle pravdépodobnosti k p.

Véta (Bernoulliova)

Pro ndhodnou veli¢inu s binomickym rozdé&lenim Y, ~ Bi(n, p) a
pro libovolné € > 0 plati

Y, 1=
P(n_p’x)SP(zP).
n he

Plyne snadno z CebyZevovy nerovnosti, nebot
E(Y,/n)=np/n=p a
D(Y,/n) = np(1 — p)/n* = p(1 — p)/n. O
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P¥iklad

P¥i zkousce bylo zjisténo, Ze mezi 600 kontrolovanymi studenty je
5 studentl, ktefi neumi ani malou nasobilku. Odhadnéte
pravdépodobnost, Ze relativni ¢etnost takovych studentli se od
jejich pravd&podobnosti vyskytu li&i o vice nez 0,017 (Mazete
predpokladat, Ze pravdépodobnost vyskytu studenta bez znalosti
nasobilky je men¥i nez 0,02).
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Centralni limitni véta

Centralni limitni v&ta ddva odpov&d na otdzku, pro€¢ je normalni
rozdéleni nejdilezitéjSim rozdélenim. Ukazuje totiz, Ze rozdéleni
soultu dostate¢né& velkého poltu nezavislych a stejné rozdélenych
ndhodnych veli¢in Ize aproximovat normalnim rozdélenim.

Necht je Y1, Ya, ... posloupnost nezavislych stejné rozdélenych

nahodnych veli&in se sttedni hodnotou i a rozptylem . Pak pro
normované nahodné veli¢iny

_lNYiop
sn_ﬁ; -

plati
nll—>nc10 P(S, < t) = &(t),

kde @ je distribu¢ni funkce rozdé&leni N(0, 1).
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Mezi uditeli matematiky v CR je jich 10% s pfjmem pFesahujicim
celostatni primér. Kolik matematikl je tfeba pozvat na konferenci,
aby s pravdépodobnosti aspori 0,95 mezi nimi bylo 8 aZ 12 procent
s nadprimé&rnym p¥Fijmem?

Rezenf
Yn ~ Bi(n;0,1), E(Y,) =0,1-n,D(Y,) =0,1-0,9- n. Pak

0,95 < P(0,08n < Y, <0,12n) =
0,08 - 0,1 Y,—0,1n _0,12-0,1
=[P n< < n|=
+/0,09n v/0,09n +/0,09n

Je tedy @ <%> > 0,975, co? je ekvivalentni y/n/15 > 1,96, tj.
n > 865.
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Regeni (Pomoci Ceby%evovy/Bernoulliovy nerovnosti)

Nyni vyuzijme Bernoulliovu nerovnost — ta dava

Y, 0,1-0,9
Pl|l—-01/<002)>1-——2
<‘ n 011 <00 ) - n-0,022’
coz ma byt alespori 0,95. Odtud
0,09
> —— 1~ = 4500.
"= 0,050,022

Opét vidime, Ze odhad prost¥ednictvim Bernoulliovy nerovnosti je
podstatné slabsi nez odhad s vyuZitim centrdini limitni véty (resp.
de Moivre-Laplaceovy véty).
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Momenty normalniho rozdéleni

P¥imy vypocet stfedni hodnoty a rozptylu normovaného normalniho
rozdéleni nenf trividlni. S vyuZitim momentové vytvotujici funkce je
ale pomé&rné jednoduchy.

Necht Z ~ N(0,1). Pak

° 1 z?
— tz e —
Mz(t)—/_ e mexp( 2)d2

/°° 1 ( 222tz+t2t2)d
= ex — zZ =
27 2 2

— 00

2

2 00 7 — 2
~oo(5) [ on(-C5 T )se-on(5).

Posledni integral je roven 1 diky tomu, Ze na misté integrované
funkce je funkce s vlastnostmi hustoty.
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St¥edni hodnota a rozptyl normalniho rozdélen{

S vyuZitim ptedchoziho vypottu Mz(t) = exp(t;) snadno
spolitame, Ze

M5 (t) = texp( )
2 2
5 t

MY(t) = t? exp( >+exp<2)

Dosazenim t = 0 pak dostaneme
E(Z)=0,D(Z2) =

Pro transformovanou nahodnou veli¢inu Y = i+ o0Z ~ N(u,0?)
pak snadno odvodime z vlastnosti stfedni hodnoty, resp. rozptylu,
%e E(Y) = u,D(Y) = 02 (co? zp&tn& zdiivodiiuje zapis N(yu,0?)).
Momentova vytvorujici funkce pro Y ma tvar

2

My (t) = exp (,ut + 02%>.
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Urcete rozdéleni souctu nezdvislych nahodnych veli¢in
X ~ N(px,0%), Y ~ N(uy,0%).

|
K
N

Reseni

Z vlastnosti momentové vytvorujici funkce dostavame
2 t° o t?
Mx vy (t) = exp(uxt + O'XE) exp(,uyt + O'YE) =
2 ot
= exp((ux + py)t + (ok + UY)E)'

Proto X + Y ~ N(ux + py,o% + 0%).
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[ (gamma) rozdéleni

I" rozd&leni se Easto pouzivd u modeli &ekani (nap¥. v pojistné
matematice je as doziti ¢asto modelovdan pomoci gamma
rozdélen).

Priklad

Urlete konstantu c tak, aby funkce cx®~1e™ pro x > 0 a nulova
jinde (a, b > 0 jsou parametry) byla hustotou ndhodné veli&iny.

Reseni

| A

Hustota musi spliiovat

0 oo a—1 1
1= / ox® le b dx = / C(E) e tZdt=
0 0 b b

¢ > a—1_-—t c
= — t dt = —I
b"’/o e pal (3);

ba
proto Cc = @
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Poznamka

Funkce I je zobecnéni faktoridlu (F(n) = (n—1)! pro n € N),
definované predpisem ['(a) = fo le=>dx. Casto potitdame
hodnoty této funkce s vyuZitim vlastnosti

r(1/2) = 7 Ma+1) = a-I(a).

|

Definice

Rozdéleni ndhodné veli¢iny s hustotou
ba
f(x) = — _x¥lemhx

spoditanou v predchozim ptikladu nazyvdme gamma rozdéleni

s parametry a, b a zna&ime ['(a, b). Momentova vytvotujici funkce
je pak M(t) = (%)a, stfedni hodnota E(X) = a/b a rozptyl
D(X) = a/b?.
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Ptiklad (rozd&leni x? podruhé)

Necht Z ma normované normalni rozd&leni. Uréete hustotu
transformované ndhodné veli¢iny X = Z2.

Reseni

| A

Jiz d¥ive jsme vypodetli pfimym vypoétem pres distribuéni funkci,
Ze hustota

a ¥ekli jsme si, Ze jde o (Pearsonovo) x? rozd&leni s jednim
stupn&m volnosti, které znatime X ~ x2(1). Nyni vidime, Ze jde
o specidlni p¥ipad I-rozdé&leni, totiz [(1/2,1/2).

Obecné pro soucet Y &tvercl n nezavislych ndhodnych veligin

s rozdé&lenim N(0,1) obdobné& odvodime, Ze ma rozd&leni
M(n/2,1/2) a ¥ikdme, e Y ma rozdé&leni x?(n) (chi kvadrat s n
stupni volnosti). Toto rozd&leni se ve statistice pouZiva velmi €asto.
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Dalsi dalezita rozdéleni

F-rozdéleni

Jsou-li X, Y nezdvislé ndhodné veli¢iny s rozdélenimi
X ~ x%(k),Y ~ x?(m), pak m4 transformovana ndhodn4 veli¢ina

_ e

U= Y/m

takzvané Fisher-Snedecorovo F-rozd&leni F(k, m) s k a m stupni
volnosti.

Studentovo t-rozdéleni

Jsou-li Z ~ N(0,1) a X ~ x?(n) nezévislé ndhodné velitiny, pak
ma veli¢ina

Z
Vv X/n

tzv. Studentovo t-rozd&leni t(n) s n stupni volnosti.
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Ptehled rozdéleni odvozenych od normdlniho

Zy,...,Zx ~N(0,1) . . . . . nezavisla normovanad normaln{
X? =S 7% ~x?(k) . . . . chi-kvadrat o k stupnich volnosti
2
Fem = % ~ F(k,m) . . F-rozd&leni s k a m stupni volnosti
__z N . .
Ty = NEAL t(k) . . . . . . trozd&lenis k stupni volnosti
Odtud zejména Z2 ~ x?(1) a T? ~ F(1,k).
rozdéleni | stfedni hodnota rozptyl
N(p,0°) 7 o
2 (k) k 2k
t(k) 0 k/(k—2)
F(k, m) m/(m— 2) 2m?(k +m —2)/k(m — 2)%(m — 4)
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Nahodny vybér

Definice

Nahodnym vybérem rozsahu n rozumime n-tici nezavislych a
stejné rozdé&lenych nihodnych veli¢in X1, ..., X, ~ Fx(x) (n&kdy
také hovofime o n nezdvislych kopiich ndhodné veli¢iny X).
Nahodnym vybérem rozsahu n z p-rozmérného rozdéleni
rozumime n-tici nezavislych a stejné rozdélenych p-rozmérnych
nahodnych vektord.

V matematické statistice ¢asto pracujeme s transformacemi
ndhodného vyb&ru, takovym ndhodnym veli¢indm (pFip. vektortim)
fikdme statistiky. V ndsledujicim zavedeme nékolik dilezitych
statistik a ukazeme jejich souvislost s &iselnymi charakteristikami
nahodnych veligin.
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Zakladni statistiky

Necht Xi,..., X, je ndhodny vyb&r. Statistiku

1 n
M:ni;x,-

nazyvame vybérovy pramér, statistiku

- Zn:(x,-—M)2

 n—1+¢
i=1

vyb&rovy rozptyl a statistiku S = v/ S? vyb&rova smérodatna
odchylka. Analogicky se definuji i vybérova kovariance, p¥ip.
vybérovy korelaéni koeficient pro dvourozmérny nahodny vybér.
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Vlastnosti statistik

ProtoZe jsou uvedené statistiky ndhodnymi veli¢inami, Ize se
pFirozené ptat po jejich &iselnych charakteristikach.

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybé&r rozsahu n z rozdéleni se stFedni
hodnotou i a rozptylem o . Pak plati:
o E(M)=upu,

e D(M) = var(M) = o?/n,
o E(S?) =02
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Dukaz.
Ukazeme jen (nejsloZit&jsi) 3. tvrzeni.
Snadno se odvodi, Ze plati

DX — )P = (Xi — M)? + n(M — ).

Proto je

E(S?) = L E( 06— ) — o E(M — ) =

S Y D(X;) — —-D(M) =

n—1 n—1
n

O]
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V predchozi vété jsme ukazali, Ze vyb&rovy primér M spliiuje
E(M) = p, jeho stfedni hodnota je tedy rovna odhadovanému
parametru p. V takovém pFipad€ fikdme, Ze statistika M je
nestrannym odhadem parametru pu.

Podobn& jsme vid&li, e S? je nestrannym odhadem parametru o2
Vsimnéme si rovnéz, Ze ,pFirozenéji” definovana statistika

1 3°(X; — M)? neni nestrannym odhadem o2, jeji stfedni hodnota

. sy n—1 2
Jje totiz TO' .

Rozmyslete si, je-li S nestrannym odhadem smérodatné odchylky
g.
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi, ..., X, ndhodny vybér
z normalniho rozdéleni N(u,c?).

o M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.

o M~ N(u,0?/n), atedy U= (M —pu)/(c/+/n) ~ N(0,1).
o T= (M~ 1)/(S/v/) ~ t(n— 1)

o K=(n-1)5%/0% ~ x*(n—-1).

o Y3(Xi — u)?/o% ~ x*(n).

Pozndmka

K odhadu p, nezndme-li 02, sloui T, v opa&ném p¥ipad& U.

K odhadu o2, nezndme-li u, slou#i K, v opa&ném pFipad&
nasledujici (bezejmennd?) statistika, kterd je vlastné statistikou K,
v niz misto odhadu M pouZijeme p¥imo u.

N
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Ptiklad

V roce 1951 bylo rozsahlym statistickym prizkumem zjisténo, ze
stfedni hodnota vysky desetiletych chlapci je 136,1 cm se
smérodatnou odchylkou o = 6,4 cm.

V roce 1961 byla zjisténa vyska pouze u 15 ndhodné vybranych
chlapct:

130 | 140 | 136 | 141 | 139 | 133 | 149 | 151
139 | 136 | 138 | 142 | 127 | 139 | 147

Otazkou je, zda se v porovnani s rokem 1951 zménila st¥edni vyska
chlapcli, pokud ptedpokladame, Ze variabilita vySek se v rliznych
generacich pFili§ neméni.
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Regeni

Vzhledem k tomu, Ze zakladni soubor vSech desetiletych chlapcii je
rozsahly, Ize zminéna data povaZovat za ndhodny vybér?. Zjistime,
Ze vybérovy priimé&r M = 139,133, n = 15 a s vyuZitim statistiky U
dostdvdme, Ze s 95% pravdépodobnosti leZi hodnota p v intervalu

(M — 1,965 /+/n; M + 1,960 /+/n) = (135,9; 142,4).

ProtozZe i stfedni hodnota vySek z roku 1951 leZi v tomto intervalu,
nemame vazny davod tvrdit, Ze se stfedni vyska zménila. Pokud
bychom ovSem pfFipustili vy$8i moznost omylu a stanovili interval se
spolehlivosti pouze 90%, pak bychom na této hladiné hypotézu, Ze
se stfedni vyska zmeénila, ,pFijali” — interval je nyni
(136,41;141,85). Podobn&, pokud nas zajima pouze dolni odhad
stfedni hodnoty vy3ek chlapcil (a vilbec tedy nepfipoustime
moZnost, Ze by se stfedni vy¥ka sni%ila), pak s 95%
pravdépodobnosti je stfedni vySka vétsi nez 136,41, a tedy nyni
opét ,prijimdme" hypotézu, Ze se stfedni vyska zvysila.
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Ptiklady k procviceni

P¥iklad

Predpokladejme, Ze velkd skupina studentd ma ze zdpoctové
pisemky ze statistiky bodové hodnoty normalné rozloZeny kolem
stfedni hodnoty 72 se smérodatnou odchylkou 9 bod(i. Urcete
pravdépodobnost, Ze

a) ndhodné vybrany student bude mit vysledek lepsi neZ 80 bodd,

b) primé&r vysledkd ndhodného vyb&ru 10 studentil bude lepsi neZ
80 bodi.

| \

Priklad

Rychlost letadla byla uréovdna v 5 zkouskach, jejichz aritmeticky
priimé&r byl m = 870,3 ms~. Najdéte 95% interval spolehlivosti pro
w vite-li, ze méFeni rychlosti se ¥idi normdlnim rozdélenim se

smérodatnou odchylkou 2,1 ms~1.




	Císelné charakteristiky náhodných velicin
	Limitní vety a odhady
	Normální rozdelení a rozdelení odvezená
	Náhodný výber

