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Nahodny vybér

Definice

Nahodnym vybérem rozsahu n rozumime n-tici nezavislych a
stejné rozdélenych nihodnych veli¢in X1, ..., X, ~ Fx(x) (n&kdy
také hovofime o n nezdvislych kopiich ndhodné velitiny X).
Nahodnym vybérem rozsahu n z p-rozmérného rozdéleni
rozumime n-tici nezavislych a stejné rozdélenych p-rozmérnych
nahodnych vektord.

V matematické statistice ¢asto pracujeme s transformacemi
ndhodného vyb&ru, takovym ndhodnym veli¢indm (p¥ip. vektortim)
fikdme statistiky. V ndsledujicim zavedeme nékolik dilezitych
statistik a ukazeme jejich souvislost s &iselnymi charakteristikami
nahodnych velicin.
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Zakladni statistiky

Necht Xi,..., X, je ndhodny vyb&r. Statistiku

1 n
M:ni;x,-

nazyvame vybérovy pramér, statistiku

L Zn:(x,-—M)2

 n—1+¢
i=1

vyb&rovy rozptyl a statistiku S = v/ S? vyb&rova smérodatna
odchylka. Analogicky se definuji i vybérova kovariance, p¥ip.
vybérovy korelaéni koeficient pro dvourozmérny nahodny vybér.
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Vlastnosti statistik

ProtoZe jsou uvedené statistiky ndhodnymi veli¢inami, Ize se
pFirozené ptat po jejich &iselnych charakteristikach.

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybé&r rozsahu n z rozdéleni se stfedni
hodnotou i a rozptylem o . Pak plati:
o E(M)=pu,

e D(M) = var(M) = o?/n,
o E(S?) =02
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Diikaz.

Ukazeme jen (nejsloZit&jsi) 3. tvrzeni.
Snadno se odvodi, Ze plati

DX — )P = (Xi = M)* + n(M — ).
Proto je

E(S?) = L E( 06— ) — o E(M — ) =

S Y D(X;) — —-D(M) =

n—1 n—1
n

O]
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V predchozi vété jsme ukazali, Ze vyb&rovy primér M spliiuje
E(M) = p, jeho stfedni hodnota je tedy rovna odhadovanému
parametru . V takovém p¥ipadé€ fikdme, Ze statistika M je
nestrannym odhadem parametru .

Podobn& jsme vid&li, e S? je nestrannym odhadem parametru o2.
Vsimnéme si rovnéz, ze ,pfirozenéji” definovana statistika

£ 3°(X; — M)? neni nestrannym odhadem o2, jeji stfedni hodnota

. 'y n—1 2
Jje totiz TO' .

Rozmyslete si, je-li S nestrannym odhadem smérodatné odchylky
g.
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi,..., X, ndhodny vybér
z normalniho rozdéleni N(u,0?). Bez dlikazu uvedeme velmi
dalezZité tvrzeni o rozdéleni nasledujicich statistik:

Véta

M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.

M ~ N(u,0?/n), a tedy U = (M — n)/(c//F) ~ N(0,1).
T=(M—p)/(S/Vn)~t(n-1).

K= (n-1)S?/0% ~ x*(n—1).

>(X; — p)?fa? ~ x3(n).

Poznamka

| A

K odhadu p, nezndme-li 02, sloui T, v opa&ném p¥ipad& U.

K odhadu o2, nezname-li u, slou?i K, v opa&ném pFipadé
nasledujici (bezejmennd?) statistika, kterd je vlastné statistikou K,
v niz misto odhadu M pouZijeme p¥imo u.
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Ptiklad

V roce 1951 bylo rozsahlym statistickym prizkumem zjisténo, ze
stfedni hodnota vysky desetiletych chlapci je 136,1 cm se
smérodatnou odchylkou o = 6,4 cm.

V roce 1961 byla zjisténa vyska pouze u 15 ndhodné vybranych
chlapct:

130 | 140 | 136 | 141 | 139 | 133 | 149 | 151
139 | 136 | 138 | 142 | 127 | 139 | 147

Otazkou je, zda se v porovnani s rokem 1951 zménila st¥edni vyska
chlapcli, pokud ptedpokladame, Ze variabilita vySek se v rliznych
generacich pFili§ neméni.




Nahodny vybé&r
000000080000

Regeni

Vzhledem k tomu, Ze zakladni soubor vSech desetiletych chlapcii je
rozsahly, Ize zminéna data povaZovat za ndhodny vybér?. Zjistime,
Ze vybérovy priimé&r M = 139,133, n = 15 a s vyuZitim statistiky U
dostdvdme, Ze s 95% pravdépodobnosti leZi hodnota p v intervalu

(M — 1,965 /+/n; M + 1,960 /+/n) = (135,9; 142,4).

ProtozZe i stfedni hodnota vySek z roku 1951 leZi v tomto intervalu,
nemame vazny ddvod tvrdit, Ze se stfedni vyska zménila. Pokud
bychom ovSem pfFipustili vy$8i moznost omylu a stanovili interval se
spolehlivosti pouze 90%, pak bychom na této hladiné hypotézu, Ze
se stfedni vyska zmeénila, ,pFijali” — interval je nyni
(136,41;141,85). Podobn&, pokud nas zajima pouze dolni odhad
st¥edni hodnoty vy%ek chlapcii (a viibec tedy nep¥ipoustime
moZnost, Ze by se stfedni vy¥ka sni%ila), pak s 95%
pravdépodobnosti je stfedni vySka v&tsi nez 136,41, a tedy nyni
opét ,prijimadme" hypotézu, Ze se stfedni vyska zvysila.
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Ptiklady k procviceni

P¥iklad

Pfredpokladejme, Ze velkd skupina studentd ma ze zdpoctové
pisemky ze statistiky bodové hodnoty normalné rozloZeny kolem
stfedni hodnoty 72 se smérodatnou odchylkou 9 bod(i. Urcete
pravdépodobnost, Ze

a) ndhodné vybrany student bude mit vysledek lepsi neZ 80 bodd,

b) primé&r vysledkd ndhodného vyb&ru 10 studenti bude lepsi neZ
80 bodi.

| A

Priklad

Rychlost letadla byla uréovéna v 5 zkouskach, jejichz aritmeticky
prim&r byl M = 870,3 ms—!. Najdéte 95% interval spolehlivosti
pro p, vite-li, Ze méFeni rychlosti se ¥idi normalnim rozdélenim se

smérodatnou odchylkou 2,1 ms™1.
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Dva nezavislé vybéry z normalniho rozdéleni

Necht je Xi1,...,Xm1 ndhodny vybér rozsahu m z rozd&leni
N(u,0?) a Xi2,. .., Xn2 je na ném nezavisly ndhodny vybér rozsahu
n z rozd&leni N(j,03), pficem# m,n > 2. Oznaéme My, My jejich
vybé&rové priiméry a S?,S3 vybé&rové rozptyly. Dile necht je

m—1)S? + (n—1)S3

52:(
* m+n—2

vazeny primér vybérovych rozptyli. Pak plati:
o My — My a S? jsou stochasticky nezavislé,
2 2
o My — Mo~ N(p1 — pia, 72+ %2) ,
o je-li 02 = 03 = 02, pak
K=(m+n—2)S2/0% ~ x>(m+n—2),

o F=23/% L F(m—1,n—1).

oi/03
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UZiti statistik dvou nezdvislych vybérii

Statistika U, vznikld normovanim M; — M,, se pouZiva pro
odhad rozdilu p11 — 12, zndme-li rozptyly o3, 3.
Je-li 02 = 03 = 0, pak statistika T (vznikld z U nahrazenim
teoretického spole¢ného rozptylu o vaZenym priimérem
vyb&rovych rozptylii S2) slou#i pro odhad rozdilu g — 2,
nezname-li rozptyl o2.
Statistika K = (m + n — 2)S2 /02 slou#i k odhadu spoleZného
rozptylu o?.

St/8%

Statistika F = .y slouzi k odhadu podilu rozptyléi 2 /3.
1772
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Mé&jme dva nezavislé ndhodné vybéry; prvni rozsahu 10 z rozdéleni
N(2;1,5) a druhy rozsahu 5 z rozd&leni N(3,4). Urete
pravdépodobnost, Ze vyb&rovy priimér prvniho vybéru bude mensi
nez vyb&rovy priimé&r druhého vybéru.

Reseni

P(Ml < Mz) = P(Ml — M, < 0) =

_p | M=Mo) = (= p2) 0= (ma—p2) | _
N N
243
Plu<—=2 ) —p<105)=

15 , 4
V1o t5s

= ¢(1,05) = 0,853.
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Nahodny vybér je n-tice nezavislych ndhodnych veli¢in se stejnym
rozdélenim, které zaleZi na jednom nebo vice parametrech.
Obvykle pfitom hodnotu téchto parametrii nezndme, ale miizeme
tuto hodnotu nebo hodnotu n&jaké jeho funkce (tzv. parametrické
funkce) z ndhodného vyb&ru odhadnout.

M&jme ndhodny vyb&r Xi, ..., X,, které zavisi na (obecn&
vektorovém) parametru 6. Bodovym odhadem parametru 6
rozumime statistiku T (X1, ..., X,), kterd je v n&akém smyslu

blizko parametru 6. Rozdil (p¥ip. vektorovy) E(T) — 6 nazveme
vychyleni, je-li E(T) = 6, pak odhad T nazveme nestrannym.
Intervalovym odhadem parametru 6 rozumime (obecné
vicerozmé&rny) interval (Ty, Ty), kde Ty (X1,...,X,) a
Tu(X1,...,X,) jsou statistiky vyb&ru (X,...,X,). Plati-li

P(TL<0<Ty)=1-aq,

fikdme, Ze (T, Ty) je interval spolehlivosti 1 — v pro parametr 6 .
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Jsou-li Ty, T, nestranné odhady parametru 6, fikdme, Ze odhad T;
je lepsi nez odhad T, pokud D(Ty) < D(T3), p¥ip.

var T1 < var T, (tj. matice var T, — var T3 je pozitivn& definitivni).
O posloupnosti T, odhadii € ¥ikime, Ze je asymptoticky
nestranna, pokud lim,_. E(T,) = 6.

O posloupnosti T, odhadii 6 ¥ikime, Ze je konzistentni, pokud
limp—oo P(|Th — 0] <€) =1.
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Ptiklad
Uvazujme opakovand nezavislda mé&feni urcité konstanty p, popsand
ndhodnym vybérem Xi, ..., X, z rozdéleni se stfedni hodnotou

E(X;) = p a rozptylem D(X;) = 0. DokaZte, Ze statistiky
M=15"" X aL=23(Xi+ X,) jsou nestrannymi odhady 4 a
rozhodnéte, ktery z odhadi je lepsi.

E:E *W z

X1+X,, 1 1
2

M) = %ZD(X,-) — %nc;? ==
D(L) = D(1/2(Xq + X»)) = 1/4D(X1 + Xa) =
= 3(D(X) + D(Xx) = T

E(L) =




Bodové a intervalové odhady
000®00000000

Poznamka

Odpov&d na otdzku, zda je vyb&rova smé&rodatnd odchylka S
nestrannym odhadem smérodatné odchylky o, je zdporna. Kdyby
totiz E(S) = o, pak by D(S) = E(S?) — E(S)? =02 — 02 =0,
coz by znamenalo, Ze S je konstanta, a to je spor, protoZe rozptyl
S je nenulovy.

Poznamka

Jak jsme vid&li dFive, nenf statistika s2 = 1 5™ | (X; — M)?
nahodného vybéru z normalniho rozdéleni nestrannym odhadem
rozptylu o2 — je totiz E(s2) = E(2-252%) = 2152, Ztejm& je ale

im0 E(s2) = 02 a protoZe

204
n—1’

D(S%) =

je i limy oo D(s2) = limy_s0o D((n —1)S%/n) = 0, a je tedy
posloupnost s2 konzistentnim odhadem rozptylu o2.
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Intervaly spolehlivosti (confidence intervals)

P¥ipomeiime, Ze pro ndhodny vyb&r Xi, ..., X, zavisly na
parametru 6 jsme definovali intervalovy odhad parametru # pomoci
statistik Ty, Ty vybéru tak, ze P(T; <0 < Ty)=1— a. Jde

o tzv. oboustranny interval spolehlivosti pro 6 . Podobng
definujeme levostranny interval spolehlivosti (7, c0) pomoci
P(T,. < 0) =1 — «, analogicky pravostranny interval
spolehlivosti. Cislo o se nazyva riziko (obvykle se pouZiva

a = 0,05), &islo 1 — « spolehlivost.
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Algoritmus konstrukce intervalu spolehlivosti

© Zvolime statistiku V/, kterad je nestrannym bodovym odhadem
parametru 6.

@ Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, kterd je transformaci V
se zndmym rozdé&lenim, nezdvisici na nezndmé hodnoté 6
(napt. U,K, T, F).

© Najdeme pfislusné kvantily rozdéleni statistiky W tak, Ze

P(Wa/Q S W S W]__a/2) =1- .

© Nerovnost w,» < W < wy_ /> pfevedeme ekvivalentnimi
tpravami na nerovnost T; < 6 < Ty.

© Z daného vybéru zjistime konkrétni Ciselné realizace statistik
Ty, Ty a dostaneme tak intervalovy odhad poZadované
spolehlivosti 1 — .
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Intervaly spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni

v (zndme o2) (M — ful aj2M + ful o/2)

i (nezndme 02) (M — %tl,ap(n 1),M+ Wﬁ—a/z( —-1))
(n—1)S? (n—1)S?

X% a/Q(n—l)’ Xi/z(n—l)

Z(X —n)* Z(Xi—p)?
Xi_ a/z(”) i/z(”)

o2 (nezndme 1)

o2 (znadme p)




Ptiklad

Necht Xi,..., X, je ndhodny vyb&r z rozd&leni N(p;0,1). Jaky
musi byt minimalni rozsah vyb&ru, aby velikost 95% intervalu
spolehlivosti pro p neptesdhla ¢islo 0,037

Regeni

Podle pfedchozi tabulky dostdvame (pro oo = 0,05)

g g
0,03> M + ﬁulfaﬁ - (M- %ulfaﬁ) -
g
= 2%“1—&/2'
Proto 5
do<u
1-a/2
> —— = ~1707.38
= "0,032 ’

a rozsah vybéru tedy musi spliiovat n > 1708.
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Intervaly spolehlivosti pro parametry 2 normalnich rozdéleni

2 2
m1 — U2 (znéme O'%,O’%) Ml—sz:\/%+%2u1,a/2
w1 — p2 (nezn. a%:ag) I\/I1—I\/IgiS*\/%—l—%tl,a/z(m—i—n—ﬂ

(m+n—2)S2 (m+n—2)S2
X%_a/2(m+n—2) ’ Xi/Z(m—l-n—Z)
(i S
Fi_a/2(m=1,n—1)> F,(m—1,n—1)

spole¢ny rozptyl o2

podil rozptyld 02 /o3

Poznamka

Pokud a priori nevime, jestli jsou rozptyly shodné, miZeme to
ov&fit tak, Ze nejprve sestrojime interval spolehlivosti pro o2 /o3.
Obsahuje-li 1, Ize (s pravdépodobnosti 1 — o) povaZovat rozptyly
za shodné a tento rozptyl odhadovat pomoci statistiky K, jak je
uvedeno v tabulce.
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Inteval spolehlivosti pro vyb&r z dvourozmérného rozdéleni

Necht (X1, Y1), ..., (Xn, Ys) je vyb&r z rozd&leni

v () (7 %))
p2) \own o3
Oznalime y = puy — po a zavedeme rozdilovy vybér Z; = X; — Y.

Pak statistika T = 2”/71 vyb&ru Z m4 t-rozd&leni s n — 1 stupni
volnosti, proto jsou hranice intervalu spolehlivosti 1 — a pro p rovny

S
M + th,ap(n — 1)
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Priklad

------

pneumatiky na prednich kolech. Byly naméfeny tyto hodnoty
(v mm):

¢islo auta 1 2 3 4 5 6
sjeti pravé pneu | 1,8 | 1,022 (09 | 15|16
sjeti levé pneu | 1,511 (20 |11|14 |14

Predpokladejte, Ze jde o realizaci ndhodného vybé&ru

z dvourozmérného normalniho rozdéleni a rozhodnéte, jestli
nedochazi k vyrazn&jsimu nesymetrickému sjizd&ni pneumatik (tj.
sestrojte 95% interval spolehlivosti pro u = pi — p2).
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Regen(

Postupné vypotteme: Z = (0,3; —0,1;0,2; —0,2;0,1;0,2),

M = 0,0833, S = 0,1941. Pak jsou krajnimi body hledaného 95%
intervalu spolehlivosti

M + %tl,a/z(n —1) =0,0833 + 0,1941 - 2,5706/+/6, tj.
(—0,12;0,29).

Poznamenejme, Ze snadno odvodime i miru rizika, se kterou
bychom mohli tvrdit, Ze je p; > po, tj. Ze pravé pneumatiky se

------

spolehlivosti neobsahoval &islo 0 — v nasem ptipadé je o = 0,34,
coz je riziko prilis vysoké.
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Motivaéni uvod

Testovani hypotéz umoZziiuje na zidkladé ndhodného vybéru s danou
pravdépodobnosti ovéfovat domnénky o rozdéleni, z néhoz pochazi
dany nahodny vybér. Hypotézou budeme rozumét n&jaké tvrzeni
o parametrech tohoto rozdéleni.

Definice

Ho ...nulova hypotéza (nap¥. 6 = ¢, kde ¢ vyjadfuje nagi
domnénku o hodnoté& parametru 6)

Hy ... (oboustrannd) alternativni hypotéza (obvykle negace nulové)
Testovanim Hy oproti alternativni hypotéze rozumime postup
zalozeny na ndhodném vybéru, s jehoz pomoci platnost Hy
zamitneme nebo nezamitneme (= p¥ipoustime).

Chyba 1. druhu ... Hy plati a my ji zamitneme (zdvazn&j¥i)

Chyba 2. druhu ... Hy neplati a my ji nezamitneme
Pravdépodobnost chyby 1. druhu se nazyva hladina vyznamnosti
(a, obvykle o = 0,05), pravdépodobnost chyby 2. druhu se zna&i
a &islo 1 — 3 se nazyva sila testu.
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Zpusoby testovani nulové hypotézy

© pomoci intervalu spolehlivosti
@ pomoci kritického oboru
@ pomoci tzv. p—hodnoty (p-value)

Interval spolehlivosti Na zdkladé realizace nahodného vybéru
sestrojime 100(1 — «)% interval spolehlivosti pro
neznamy parametr 6 a zjistime, zda ¢ pat¥i do tohoto
intervalu. Pokud ano, hypotézu Hy nezamitame
(v opa&ném pt¥ipadé zamitdme) na hlading
vyznamnosti .

Kriticky obor Stanoveni kritického oboru je postup do jisté miry
obriceny. Nejprve (i bez ndhodného vybéru) zvolime
vhodnou statistiku T a mnoZinu hodnot, jichz mize
T nabyvat, rozdélime na dvé disjunktni podmnoziny:
obor nezamitnuti Hy (zna&ime V') a kriticky obor
W (obor zamitnuti Hp). Pokud realizace T padne do
W, pak Hy zamitneme, jinak nezamitame.
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Stanoveni kritického oboru na hlading o

Pro statistiku T (testové kritérium) stanovime obor nezamitnuti V
jako interval, jehoZ hrani¢ni body tvofi kvantil /2 a 1 — «/2,
odtud je

W = (—oo, Ffl(a/2)) U (F*1(1 — a/2),0).
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Zpusoby testovani nulové hypotézy

p-hodnota Testovani pomoci p-hodnoty je jednoduchy test,
umoznény rozsitenim statistickych balikii. p-hodnota
udava nejniz&i moznou hladinu vyznamnosti, p¥i niz
Hop zamitame. Je-li p-hodnota > «, hypotézu Hy
nezamitame, pro p-hodnotu mensi nez «, hypotézu

zamitneme.

p-hodnota se stanovi rovnéZ se znalosti konkrétni
realizace ty statistiky T nidhodného vybéru jako

p=2min{P(T < ty), P(T > to)}.
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Testovani hypotézy proti jednostranné alternativé

Je-li Hy hypotéza 6 = c, pak levostranna alternativni hypotéza je
tvrzeni 8 < ¢, pravostranna alternativni hypotéza je tvrzeni 6 > c.
Volba typu alternativni hypotézy vyplyvd z konkretni situace.

Priklad

o V pfedmétu Matematika 3 psali studenti pisemku rozdéleni na
2 skupiny. Hypotéza Hy : obé zaddni maji stejnou priimérnou
obtiZnost je testovdna oproti oboustranné alternativni
hypotéze zaddni nejsou stejné obtizna.

o V predmétu Matematika 3 se dfive po studentech
nevyzadovalo ¥eSeni domacich dloh. Toto bylo nyni nové
zavedeno s cilem dosaZeni lepSich vysledki studentii
u zavéretné zkousky.

V tomto pfipadé zfejmé pouZijeme nulovou hypotézu Hj :
vysledné bodové hodnoceni se nezlepsilo oproti pravostranné
alternativni hypotéze H; : bodovy vysledek studentii se zlepsil
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Jednoduchy priklad

Ptiklad

Nas protivnik hodil 60x kostkou a padla mu 16x Sestka. Testujme
na hladiné vyznamnosti a = 0,05 nulovou hypotézu Hp : kostka
neni upravend oproti jednostranné alternativni hypotéze Hj :
kostka je upravena tak, aby padalo vice Sestek.

| A

Regeni

Statistika T (pocet Sestek) ma rozdéleni T ~ Bi(60,1/6). Kriticky
obor je ddn 95. percentilem tohoto rozdé&leni. Snadno vypo&teme,
Ze P(T > 14) = 0,065 a P(T > 15) = 0,034, proto je p—hodnota
rovna 0,034 (nebo jinymi slovy: kritickym oborem na hladin& 0,05
je interval (16, 00). Hypotézu Hy tedy zamitdme — na hladin& 0,05
muZeme tvrdit, Ze kostka je upravena.
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Jednoduchy pfiklad — pokr.

ReZeni (pomoci aproximace)

Porovnejme predchozi ¥eseni prikladu s ¥eSenim, p¥i kterém
vyuzijeme aproximaci pomoci de Moive-Laplaceovy véty. Nahodnou
veli¢inu

T-10
~ /50/6

Ize povaZovat za veli¢inu majici normalni rozd&leni N(u, o?)

s jednotkovym rozptylem o2 = 1, testovat budeme hypotézu p = 0.
Kritickym oborem N(0,1) je interval (1,65, c0) (stale uvaZujeme
pravostranou alternativu). P¥itom pro realizaci statistiky X plati

x = (16 — 10)/4/50/6 ~ 2,08 a hypotézu tedy op&t zamitdme.
Jednostrannym intervalem spolehlivosti pro X je

((2,08 — 1,65)/1/60, o) a protoze do n&j nepatfi hodnota 0
zamitdme nulovou hypotézu (vimnéte si, Ze v obou p¥ipadech
rozhodlo porovnani 1,65 < 2,08).
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Jednoduchy pfiklad — pokr.

Redeni (pomoci aproximace a p-hodnoty )

Uréeme nejmensi pravdépodobnost p, pfi niz stale jesté€ zamitame
nulovou hypotézu p = 0 oproti pravostranné hypotéze p > 0 ().
p-hodnotu). Ma-li X rozdéleni N(0,1), pak

p=P(X >208)=1-0,981 = 0,019.

ProtozZe je a = 0,05 > 0,019, opét hypotézu zamitame.
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Zakladni testy hypotéz o parametrech normdlniho rozdéleni

Podobné jako statistiky p¥i konstrukci intervalll spolehlivosti jsou i
zdkladni testy standardizované (neni divu — jak jsme vidé&li, jde
o lzce propojené pojmy).
z-test Necht je X1, ..., X, ndhodny vyb&r z rozd&leni
N(u,0?) se zndmym o2 a n>2. Test Hy: = c
proti alternativni hypotéze u # ¢ se nazyva z-test.
jednovybérovy t-test Necht je Xi,..., X, ndhodny vybé&r
z rozdéleni N(u,0?) s nezndmym o2 a n > 2. Test
Hp : i = ¢ proti alternativni hypotéze i # ¢ se
nazyva jednovybérovy t-test.
dvouvybérovy t-test Necht je Xii, ..., Xy,1 ndhodny vybér
z rozd&leni N(u1,02) a X1z, ..., Xp2 na ném
nezavisly nahodny vyb&r z rozd&leni N(u2, o?)
s m,n>2 aneznamym o2. Test Hy : jiy — o = ¢
proti Hy : u1 — pp # ¢ se nazyva dvouvybérovy
t-test.
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Zakladni testy hypotéz o parametrech normdlniho rozdéleni

parovy t-test Necht je (X1, Y1)",...,(Xa, Yn) vybér z rozdéleni

2
of O
. ((Ml) 7 ( : 122))
142 Ofp 05

s n > 2 a neznamymi parametry. Test
Ho : 1 — po = c oproti Hy : pu1 — 2 # ¢ se nazyva
parovy t-test.

F-test Necht je Xi1,...,Xm1 ndhodny vybér z rozdé&leni
N(u1,0%) a X12, ..., Xm2 na n&m nezavisly ndhodny
vyb&r z rozdéleni N(j2,03) s m,n > 2. Test
Ho : 02/03 =1 proti Hy : 0203 # 1 se nazyva
F-test.

test rozptylu Necht je Xi,..., X, ndhodny vybér z N(p,0?)
s neznamym g a n > 2. Test Hp : 02 = ¢ proti
Hi : 02 # ¢ se nazyva test o rozptylu.
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Kriticky obor testi normalniho rozdéleni

ztest (M~ ©)/(0/V/A)] = tr_asa
jednovybérovy t-test [(M — ¢)/(S/v/n)| = ti_q2(n —1)

dvouvybérovy t-test

Ml—MQ—C

> tl—oz/Z(m +n— 2)
Se\/m+ 1

parovy t-test sestrojenim rozdilu Z; = X; — Yia p = p1 — p2
Ulohu ptedvedeme na jednovybérovy t— test
F-test $2/53 < Fojo(m—1,n—1) nebo
S2/52 > Fi_app(m—1,n—1)
test rozptylu (n—1)52/c < Xi/z(” — 1) nebo
(n—1)S?/c > x2_, p(n—1)
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Priklad

Aktivni studenti chtéli dopravnimu podniku dokazat, Ze autobusy
trpi vétsimi vykyvy pFijezdovych dob na danou zastdvku nez
tramvaje a provedli mé&feni odchylek od jizdniho ¥adu:

autobus |0 |2 |4 |3 |2 |(-4]-3/0[|0|5
tramvaj (4|6 |30 |-2|2|0|1]|1|0

Z tabulky Ize snadno vypotitat, Ye S? = 9,12 a S = 5,39.
© Na hlading 0,05 testujte nulovou hypotézu, Ze autobus i
tramvaj jsou stejné spolehlivé oproti alternativni hypotéze, Ze
tramvaj je spolehliv&jsi.
@ Urcete maximalni pravdépodobnost, s niz mizete tvrdit, Ze je
tramvaj spolehlivéjsi nez autobus.




P¥iklad

Ve dvou nadrzich se zkoumal obsah chléru. Z prvni bylo odebrdno
22 vzorkd, z druhé 10 vzorkil. Byly vypoéteny nasledujici hodnoty
vybérovych priimérl a rozptylti: My = 34,23, M, = 35,73,

S2 =1,76, S7 = 1,81. Hodnoty zjist&né z odebranych vzorkii
povaZujeme za realizace dvou nezdvislych ndhodnych vybéri z
rozd&leni N(u1,0?), resp. N(uo,0?). Sestrojte 95% interval
spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot p1 — o a vyslovte zavér

na dané hladin& spolehlivosti o podstatnosti rozdilu namé¥renych
hodnot.

Dosadime do vztahu My — My £+ S,/ % + % . tl_a/z(m +n-—2)
hodnoty M; — M, = —1,5, S, = 1,3323 a dostaneme interval
(—2,5377; —0,4623). Do tohoto intervalu O nepat¥i, proto je rozdil
1 — up statisticky vyznamné riizny od nuly.
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Komplexni p¥iklad na dvouvybé&rovy t-test

P¥iklad

Uvazme bodové vysledky studentl z 2. terminu zkousky predmétu
MB103 v roce 2008, pfi¢emz vysledky testii skupiny A a skupiny B
povaZujeme za dva nezavislé vybéry z normdlniho rozdéleni.
Ukolem je zjistit, jestli vysledky nékteré ze skupin byly statisticky
vyznamné horsi. Testujme nulovou hypotézu Hyp : i3 — pp =0
oproti alternativni hypotéze Hy : puy # uo.

Regen{

Nejprve pomoci F-testu otestujeme hypotézu o stejnych
rozptylech, v pfipadé dspé&chu poté pouzijeme dvouvybé&rovy t-test.
Vypocéteme zakladni statistiky:

rozsah vyb. primér vyb. rozptyl
A 65 10,48 22,49
B 64 7,21 29,75
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Regeni (Komplexni p¥iklad na dvouvyb&rovy t-test (pokr.))

Dostavdme? S2/S2 = 0,76 a protoze F(0,025;64;63) = 0,61,
nezamitame hypotézu o rovnosti rozptyli. O tomtéz se
presvéd¢ime i vypoctenim intervalu spolehlivosti

/5 %\ - oz
Fi_ap(m—=1,n—1)" F,p(m—1,n—-1) e

v némZ leZi testovany podil rozptyld 1.
Budeme tedy déle s vyb&ry pracovat s predpokladem, Ze maji
stejny rozptyl a pouZijeme dvouvybérovy t-test.

“Detaily vypotti jsou uvedeny v doprovodném souboru



http://goo.gl/emKuBn
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Regeni (Komplexni p¥iklad na dvouvyb&rovy t-test (pokr.))

Vypolteme vazeny primér vybérovych rozptyld

@ _(m=1S+(-1s

* m + n— 2 ) 9

dale My — M, = 3,27. V tabulkdch najdeme hodnotu
t0’975(65 + 64 — 2) = 1,98, a protoze

My — My
/1 1
dochazime k zavéru, Ze miZeme hypotézu o stejné stfedni hodnoté
obou rozd&lenf (tj. hypotézu p1 = p2) zamitnout (nebot

3,64 > 1,98).Toto op&t ov&fime vypoltem intervalu spolehlivosti,
ktery ma stfed v M; — M, a velikost rovnou dvojnasobku

T = ~ 3,64,

m

spolehlivosti roven (1,49;5,05).

5*\/T+%. t1—aj2(m+n—2) =~ 1,78, proto je interval
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