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Obsah p̌rednášky
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Parciálńı derivace – p̌ripomenut́ı

Parciálńı derivace jsou nejsnazš́ım rozš́ı̌reńım pojmu derivace
funkce jedné proměnné, kdy se na funkci f (x1, . . . , xn) v́ıce
proměnných d́ıváme jako na funkci jedné proměnné xi a ostatńı
považujeme za konstatńı.

Definice

Existuje-li limita

lim
t→0

1

t

(
f (x∗1 , . . . , x

∗
i−1, x

∗
i + t, x∗i+1, . . . , x

∗
n )− f (x∗1 , . . . , x

∗
n )
)
,

ř́ıkáme, že funkce f : En → R má v bodě [x∗1 , . . . , x
∗
n ] parciálńı

derivaci podle proměnné xi a znač́ıme fxi (x∗1 , . . . , x
∗
n ) (p̌ŕıp.

∂f
∂xi

(x∗1 , . . . , x
∗
n ) nebo f ′xi (x∗1 , . . . , x

∗
n )).
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Parciálńı derivace vs. spojitost

Rozd́ıl oproti funkćım jedné proměnné!
Protože parciálńı derivace popisuj́ı chováńı funkce v okoĺı daného
bodu jen velmi omezeně (pouze ve směru soǔradných os), může se
v jiných směrech chovat velmi divoce.

Poznámka

Z existence všech parciálńıch derivaćı v daném bodě neplyne
spojitost v tomto bodě.

Př́ıklad

Funkce

f (x , y) =

{
1 pro x=0 nebo y=0

0 jinak

má v bodě [0, 0] obě parciálńı derivace nulové, p̌ritom v tomto
bodě neexistuje limita, a tedy neńı ani spojitá.
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Směrové derivace

Zḿıněný nedostatek parciálńıch derivaćı se pokuśıme napravit
zavedeńım derivace v libovolném směru.

Definice

Funkce f : Rn → R má derivaci ve směru vektoru v ∈ Rn v bodě
x ∈ En, jestliže existuje derivace dv f (x) složeného zobrazeńı
t 7→ f (x + tv) v bodě t = 0, tj.

dv f (x) = lim
t→0

1

t
(f (x + tv)− f (x)).

Směrovou derivaci v bodě x často znač́ıme rovněž fv (x).

Speciálńı volbou jednotkových vektor̊u ve směru soǔradných os
dostáváme právě parciálńı derivace funkce f .
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Směrové derivace jsou tedy běžné derivace funkce jedné proměnné
ϕ(t) = f (x + tv), proto i pro ně plat́ı obvyklá pravidla pro
derivováńı.

Věta

Existuj́ı-li pro v ∈ Rn směrové derivace dv f (x), dvg(x) funkćı
f , g : En → R v bodě x ∈ En, pak:

1 dkv f (x) = k · dv f (x), pro libovolné k ∈ R,

2 dv (f ± g)(x) = dv f (x)± dvg(x),

3 dv (fg)(x) = dv f (x) g(x) + f (x)dvg(x),

4 pro g(x) 6= 0 je dv
f (x)
g(x) = 1

g2(x)
(dv f (x) g(x)− f (x)dvg(x)).

Poznámka

Neplat́ı ale aditivita vzhledem ke směr̊um:
du+v f (x) 6= duf (x) + dv f (x).
Rovněž je vidět z výše uvedené věty, že směrová derivace nezáviśı
jen na

”
směru“ vektoru, ale i na jeho velikosti.
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Směrové derivace vs. spojitost

Že nám ke spojitosti nepomohlo ani zavedeńı směrových derivaćı,
ukazuje následuj́ıćı p̌ŕıklad.

Př́ıklad

Funkce definovaná p̌redpisem

f (x , y) =
x4y 2

x8 + y 4

mimo počátek a f (0, 0) = 0, má v počátku všechny směrové
derivace nulové, p̌ritom zde neńı spojitá (nebot’ p̌ri konvergenci

”
po r̊uzných parabolách“ dostáváme r̊uzné limity).

Př́ıklad

Určete směrovou derivaci funkce f (x , y) = arctg(x2 + y 2) v bodě
[−1, 1] ve směru vektoru (1, 2).
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Diferenciál funkce jedné proměnné

V minulém semestru jste si ř́ıkali, že diferenciál dy funkce jedné
proměnné v bodě x0 je p̌ŕır̊ustek na tečně ke grafu funkce y = f (x)
v tomto bodě a jeho existence je ekvivalentńı existenci derivace
tamtéž.
Ukázali jste si, že diferenciál závislé proměnné dy je lineárńı
funkćı diferenciálu nezávislé proměnné dx , splňuj́ıćı

dy = f ′(x0) · dx .

Formálně ř́ıkáme, že funkce f : R→ R je diferencovatelná v x0,
pokud existuje A ∈ R tak, že

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)− Ah

h
= 0.

(Přitom z definice derivace snadno plyne, že pak A = f ′(x0).)
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Následuj́ıćı definice věrně sleduje chováńı diferenciálu funkćı jedné
proměnné:

Definice

Funkce f : En → R je diferencovatelná v bodě x , jestliže existuje
vektor a = (a1, . . . , an) ∈ Rn takový, že pro všechny

”
směry“

v ∈ Rn plat́ı

lim
v→0

1

‖v‖
(
f (x + v)− f (x)− a · v

)
= 0.

Lineárńı funkci df definovanou p̌redpisem v 7→ a · v (závislou na
vektorové proměnné v) nazýváme diferenciál funkce f .

V literatǔre se často také ř́ıká totálńı diferenciál df funkce f .
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Diferenciál – shrnut́ı

Funkce f : En → R je tedy diferencovatelná v bodě x , jestliže
existuje vektor a = (a1, . . . , an) ∈ Rn takový, že pro všechny

”
směry“ v ∈ Rn plat́ı

1 v bodě x existuj́ı všechny směrové derivace dv f (x), v ∈ Rn,

2 v 7→ dv f (x) je lineárńı v závislosti na p̌ŕır̊ustku v

3 0 = limv→0
1
‖v‖
(
f (x + v)− f (x)− dv f (x)

)
,

tj. 0 = limv→0
1
‖v‖
(
f (x + v)− f (x)− a · v

)
.
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Diferenciál vs. spojitost

D́ıky tomuto ześıleńı parciálńıch a směrových derivaćı již konečně
dostáváme spojitost:

Věta

Je-li funkce f : Rn → R diferencovatelná v bodě x ∈ Rn, pak je
v tomto bodě spojitá.

Důkaz: Z diferencovatelnosti f v bodě x plyne
f (x + v)− f (x) = a · v + τ(v), kde limv→0

τ(v)
‖v‖ = 0.

Proto:

lim
v→0

(
f (x + v)− f (x)

)
= lim

v→0

(
a · v + τ(v)

)
= 0,

a tedy
lim
v→0

f (x + v) = f (x).
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Př́ıklad

Př́ımo z definice určete df a funkci τ pro f (x , y) = x2 + y 2

v obecném bodě [x∗, y∗].

Řešeńı

Kv̊uli p̌rehlednosti označme h := dx , k := dy . Pak

f (x∗ + dx , y∗ + dy)− f (x∗, y∗) =

= (x∗ + h)2 + (y∗ + k)2 − (x∗)2 − (y∗)2 =

= 2x∗h + 2y∗h + h2 + k2.

Odtud df (x∗, y∗)(h, k) = 2x∗ · h + 2y∗ · k a τ(h, k) = h2 + k2.
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Věta

Je-li funkce f diferencovatelná v bodě x, pak má v tomto bodě
všechny směrové (a tedy i parciálńı) derivace. Pro libovolné v ∈ Rn

je p̌ritom dv f (x) = df (x)(v), tj. v označeńı z definice diferenciálu

dv f (x) = a · v .

Důkaz:

dv f (x) = lim
t→0

1

t

(
f (x + tv)− f (x)

)
= lim

t→0

1

t

(
df (x)(tv) + τ(tv)

)
=

= df (x)(v) + ‖v‖ lim
t→0

τ(tv)

‖tv‖
= df (x)(v) = a · v .

Poznámka

Z p̌redchoźıho je ihned vidět, že vektor parciálńıch derivaćı f ′(x) je
p̌ŕımo roven vektoru a.
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Uvažujme f : E2 → R se spojitými parciálńımi derivacemi.
Diferenciál v pevném bodě [x0, y0] je lineárńı funkce df : E2 → R

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

na p̌ŕır̊ustćıch se soǔradnicemi danými právě parciálńımi derivacemi.
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Obecněji v p̌ŕıpadě funkćı v́ıce proměnných ṕı̌seme obdobně

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn (∗)

a plat́ı:

Věta

Necht’ f : En → R je funkce n proměnných, která má v okoĺı bodu
x ∈ En spojité parciálńı derivace. Pak existuje jej́ı diferenciál df
v bodě x a jeho soǔradné vyjáďreńı je dáno rovnićı (∗).
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Určete diferenciál v daném bodě:

a) f (x , y) = xy + x
y v bodě [1, 1],

b) f (x , y) = arcsin x√
x2+y2

v bodě [1,
√

3].

Př́ıklad

Spočtěme znovu jednodušeji ďŕıvěǰśı p̌ŕıklad a určeme směrovou
derivaci funkce f (x , y) = arctg(x2 + y 2) v bodě [−1, 1] ve směru
vektoru (1, 2) pomoćı diferenciálu.
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Přibližné výpočty

Podobně jako v p̌ŕıpadě diferenciálu funkćı jedné proměnné lze i
diferenciál funkce v́ıce proměnných využ́ıt k (velmi) p̌ribližným
výpočt̊um.

Př́ıklad

Pomoćı diferenciálu p̌ribližně vypočteme e0,053−0,02 .

Řešeńı

Využijeme diferenciál funkce f (x , y) = ex
3+y v bodě x = [0, 0]

s diferencemi v = (0,05;−0,02). Máme

df (x , y) = ex
3+y ·3x2 dx + ex

3+y dy ,

a tedy df (0, 0) = 0 dx + 1 dy , což celkem dává odhad e0,053−0,02 =
f (0,05;−0,02) ≈ f (0, 0) + df (0,05;−0,02) = 1− 0,02 = 0,98.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Pomoćı diferenciálu p̌ribližně vypočtěte:

a) arcsin 0,48
1,05 ,

b) 1, 042,02.
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Tečná nadrovina ke grafu funkce

Pro f : E2 → R a pevný bod [x0, y0] ∈ E2 uvažme rovinu v E3:

z = f (x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).

Je to jediná rovina procházej́ıćı bodem (x0, y0), ve které lež́ı
derivace a tedy i tečny všech ǩrivek
c(t) = (x(t), y(t), f (x(t), y(t))). Ř́ıkáme j́ı tečná rovina ke grafu
funkce f . Na obrázku jsou zobrazeny dvě tečné roviny ke grafu
funkce f (x , y) = sin(x) cos(y). Červená čára je obrazem ǩrivky
c(t) = (t, t, f (t, t)).
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Obecně pro f : En → R je tečnou rovinou afinńı nadrovina v En+1.
Tato nadrovina

1 procháźı bodem (x , f (x))

2 jej́ı zamě̌reńı je grafem lineárńıho zobrazeńı df (x) : En → R,
tj. diferenciálu v bodě x ∈ En.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Určete rovnici tečné nadroviny ke grafu funkce v daném bodě:

a) f (x , y) = x2 + xy + 2y 2, [x0, y0, z0] = [1, 1, 4],

b) f (x , y) = arctg y
x , [x0, y0, z0] = [1,−1, ?].
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