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Parcidlni a smérové derivace
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Parcialni derivace — pfipomenuti

Parcialni derivace jsou nejsnaz$im rozsifenim pojmu derivace
funkce jedné promé&nné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divime jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povaZujeme za konstatni.

Definice

Existuje-li limita

1
= * * * * * * *
lim — (f(xl,...,x,-_l,x,- + t,xi+1,...,xn) — f(xl,...,xn)),
t—0 t
fikame, Ze funkce f : E, — R ma v bod& [x{, ..., x}] parcialni
. P i b e
derivaci podle proménné x; a znatime f. (x5, ..., x}) (pFip.

g)’; (X{,---,xp) nebo £.(x{,...,xp3)).
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Parcialni derivace vs. spojitost

Rozdil oproti funkcim jedné proménné!

ProtoZe parcidlni derivace popisuji chovani funkce v okoli daného
bodu jen velmi omezené& (pouze ve smé&ru soutadnych os), mize se
v jinych smérech chovat velmi divoce.

Poznamka
Z existence vSech parcidlnich derivaci v daném bodé neplyne
spojitost v tomto bodé.

| \

Pyiklad
Funkce

F(x,y) = 1 pro x=0 nebo y=0
Y= 0 jinak

md v bod& [0, 0] ob& parcidlni derivace nulové, pfitom v tomto
bodé neexistuje limita, a tedy neni ani spojita.
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.

Definice

Funkce f : R” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.

LiFxe+ tv) — F(x)).

= lim -
t—0 t

d,f(x)

Smé&rovou derivaci v bod& x ¢asto znatime rovn&z f,(x).

Specidlni volbou jednotkovych vektorli ve sméru soufadnych os
dostavame pravé parcialni derivace funkce f.
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Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
o(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q du(f +g)(x) = dvf(x) £ dvg(x),

0 d,(f2)(x) = duF(x)g(x) + F(x)dg(x),

© pro g(x) # 0 je dy 3§ = g (df () 8(x) = F(x)dug(x)).

Poznamka

Neplati ale aditivita vzhledem ke smériim:

dytyf(x) # duf(x) + d,f(x).

Rovnéz je vidét z vySe uvedené véty, Zze smérova derivace nezavisi
jen na ,sméru* vektoru, ale i na jeho velikosti.
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Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici pfiklad.

P¥iklad
Funkce definovand predpisem

X4y2

f(x,y) = W

mimo pocatek a f(0,0) =0, ma v potdtku viechny smé&rové
derivace nulové, p¥itom zde nenfi spojitd (nebot p¥i konvergenci
,po riznych paraboldch" dostdvame rizné limity).

<

Priklad

Ur&ete smérovou derivaci funkce f(x, y) = arctg(x? + y?) v bod&
[—1,1] ve sm&ru vektoru (1,2).
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Diferencial funkce jedné proménné

V minulém semestru jste si ¥ikali, Ze diferencial dy funkce jedné
prom&nné v bod& xp je p¥iristek na te¢né ke grafu funkce y = f(x)
v tomto bodé a jeho existence je ekvivalentni existenci derivace
tamtéz.

Ukazali jste si, Ze diferencidl zavislé proménné dy je linedrni
funkci diferencidlu nezavislé proménné dx, spliiujici

dy = f'(x0) - dx.

Formalné ¥ikame, Ze funkce f : R — R je diferencovatelnd v xp,
pokud existuje A € R tak, Ze

lim f(Xo + h) - f(Xo) — Ah

h—0 h =0

(P¥itom z definice derivace snadno plyne, Ze pak A = f'(xp).)
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Ndsledujici definice vé&rné sleduje chovani diferencialu funkci jedné
proménné:

Definice

Funkce f : E, — R je diferencovatelnd v bodé& x, jestlize existuje
vektor a = (a1,...,a,) € R" takovy, Ze pro viechny ,sméry"

v € R" plati

1
lim — (f(x+v)—f(x)—a-v)=0.
iy o e+ =) —a-)
Linedrni funkci df definovanou pfedpisem v — a - v (zdvislou na
vektorové prom&nné v) nazyvame diferencidl funkce f.

V literatufe se &asto také ¥ika totdini diferencidl df funkce f.
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Diferencial — shrnuti

Funkce f : E, — R je tedy diferencovatelnd v bodé& x, jestlize
existuje vektor a = (a1,...,a,) € R" takovy, Ze pro viechny
.sméry" v € R” plati

@ v bodg& x existuji viechny smé&rové derivace d,f(x), v € R”,
Q@ v d,f(x) je linedrni v zavislosti na pfiristku v
Q@ 0=lim, 1 I (f(x +v) — f(x) — d,f(x)),

tj. 0 = lim, o 11 T (f(x+v)—f(x)—a-v).
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Diferencial vs. spojitost

Diky tomuto zesileni parcidlnich a smérovych derivaci jiz kone¢n&
dostavame spojitost:

Je-li funkce f : R" — R diferencovatelna v bodé x € R", pak je
v tomto bodé spojita.

Diakaz: Z diferencovatelnosti f v bod& x plyne
f(x+v) = F(x) = a- v+ 7(v), kde lim, o T = 0.
Proto:

lim (f(x +v) — f(x)) = lim (a- v+ 7(v)) =0,

v—0 v—0

a tedy
lim f(x 4+ v) = f(x).
v—0
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P¥imo z definice urgete df a funkci 7 pro f(x,y) = x? + y?
v obecném bod& [x*, y*].

Regeni

Kvili prehlednosti oznaéme h := dx, k := dy. Pak

f(x* +dx, y* +dy) — f(x*, y*) =
= (X P+ (k)= ()P = ()P =
= 2x*h+ 2y*h + h* + k2.

Odtud df(x*, y*)(h, k) = 2x* - h+2y* - k a 7(h, k) = h* + k2.
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Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x, pak ma v tomto bodé
vsechny smérové (a tedy i parcialni) derivace. Pro libovolné v € R"
Je pfitom d, f(x) = df(x)(v), tj. v oznaleni z definice diferencidlu

dyf(x)=a-v.

dyf(x) = lim %(f(x+ tv) — f(x)) = lim = (df( )(tv) + 7(tv)) =

t—0 t

= df(x)(v) + ||v| I|mH(‘)—df( )v)=a-v.

Pozndmka
Z ptedchoziho je ihned vidét, Ze vektor parcidlnich derivaci f'(x) je
pfimo roven vektoru a.
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Uvazujme f : E; — R se spojitymi parcidlnimi derivacemi.
Diferencidl v pevném bodé& [xo, yo| je linedrni funkce df : E; — R

of of
df = 8—d —i—a—d

na prirlstcich se soufadnicemi danymi pravé parcidlnimi derivacemi.
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Obecnéji v p¥ipadé funkci vice promé&nnych piseme obdobné

of of of
df— ai)qu1+67)<2dX2+"‘+axn

dx (%)

a plati:

Necht f : E, — R je funkce n promé&nnych, kterd ma v okoli bodu
x € E, spojité parcidlni derivace. Pak existuje jeji diferencial df
v bodé x a jeho soufadné vyjadFeni je dano rovnici ().
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Ptiklady k procviceni

Pyiklad
Uréete diferencidl v daném bodé:

a) f(x,y) =xy+ 5 v bod& [1,1],

b) f(x,y) = arcsin \/X;Tyz v bodé [1,/3].

| A

P¥iklad

Spo&téme znovu jednoduseji dFivéjsi priklad a uréeme smé&rovou
derivaci funkce f(x,y) = arctg(x? + y?) v bod¥é [—1, 1] ve sm&ru
vektoru (1,2) pomoci diferencidlu.

A
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P¥iblizné vypocty

Podobné jako v p¥ipadé diferencidlu funkci jedné proménné lze i
diferencial funkce vice prom&nnych vyuZit k (velmi) p¥ibliznym
vypo&tim.

Priklad

T oz L [0S 7 « S
Pomoci diferencialu p¥iblizn& vypotteme €2:05°—0.02

| \

Regeni
VyuZijeme diferencial funkce f(x,y) = e ¥ v bod& x = [0, 0]
s diferencemi v = (0,05; —0,02). Mdme

df(x,y) = 1Y 3x2dx + 1Y dy,

a tedy df(0,0) = 0dx + 1dy, co? celkem dava odhad €205 ~0.02 —
f(0,05; —0,02) ~ f(0,0) + df(0,05; —0,02) = 1 — 0,02 = 0,98.

<
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Ptiklady k procviceni

Pomoci diferencidlu p¥iblizné vypo&téte:

. 0,48
a) arcsin 7'gz

b) 1,04%%2,
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Tecna nadrovina ke grafu funkce

Pro f : E; — R a pevny bod [xp, yo] € E2 uvaZme rovinu v E3:

of of

z = f(x0, o) + a(XOLVO)(X — Xo) + a*y(xodfo)(y — Yo)-

Je to jedind rovina prochazejici bodem (xp, yo), ve které lezi
derivace a tedy i te¢ny v8ech k¥ivek

c(t) = (x(t), y(t), F(x(t), y(t))). Rikdme ji te¢nd rovina ke grafu
funkce . Na obrazku jsou zobrazeny dvé& te¢né roviny ke grafu
funkce f(x,y) = sin(x) cos(y). Cervena &ara je obrazem kF¥ivky
c(t) = (t, t, f(t,t)).
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Obecné pro f : E;, — R je te¢nou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
Tato nadrovina

@ prochazi bodem (x, f(x))
@ jeji zamé&feni je grafem linedrniho zobrazeni df(x) : E, — R,
tj. diferencidlu v bod& x € E,.
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Ptiklady k procviceni

Urcete rovnici te¢né nadroviny ke grafu funkce v daném bodé:
a) f(Xay):X2+Xy+2y27 [X03y0720]:[17134]7
b) f(x,y)=arctg%, [x0,¥0,20] =[1,—1,7].




	Literatura
	Parciální a smerové derivace
	Parciální derivace – pripomenutí
	Smerové derivace

	Diferenciál funkcí více promenných
	Totální diferenciál
	Tecná nadrovina ke grafu funkce


