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Absolutn{ (globaln{) extrémy

Absolutni extrémy

Necht f : E, — R a M je podmnoZinou defini¢niho oboru f.
V bod& x* nabyva f absolutniho (globalniho) maxima (minima) na
M, pokud je f(x*) > f(x) (f(x*) < f(x)) pro v8echna x € M.

Existence extrémi na kompaktni (uzav¥ené a ohrani¢ené) mnoZin&
vyplyvd z Weierstrassovy véty.

Necht M C E, je kompaktni mnoZina, f : M — R spojitd. Pak f
nabyva svych absolutnich extrémii bud v bodech lokalnich extrémii
uvnitf M nebo v nékterém hrani¢nim bodé.

Hledani absolutnich extrém( funkce na mnoZiné tak mame
prevedeno na nalezeni lokdlnich extrémi (coZz umime) a vy3etieni
hrani¢nich bodl. To je ale ¢asto komplikovanégjsi zaleZitost, které
se budeme vice vénovat pozdéji v &asti o vdzanych extrémech.



Absolutn{ (globaln{) extrémy

P¥iklad

Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = xy — x> —y2 + x+y na
mnoziné M, kterd je dana trojihelnikem, tvofenym soufadnymi
osami a primkou x +y —4 = 0.

| A

Regenf

Jedinym staciondrnim bodem je [1,1], kde nastdva absolutni
maximum f(1,1) = 1. Absolutni minimum —12 nastdva

v hrani¢nich bodech [4,0] a [0, 4].
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Zobrazeni mezi euklidovskymi prostory

Zobrazeni F : E, — E,, je p¥i zvolenych kartézskych soufadnicich
na obou strandch obylejna m-tice

F(xt, .. oxn) = (A0, -« Xn)s oy fm(X15 .oy Xn))

funkei f; - E, — R. Rekneme, %e F je diferencovatelné nebo spojité
diferencovatelné zobrazeni, jestlize tuto vlastnost maji viechny
funkce f1,..., fm.
Diferencovatelnd zobrazeni F : E, — E,, kterd maji inverzni
zobrazeni G : E, — E, definované na celém svém obrazu, se
nazyvaji (diferencovatelné) transformace. P¥ikladem
transformace v E; je pfechod mezi polarnimi a kartézskymi
soufadnicemi:

[r,0] — [rcos@,rsinb]

s inverz{

v
[x,y] = [V x? + y?, arctg %], [0,y] — [y, 5 5en y].
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Lineadrni zobrazeni dfj(x) : E, — R linedrn& aproximuji pfirdstky f;.

Of ofi Of
dfi(x) @ @ R
df(x) 9 op - O
D'F(x) = . =7 1 (x)
' of, O ok,
dfm(x) T Do T O

se nazyva Jacobiho matice zobrazeni F v bod& x (a jeji
determinant nazyvame jacobian). Linedrni zobrazeni D' F(x)
definované na p¥iristcich v = (v1,. .., v,) pomoci stejné znaené
Jacobiho matice nazyvdme diferencial zobrazeni F v bodé x z
defini¢niho oboru, jestliZe

(F(x + v) = F(x) — D'*F(x)(v)) = 0.

im —
v—0 ||v||
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Disledek Véty o existenci diferencidlu pro funkce n proménnych je:

Necht F : E,, — E,, je zobrazeni, jehoZ viechny soufadné funkce
maji spojité parcidlni derivace v okoli bodu x € E,. Pak existuje
diferencidl D*F(x) zobrazeni F zadany Jacobiho matici.
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Diferencial slozeného zobrazeni

Véta (,,Chain rule”, o derivaci slozeného zobrazeni)

Necht F : E, — E,, a G : E,,, — E, jsou dvé& diferencovatelnd
zobrazeni, pficemZ defini¢ni obor G obsahuje cely obor hodnot F.
Pak také sloZené zobrazeni G o F je diferencovatelné a jeho
diferencial je v kaZdém bodé z defini¢niho oboru F kompozici
diferenciali

DY(G o F)(x) = D*G(F(x)) o D'F(x).

Ptislusna Jacobiho matice je dana sou¢inem ptislusnych Jacobiho
matic.
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Polarni soufadnice vzniknou z kartézskych soufadnic transformaci
F : E; — E;, kterou v soutadnicich [x,y] a [r, ¢] zapieme:

r=+x2+y% o= arcth.
X

Uvazme funkci g : E2 — R zadanou v poladrnich soufadnicich
predpisem

g(r,p, t) =sin(r-t).
Funkce ndm docela dob¥e pfiblizuje vInéni povrchu hladiny po
bodovém vzruchu v potatku v ase t (viz obrazek s hodnotou
t = —m/2). Zatimco v poldrnich soufadnicich bylo snadné ji zadat,
v kartézskych bychom asi tapali:
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Chceme-li vypotitat derivaci funkce zadané parametricky
v kartézskych soutadnicich, vyuZijeme vétu o derivaci slozeného
zobrazeni go F : B, — R:

D(g o F)(x) = D'g(F(x)) o D'F(x) =

or  or
— (%8 Os ox Oy | _
_<3r 8@) 9p  Op | =
ox

Oy
P 9 9
_ gff(r,tp)%(xvy)ﬂLgfi(nw)gff(x,y) .
e (r, )5, (x,y) + 3E(r.0) 5 (x,¥)
Tedy
og X
—(x,y,t) = 24 y2—t)————+0
8X(Xy ) =cos(v/x2+y )\/er
a podobné

Og y
—Z2(x,y,t) =cos(\/x2+ y2 — t)———.
oy Y1) ( y? —1) o
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Véta o inverzni funkci jedné proménné — pfipomenuti

Pokud k dané funkci f : R — R inverzni funkce f~! existuje
(nezam&Kujme znateni s funkei x +— (f(x))~1), pak je ddna
jednoznatn& kterymkoliv ze vztahii 1o f =idg, fof~!=idg,.
Pokud bychom v&d&li, #e pro diferencovatelnou funkci f je i f~1

diferencovatelnd, vztah pro derivaci slozené funkce ndm (pro
y = f(x)) dava

1= (d)(x) = (F1 o £ (x) = (F LY (F() - F ()

a tedy p¥imo vime formuli (zjevné f’(x) v takovém p¥ipad& nemize

byt nulové) (1) (f(x)) = p(g-

Je-li f diferencovatelnd funkce na okoli bodu xy a f'(xp) # 0, pak

existuje na n&jakém okoli bodu yo = f(xo) funkce f= inverzni k f
a plati vztah

1
f'(xo0)

(F) () =
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P¥iklady — opakovani

Urcete derivaci v obecném bodé& defini€niho oboru inverzni funkce
k funkci:

Q &
Q sinx.
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Véta o inverznim zobrazeni

Véta

Necht F : E,, — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
né&akém okoli bodu x* € E, a necht je Jacobiho matice D' F(x*)
invertibilni. Pak na néjakém okoli bodu x* existuje inverzni
zobrazeni F~1 a jeho diferencidl v bod& F(x*) je inverznim
zobrazenim k DYF(x*), tzn. je zaddn inverzni matici k Jacobiho
matici zobrazeni F v bodé& x*.

| A

P¥iklad
Rozhodnéte, zda zobrazeni F = (f, g) : R? — R? definované po
soufadnicich

f(x,y) =xy,g(x,y) =

<X

je prosté v okoli bodu [2,1]. V kladném p¥ipadé& uréete Jacobiho
matici inverzniho zobrazeni F~1 v bod& F(2,1).

A
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Spoditejte jacobian zobrazeni F, které je transformaci dvou
proménnych do polarnich soufadnic, a pfislusné inverzni
transformace.
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Véta o implicitni funkci — neformalni pfipomenuti

Pokud mame zadanu funkci f(x) vzorcem y = f(x), hovofime

o jejim explicitnim zadani. Obecng&j$im zaddnim funkce je rovnice
F(x,y) =0, kde zavisld prom&nna y ptedstavuje ,,neznamou"
funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepotfebujeme) vytesit
vzhledem k y, pak hovofime o funkci zadané implicitné. Aviak

i v tomto obecn&j¥im p¥ipadé budeme schopni vypotitat y’(x)
(aniz bychom nutn& znali explicitni vzorec pro y(x)), a to pomoci
pravidla pro derivaci sloZzené funkce.

Rovnice y? = x definuje dvé& diferencovatelné funkce prom&nné x:

yl:\/;(a }/2:—\/;

P¥i derivovani implicitné zadanych funkci obsahuje vysledna
derivace y’ jak prom&nnou x tak promé&nnou y (na rozdil od
bé&Zného derivovani funkce, kdy je ve vysledku pouze promé&nna x).
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vyloZime ideu v roviné E;:

Pro spojité diferencovatelnou funkci F(x,y) : E; — R hledejme
body [x, y], ve kterych plati F(x,y) = 0. P¥ikladem miiZe byt
tfeba obvykla (implicitni) definice p¥imek a kruZznic:

F(x,y)=ax+by+c=0
Fix,y)=(x—=5)?+(y—t)>=r*=0, r>0.

V prvnim p¥ipadé je (p¥i b # 0) predpisem zadana funkce

pro viechna x. Ve druhém p¥ipadé umime pouze pro [a, b] spliiujici
rovnici kruZnice a b # t najit okoli bodu a, na kterém nastane
jedna z moznosti: y = f(x) =t + /(x —s)?> — r,
y=Ff(x)=t—/(x—5s)2—r.
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Body [s % r, t] také vyhovuji rovnici kruZnice, plati v nich ale
Fy(s £ r,t) =0, coZ znamena, Ze te¢na ke kruZnici v téchto
bodech je rovnobéZnd s osou y. V téchto bodech neumime najit
okoli, na n&mZ by kruZnice byla popsdna jako funkce y = f(x).
Navic umime spoditat i derivace:

2(x —s) _ X—s Fx

1
T2 /x—s2-17 y—t F

f(x)

Naopak, pokud budeme chtit najit zavislost x = f(y) takovou, aby
F(f(y),y) =0, pak v okoli bodl (s =+ r, t) bez problémi usp&jeme.
Vsimnéme si, Ze v téchto bodech je parcidlni derivace Fx nenulova.
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Shriime pozorovani (pro pouhé dva pfiklady):

Pro funkci F(x,y) a bod [a, b] € E; takovy, Ze F(a, b) = 0, umime
najit funkci y = f(x) spliiujici F(x, f(x)) =0, pokud je

Fy(a, b) # 0. V takovém p¥ipadé& umime i vypo&ist

f'(x) = —Fx/Fy,. Z nasledujici véty plyne, Ze takto to plati vzdy,
navic pro libovolné polty promé&nnych.
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Véta (O implicitni funkci)

Necht F : E, 1 — R je spojité diferencovatelnd funkce na
otevieném okoli bodu [x*,y*| € E, x R, ve kterém je

F(x*,y*) =0 a g—g(x*,y*) # 0. Potom existuje spojita funkce

f : E, — R definovand na néjakém okoli U bodu x* € E,, takova,
Ze F(x, f(x)) = 0 pro vSechny x € U.

Navic ma funkce f v okoli bodu x* parcialni derivace splriujici

of ) _ Bl f)
O o ()

Pomticka

Posledni tvrzeni o derivaci pfitom je dobfe zapamatovalné
(i pochopitelné) z vyrazu pro diferencidl:

0=dF = Fedx+ F,dy = (Fx + F,f'(x)) dx.
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Priklad
Nakreslete graf funkce definované implicitné vztahem

‘x (3\/@—7

0 ( X ( 2_y|-
N TE e O 5
(9\/ (L= TD(x = 75) oM ) (225\/ = oiern

( )

( )

(x—75)(x -5 ).
3|x| + .75\/ 8 X =5) y)

&0 six|), /=1l 6vI0 4—(|X|—1)2—y>:0

|x| —1 14
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ReZeni (Batman curve)

4+ 4

2t <K_/ J> 1

ok 4

ok 4

4| i

5 o 5
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Priklad

Urcete lokalni extrémy funkce z = f(x, y), kterd je urcena
implicitn& rovnici F(x,y,z) = x> +y?>+ 2> —xz —2yz—1=0.

Regeni

Derivovanim rovnosti podle x a y dostdvame:

2X—i—2z-zx—z—x-zx—\f2sz:0
2y +2z-2, — x -z, — 2z —2yz, =0,

odkud vyjad¥ime

zZ — 2x ﬂz—2y

= zy = —— .
2z —x — /2y Y 2z —x — /2y

Zx
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Regeni (pokr.)

Staciondrni body musi spliiovat: z, =0, z, =0, tj. z =2x = V2y,
a tedy y = v/2x. Dosazenim do ptivodni rovnice dostdvame
stacionarni body [1,v/2,2] a [-1, —v/2, —2]. V téchto bodech je
F, # 0 (je to zdrovefi jmenovatel vech zde vystupujicich zlomkd),
proto je v jejich okoli implicitn& uréena jista funkce z = f(x, y).
Dalsim derivovanim implicitni rovnice vypotteme parcialni derivace
f 2. fadu:

2 2
G ==—--o--— Zy =0, Zy=—-————-———
XX 2z—x—ﬂy Y Y 2z—x—\@y

Ve stacionarnich bodech je Hf negativng, resp. pozitivné definitni,
proto zde nastavaji lokadlni maximum, resp. minimum funkce f.

Body, v nichZ neni danou rovnici implicitn& uréena funkce
z = f(x,y) jsou body roviny 2z — x — v/2y = 0 (tedy body, v nich?
b&hem vypottu dostaneme nulovy jmenovatel nékteré z derivaci).
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Ptiklady k procviceni

Ukazte, Ze funkce F(x,y) = e*sin(y) + e sin(x) definuje

predpisem F(x,y) =1 pro [x,y] € (0,75) x (0, 5) implicitn&
promé&nnou y jako funkci f(x) prom&nné x. Urcete f'(x).

Rozhodnéte, zda kFfivka tvofend body vyhovujicimi vztahu
x3 +y3 — 2xy = 0 leZi v okoli bodu [1,1] nad (nebo pod) svoji
tecnou.

Najdéte lokalni extrémy funkce y = y(x) dané implicitn& rovnici

In\/x2+y? = arctg £.
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Nejobecnéjsi pfipad, kdy definujeme implicitné zadané zobrazeni,
popisuje nasledujici véta (v p¥ipadé n=1 kopiruje v&tu o implicitni
funkci).

Véta (O implicitnim zobrazeni)

Necht F : Epin — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
otevfeném okoli bodu [x*, y*] € Ep, X Ep = Emyn, v némZ plati
F(x*,y*) =0 a det D}}F % 0. Potom existuje spojité
diferencovatelné zobrazeni G : E,, — E,, definované na néjakém
okoli U bodu x* € E,, s obrazem G(U), ktery obsahuje bod y*, a
takové, Ze F(x, G(x)) = 0 pro vSechny x € U.

Navic je Jacobiho matice D' G zobrazeni G na okoli bodu x*
zaddna souc¢inem matic

D'G(x) = —(D}F)~'(x, G(x)) - DLF(x, G(x)).
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