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Integralni polet vice promé&nnych
°

P¥ipomenuti

Potfebu zavedeni integralu vice proménnych motivujeme vypoctem
objemu prostoru pod grafem funkce z = f(x, y) dvou promé&nnych.
Pracujeme s délenimi na vicerozmérné intervaly v obou
proménnych a s hodnotami reprezentujicimi vy$ku grafu nad timto
obdélnickem v roviné.

Rikdme, Ze (dvojny) integral existuje, jestlize pro kazdou volbu
posloupnosti déleni = (nyni v obou promé&nnych zdroveii) a
reprezentantl jednotlivych obdélni¢ka

&ij € [xi, xita] < [y, yj+1] C R?,

s maximalni velikosti mezi v8emi pouZitymi intervaly jdouci k nule,
budou integralni soutty

Sze = F(&) (X1 — x) (Vi1 — ))-
i

konvergovat k jedné hodnot¥, kterou zapisujeme [¢ f(x,y)dxdy.
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Nasobné integraly

Riemannovsky integrovatelné mnoZiny zejména zahrnuji pfipady,
kdy Ize S definovat pomoci spojité funkéni zavislosti sou¥adnic
hrani¢nich bodi tak, Ze pro danou prvni soufadnici x umime zadat
dvéma funkcemi rozsah dal3i soufadnice y € [¢(x), ¥ (x)], poté
rozsah dal3i sou¥adnice z € [n(x,y),((x, y)] atd. (Zejména tedy

i p¥ipady, kdy jsou funkce ¢, 1, n, ¢ konstantni.)

Vé&ta (Fubiniova)
V pFipad& mnoZiny S zadané jako vyse a Riemannovsky
integrovatelné funkce f na S je Riemanniyv integral vyc&islen formuli

/f(xay,---,Z)dX...dz:
S

b P(x) ¢(x.y,..)
/ / / f(x,y,...,z)dz | ...dy | dx
a e(x) n(x.Y;--.)




Integralni polet vice promé&nnych
0®000

P¥imym disledkem pro konstantni funkce je:

Véta
Pro vicerozmérny interval S = [ay, b1] X [az, b2] X ... X [an, bp] @
spojitou funkci f(xi,...,xn) na S je ndsobny integral

/f(xl,...,x,,) dxq...dx, =
S

:/f </:2...</:nf(x1,...,x,,) dx1>...>dx,,

nezavisly na poradi, ve kterém postupné integraci provadime.




Integralni polet vice promé&nnych
00®00

P¥iklad (nezdvislé meze integrace)

Vypoctéte dvojny integral

/:/ 3(x — 1) + (y — 2)? + 2 dx dy.
[0,1]x[0,3]

Reseni

S vyuZitim pfedchozi véty dostavame

/:/03(/013(X—1)2+(y—2)2+2dx> dy =

3
:/o [(X—1)3+x(y—2)2+2x]120 dy

3
:/0 (y—2P+3dy=[3(y—-2>+3y]§ =12

Stejny vysledek dostaneme i pFi integraci v opa¢ném poradi.
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P¥iklad (zavislé meze integrace)

I:/xy2 dxdy,
5

kde S je plocha v 1. kvadrantu E ohraniena grafy funkci y = x a

y = x2.

Snadno je vid&t, Ze grafy se protinaji v bodech [0,0] a [1,1],
pfitemz pro x € [0,1] je x?> < x. Proto je

Vypoctéte integral
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Ptiklady k procviceni

Preved'te dvojny integral [[, f(x,y)dA na dvojnasobny (ob&
moZnosti poradi integrace) pro mnoZzinu A ohrani¢enou p¥imkami
y=x,y =x—3,y =2,y = 4. Ovéfte (pfimo nebo s vyuZitim SW
nap¥. MAW) rovnost vysledku pro konkrétni funkci f(x,y) = y.
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Zaména souradnic pfi integraci

P¥i vypoctu integrall funkci jedné proménné jsme pouZzivali
transformace soufadnic jako mimo¥adné silny nastroj.
Obdobné Ize transformace vyuZivat pro integraly funkci vice
proménnych. Pf¥ipomeiime nejd¥ive, jak je to s transformacemi pro
jednu proménnou: Integrovany vyraz f(x)dx vyjadfuje plochu
obdélnitku uréeného (linearizovanym) pfirtistkem proménné x a
hodnotou f(x). Pokud promé&nnou transformujeme vztahem
x = u(t), vyjadfuje se i linearizovany p¥irastek jako

du

dx = pm dt

a proto i ptislusny pFispévek pro integral je vyjadfen jako

du

Fu(t) S .

pticem? bud predpokldddme, Ze znaménko derivace u/(t) je
kladné, nebo dojde k obraceni mezi integralu, takze ve vysledku se
znaménko neprojevi.
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Intuitivné je postup v n promé&nnych docela podobny, pouze
musime pouZit znalosti z linearni algebry o objemu
rovnob&znosténi
(http://en.wikipedia.org/wiki/Integration_by_
substitution#Substitution_for_multiple_variables).

Necht G(t1,...,tp): En — En, [x1,-- -, x0] = G(t1,. .., tn), je
spojit& diferencovatelné zobrazeni, T a S = G(T) jsou
Riemannovsky méfitelné mnoZiny a f : S — R spojita funkce.
Potom plati

/f(xl,...,x,,)dxl...x,,:
S

/f(G(tl,...,tn))|det(D1G(t1,...,t,,))|dt1...dt,,.
.



http://en.wikipedia.org/wiki/Integration_by_substitution#Substitution_for_multiple_variables
http://en.wikipedia.org/wiki/Integration_by_substitution#Substitution_for_multiple_variables

Abychom si pFibliZili obsah tvrzeni posledni véty, uvedeme jeho
specialni p¥ipad pro integral funkce f(x,y) ve dvou proménnych a
transformaci G(s, t) = (g(s, t), h(s, t)).

Dostavéame

) o5 0h_0g 0
/G | Flendedy = /T Fla(s,t), his, 1) | 2297 — P8 91 .

obsah kruhu

Konkrétné: spoc¢téme integral z charakteristické funkce kruhu
o polomé&ru R (tj. jeho obsah) definovaného v polarnich
soufadnicich. Nejprve spoditdme Jacobiho matici transformace
X =1rcosy, y =rsing

DG — <cF>s<p —rsmcp)'
singp  rcosy

Proto je determinant z této matice roven
det DG(r, ) = r(cos? ¢ + sin? ) = r.
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MdZeme tedy p¥imo poéitat pro kruZnici S o polomé&ru R, ktera je
obrazem obdélniku (r,¢) € [0,R] x [0,27] = T:

27 R R
/dxdy:/ / rdrdgp:/ 2rr dr = TR,
S o Jo 0
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P¥iklad (vyuZiti polarnich soufadnic)

Zjednoduste dvojny integral

l:/ f(v/x2+ y?) dxdy
x24y2<1

na jednoduchy ptechodem k poldrnim soufadnicim.

Regeni
Z predchoziho vime, Ze pfi transformaci x = rcosp, y = rsiny je
determinant Jacobiho matice roven r. Proto

[ ([0 s) -
:/Olf(r)-r</027r d(p) dr:27r/01f(r)-rdr.
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Ptiklady k procviceni

P¥iklad
Vypoctéte integral

//A 2(x% + y?) dA,

kde A= {[x,y] e R?: 1 < x>+ y? <4y >|x|}.

Priklad

Spoctéte integral
1 pvV1-x2
/ / dy dx.
0 J—vx—x2
Priklad

Pomoci vhodné transformace soufadnic vypoctéte integral
J/4v/xy dxdy, kde mnoZina A je ohranitena k¥ivkami
y2=2x y2 =x, xy =1, xy = 2.

| \

\
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Casté transformace soutadnic v E3

Valcové souradnice Zobrazeni
G:{[r,p,z];r>0,p€0,271),z € R} — E3 je dano predpisem

X=rcosp, y=rsing, z=z,

[

-t
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Valcové souradnice Zobrazeni
G :A{[r,p,z];r>0,0€[0,27),z € R} — E3 je dano predpisem

X=1rcosyp, y=rsiny, z=2z,

(r= VX2 +yitgp = %,z:z>,

a tedy
cosp —rsing 0
D'G=|(sing rcosp O
0 0 1

Proto je det D'G = r.
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Casté transformace soutadnic v E3

Sférické souradnice!
Zobrazeni G : {[r,0,¢];r > 0,0 € [0,7],¢ € [0,27)} — E3 je
dano predpisem

x =rsinfcosyp, y =rsinfsiny, z=rcosb,

'http://demonstrations.wolfram.com/SphericalCoordinates/


http://demonstrations.wolfram.com/SphericalCoordinates/
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Sférické souradnice

Zobrazeni G : {[r,0,¢];r > 0,0 € [0, 7], € [0,27)} — E3 je
dano predpisem

x =rsinfcosyp, y = rsinfsiny, z=rcosb,

r=Vx2+y2+2tgp =" cosf = ——= |,
X /X2+y2+22

a tedy
sinfcosyp rcosfsing —rsinfsingp

DG = [ sinfising rcosfsing rsinfcosyp
cosf —rsinf 0

Proto je
det D*G = r?sin30sin? ¢ + r? cos? 0 sin 0 cos? o+
+ r2 cos? OsinOsin® ¢ + r?sin 0 cos? p =

=r?sin30 + r’cos®Osinf = r’sinf.
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Vypoctéte objem koule o poloméru R.

Reseni

Koule B(R) o poloméru R je ddna ve sférickych soutadnicich
(r,0, ) jednoduchou podminkou r < R. Je tedy obrazem intervalu
U =0, R] x [0,7] x [0,27), pfitemZ vime, Ze objemovy element
(tj. determinant jakobidnu transforma&niho zobrazeni) je roven
r?sin@. Proto je objem koule roven

/1dxdydz:/r2sin0drd9d<p:
B U

R T 27 4
:/ r2dr/ sin 0d9/ dp = =R,
0 0 0 3
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v/
Priklad

Vypoctéte integral

I:/ VX2 +y? + 72 dx dy dz,
v

kde mno¥ina V je vymezena plochou x> + y? + z° = z.

Regen(
Transformaci do sférickych soufadnic dostavame (grafem plochy je
koule se sttedem v [0,0,1/2] a polom&rem 1/2) — promyslete meze!

2w pm/2  pcosf
l—/ / / r-r’sinfdrdfdy =
o Jo 0
™

.:10.
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Urcovani mezi integrace

Castym obtiznym tikolem je p¥i integraci v E3 uréovéni
integraénich mezi. V tom ndm miiZe pomoci:
@ prostorova predstavivost
@ u symetrickych objektli omezeni pouze na vypolet v &3sti
objektu
@ zakresleni Yezu objektu vhodnymi rovinami (&asto
x =0,y = 0 nebo z = 0, p¥ipadné& vyuZiti SW pro vykreslen{
prostorového grafu.
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Vyuziti ve fyzice

Hmotnost télesa
Téleso o objemu V a hustot& v bod& [x, y, z] dané funkei p(x, y, z)
ma hmotnost danou vztahem

I\/l:/ p dxdydz.
14

Yoy

Té&zisteé télesa
T&leso o objemu V' a hustot& v bod& [x, y, z] dané funkci p(x, y, z)

N2

md soutadnice t&Zisté [xo, yo, 2o] dané vztahy

1 1 1
xO:M/vxp dxdydz, yo:M/vyp dxdydz, Zo:M/VZP dxdyd
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Vyuziti ve fyzice — pokr.

Moment setrvacnosti
Momentem setrva&nosti télesa vzhledem k dané ose £ je

Iy = / pr? dx dy dz,
v

kde r je funkce zavislosti bodu [x, y, z] od osy £.

P¥iklad

Ur&ete soufadnice t&7i§té kruhové desticky x? 4 y? < a2, je-li jeji
hustota v bodé& [x, y] p¥imo (im&rnd vzdalenosti od bodu [a 0].

[xr ==&,y —0]/

|
N

P¥iklad

Vypoltéte moment setrvaénosti homogenniho valce

x? +y? < 2% |z| < h o hustoté pg vzhledem k ose tvorené p¥imkou
xX=y=z.

<
N
<
<
<
N

[¥ (a® + 2h?), kde M je hmotnost vélce.]
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Priklad
Vypoctéte
Q t&Ziste,
@ momenty setrvaénosti vzhledem k soufadnym osam

tenké homogenni rovinné lichob&Znikové desky s vrcholy v bodech
[-1,0],[2,0],[2,2] a [-1,1].

|
N

Reseni

|
K
N

Hustota p(x,y) = 1 pro libovolnd x, y. Integrujeme p¥es mnoZinu
A:—1<x<20<y<i(x+4).

Dostaneme
M = ffA dA =

LT,
A) = [[,y?dA=

'-*i\

f X - ldA 3T, 2,\1/,ffAy 1dA =

ffA x*d ::
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Interpolace a aproximace — opakovani

Interpolace — stanoveni formule pro funkci, kterou mame zadanu

v bodech xg, ..., x,. Formule musi v téchto bodech dodrZet danou
funk&ni hodnotu (nap¥. interpola&ni polynom stupn& n). Mimo
interval — extrapolace.

Aproximace — stanoveni formule pro funkci, kterou mame zadanu
v bodech X, ..., x,. Formule ma obvykle méné ,stupiidi volnosti*
nez n, proto danou funk&ni hodnotu obvykle nejde dodrzZet.
SnaZime se najit nejlepsi moZnou aproximaci podle pfedem daného
kritéria (nap¥. metoda nejmengich &tverci).
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Aproximace metodou nejmensich &tvercli

SlouZi k rekonstrukci funkce f z hodnot fy, ..., f, nam&fenych
v uzlovych bodech ag, ..., a, . Tuto rekonstrukci hledame
vzhledem k danému modelu — dané posloupnosti funkci (obecn&
vice proménnych) go(x),...,&m(x),... — ve tvaru

ym(x) = cigi(x).
j=0

Cilem je pFi tom minimalizovat ,soulet &tvercl”

n

S (f — ym(ai)?.

i=0
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Aproximace metodou nejmensich &tvercli

Aplikace — linedrni (multilinedrni) regrese ve statistice
Typy modeli:

@ gi(x) — obecny polynom stupné j

@ gj(x) — ortogonalni polynomy na dané mnoZin& bodi

@ gj(x) — trigonometricky polynom
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Aproximace metodou nejmensich &tvercli

10
9_
s y=137x+107
7 R?=091
6_
> 5
4
3,
2,
4
RS d1
0
0 - 4 6
X
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UkaZme si pouZiti této metody v nejjednodussim p¥ipadé, kdy
méame dano n bodi ([x1, 1], -, [Xn, ¥n]) @ hleddme p¥imku, kterd
nejlépe vystihuje rozloZeni téchto bodd.

Hleddme tedy funkci tvaru f(x) = a- x + b s neznamymi a, b € R
tak, aby hodnota

n
> (F(xi) = yi)?
i=1
byla minimalni. S vyuZitim diferencidlniho po&tu Ize snadno
odvodit nasledujici tvrzeni.

Véta

Mezi pfimkami tvaru f(x) = a- x + b md nejmensi soucet Ctvercii
vzdalenosti funkénich hodnot v bodech xi, ..., x, od hodnot y;
funkce spliiujici

QZX,?—I-[)ZX,' :ZX,'y,'
ay xi+tb-n=>y
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Metoda nejmensich ¢tverci

Priklad

Metodou nejmensich Etvercli uréete regresni pfimku odpovidajici
x| 1 2 3 4
y 1516|2130

v
Regeni

Data je vhodné sefadit v tabulce podle schématu:

naméfenym datlim:

x|y [ xy ] x?
1 |15]15| 1
2 |16(32] 4
31211639
4 | 3 | 12|16
10 | 8.2 | 23 | 30

Odtud a = 0,5, b = 0,8.

\
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Numericka integrace (kvadratura)

Numericka integrace nachdzi uplatnéni zejména v ndsledujicich
pFipadech:

@ integrovanou funkci nezndme p¥imo, zndme jen jeji hodnoty
v n&kterych bodech (nap¥. z mékeni)

@ integrovana funkce je znama, ale jeji primitivni funkci
(antiderivaci) je obtizné (&i dokonce nemozné) vyjadfit
jakoZto elementarni funkci.
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Numericka kvadratura

P¥imo z definice Riemannova integrdlu — snaha odhadnout plochu
pod k¥ivkou, objem , pod plochou" apod. Podobng& jako

u derivovani i zde mlZzeme vyuZit interpolaéni polynomy.
Newton-Cotesovy vzorce

Interval [a, b] , nad kterym integrujeme, rozd&lime na n stejnych
Casti (délky h) tak, Ze v krajnich bodech té&chto &asti zname
hodnotu integrované funkce. Podle toho, jestli uvaZujeme i
hodnoty v krajnich bodech a a b intervalu, rozlisujeme
Newton-Cotesovy formule na uzavFené a otevrené.

Pak , .
/ f(x) dx%Zw,-f(x;),
a i=0

w; jsou vahy (uzav¥eny tvar).



Numerické metody
00@000000

Vahy snadno odvodime nap¥. pomoci Lagrangeovy interpolace.
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obdélnikové pravidlo (otevfend Newton-Cotesova formule) —
interpolace konstatni funkci

/abf(x) dxz(b—a)f<a—|2_b>.

y
A

v

)

=1
=
x>




lichobé&Znikové pravidlo (uzavfend Newton-Cotesova formule) —
interpolace linedrni funkci

b a
/ f(x) dx ~ (b—a)f( )+f(b).

4
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Simpsonovo pravidlo (uzaviend Newton-Cotesova formule) —
interpolace kvadratickou funkci

/abf(x) dx ~ bg" [f(a)+4f<a;rb> +f(b)}
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Priklad

Pomoci lichob&Znikového, resp. Simpsonova pravidla vypo&téte

/2
| = / sin x dx.
0
Regeni

<

@ lichob&znikové pravidlo: | ~ 7 - 1 ~0.785

2
o Simpsonovo pravidio: | ~ % (o +a42 4 1) ~ 1.003.

A\
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Metody Monte Carlo

Obvykle pouZivané u vicerozm&rnych integrali, kde je €asto
vyrazné& presné&jsi a efektivnéjsi nez nasobné pouZiti metod na
numerickou integraci jednorozmérnych integrald.

Princip — vypocet objemu télesa V' uvnitf jednotkové krychle:

@ vygenerujeme ndhodny bod uvnit? jednotkové krychle
@ zjistime, zda lezi uvnit¥ télesa
@ opakujeme

Podil objemu télesa a krychle je pak aproximovan relativni etnosti
jevu, Ze nahodny bod leZi uvnit¥ télesa.
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Metody Monte Carlo

Integral fab f(x) dx tak aproximujeme pomoci vyb&ru ndhodnych n
bodl x; z intervalu [a, b], ve kterych uréime funk&ni hodnoty.

Pak i
b—a—
/a f(x) dx ~ - iE_l f(x;).
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